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Предисловие ко второму изданию

Во втором издании общий план книги и ее объем сохранены неизменными. 
Некоторые главы переработаны как в научном, так и в методическом отношении. 
В частности, читатель сможет познакомиться с более современной трактовкой 
обобщенных функций, служащих мощным и гибким средством построения мате­
матических моделей сигналов. Расширен раздел, касающийся воздействий радио­
сигналов на частотно-избирательные системы. Полнее представлена теория нелиней­
ных преобразований сигналов. Наконец, новую трактовку получили принципы 
обработки дискретных сигналов и ряд вопросов оптимальной линейной фильтрации. 

Чтобы не перегружать книгу, во втором издании опущеи материал, касаю­
щийся классического синтеза линейных пассивных двухполюсников, достаточно 
подробно изложенный в ряде учебников по курсу «Основы теории цепей», которые 
опубликованы за последние годы. 

По сравнению с первым изданием, перечень задач и упражнений, помещенных 
в конце каждой главы, пересмотрен и несколько расширен. Читатель, желающий 
подробно ознакомиться с методическими принципами решения учебных задач в 
области теоретических основ радиотехники, может обратиться к нашей книге 
«Радиотехнические цепи и сигналы. Руководство к решению задач» («Высшая 
школа», 1987).

В основу учебника положен материал лекций, читавшихся автором на радио­
техническом факультете и на факультете повышения квалификации преподавателей 
Московского энергетического института. Автор признателен своим коллегам, осо­
бенно проф. Г. Д. Лобову, доц. В. П. Жукову и доц. В. Г. Карташеву за творче­
ские дискуссии и неизменную поддержку. Большую помощь при подготовке 
рукописи второго издания книги оказали конструктивные критические замечания и 
рекомендации, содержащиеся в рецензии кафедры теоретических основ радиотех­
ники Рязанского радиотехнического института, руководимой доц. В. А. Казаковым.

За время, прошедшее с момента выхода в свет первого издания, были полу­
чены многочисленные отзывы читателей. Советы, замечания и пожелания, содер­
жащиеся в них, существенно помогли переработать текст. Хочется выразить 
искреннюю признательность всем лицам, принявшим участие в этом коллективном 
рецензировании учебника.

Москва, 1988 с. И. Баскаков

Из предисловия к первому изданию

Курс «Радиотехнические цепи и сигналы» в настоящее время занимает одно 
из центральных мест Среди фундаментальных дисциплин, определяющих своим 
содержанием профессиональную подготовку радиоинженеров. Следуя за направле­
нием научно-технического прогресса, отражая развитие элементной базы радио­
электроники и ее теоретического арсенала, этот курс, объединяет и систематизи­
рует наиболее важные принципы в области радиотехники.

Содержание данной книги соответствует программе курса «Радиотехнические 
цепи и сигналы», утвержденной МВ и СОО СССР. Предполагается, что читатель, 
приступивший к изучению книги, прослушал ряд предшествующих курсов, таких, 
как «Введение в специальность», «Высшая математика», «Физика»' и «Основы 
теории цепей». .
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Работая над текстом, автор стремился возможно теснее сблизить излагаемый 
материал с практикой учебной работы в вузе. Это в первую очередь определило 
принцип отбора материала и степень детальности освещения: на страницы книги 
вынесено лишь то, что, как показывает практический опыт преподавания, может 
быть полностью усвоено студентами за отведенное на это время. Изучение 
конкретных схемотехнических решений, их сравнительный анализ — все это относится 
уже к специальным инженерным дисциплинам, изучаемым позднее.

Курс «Радиотехнические цепи и сигналы» отличается разнообразием содержания, 
обилием понятий и методов, с которыми студенты сталкиваются впервые. Боль­
шую роль в этом курсе играют математические приемы исследования. Прочное 
овладение ими совершенно обязательно, поскольку они служат логическим фунда­
ментом построения последующих радиотехнических дисциплин. Для связи теорети­
ческих положений и радиотехнической практики в главах книги приводится много 
примеров, раскрывающих характерные приемы инженерного анализа.

Содержание и структура книги. Учебник состоит из двух частей. Первая часть 
РАДИОТЕХНИЧЕСКИЕ СИГНАЛЫ знакомит читателя с методами, принятыми 
в настоящее время для описания и изучения свойств сигналов. Рассматриваются 
вопросы классификации сигналов, фундаментальный принцип геометрической трак­
товки пространства сигналов, спектральный и корреляционный анализ детермини­
рованных колебаний, теория модулированных радиосигналов, а также дискретное 
представление непрерывных сигналов с ограниченным спектром. Подробно 
излагаются методы описания и измерения характеристик случайных сиг­
налов.

Во второй части РАДИОТЕХНИЧЕСКИЕ ЦЕПИ, УСТРОЙСТВА И СИ­
СТЕМЫ дано систематическое изложение принципов анализа и расчета явле­
ний прохождения разнообразных сигналов, как детерминированных, так и случай­
ных, через линейные и нелинейные радиотехнические цепи. Особо подчеркнута 
роль узкополосных частотно-избирательных цепей. Рассмотрены вопросы прохожде­
ния сигналов через линейные параметрические цепи. Описаны приемы синтеза линей­
ных четырехполюсников с заданными частотными характеристиками. Изучая 
безынерционные нелинейные цепи, читатель познакомится с важнейшими видами 
преобразования сигналов — модуляцией, детектированием, умножением и преобразо­
ванием частоты. Рассмотрена теория автогенераторов гармонических колебаний. 
Изложены направления, возникшие в радиотехнике сравнительно недавно под 
влиянием успехов микроэлектронной технологии. Сюдв относятся активные фильтры 
для обработки аналоговых сигналов и как одно из наиболее перспективных 
направлений — цифровая фильтрация сигналов. Наконец, приведены элементы теория 
оптимальной лйнейной фильтрации детерминированных и случайных сигналов.

Открыв эту книгу, читатель, безусловно, обратит внимание на принцип ее 
оформления. На страницах наряду с основным текстом имеются поля, куда вы­
несена вспомогательная, дополнительная и наглядно-графическая информация. В 
частности, на, полях сосредоточены:

1. НАПОМИНАНИЯ, относящиеся к ранее пройденным учебным курсам, на­
пример к курсам физики и основ теории цепей.

2. СВЕДЕНИЯ СПРАВОЧНОГО ХАРАКТЕРА, такие, как значения фундамен­
тальных физических констант, табличные интегралы и т. д.

3. КРАТКИЕ ЗАМЕЧАНИЯ, цель которых — показать наличие межпредметных 
связей, обратить внимание на общность методоа, принятых в радиотехнике и в дру­
гих, порой далеких, областях научной и прикладной деятельности.

4. ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ РИСУНКИ, которые в тексте, как правило, ие упоми­
наются, однако служат неотъемлемыми элементами излагаемого учебного мате­
риала. Наличие этих рисунков, помимо сокращения объема книги, дает возмож­
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ность в известной мере приблизить стиль книжного изложения к стилю живой 
лекторской речи.

5. УКАЗАНИЯ, помогающие организовать работу читателя с текстом. На полях 
книги в соответствующих местах появляются следующие сигнальные значки:

— в данном месте текста описан некоторый принцип, имеющий первостепен­
ноезначение для радиотехники;

— указание иа то, что в тексте сформулировано новое понятие, которое 
читателю предлагается запомнить;

— читателю рекомендуется решить некоторую задачу (или задачи) из числа 
приведенных в конце главы; задача иллюстрирует теоретическое положение, изло­
женное в основном тексте.

В настоящее время учебный процесс в вузе характеризуется высокой интен­
сивностью. Это требует от студента четкого планирования своего времени. Стре­
мясь помочь студентам в этом важном деле, автор уделил особое внимание опти­
мальной дозировке материала, предлагаемого для усвоения и повторной прора­
ботки.

Каждая глава книги отвечает отдельной большой теме лекционного курса. 
Основной структурной единицей главы является параграф, приближенный по своему 
объему к отдельной лекции. Самая мелкая структурная единица — пункт, в кото­
ром содержится некоторый завершенный вопрос.

В конце каждой главы помещены РЕЗУЛЬТАТЫ, прочное знание которых 
является обязательным.

Следующей, более активной фазой самоконтроля являются ответы на ВОПРОСЫ. 
Особенно большую пользу эта работа может принести студентам при подготовке 
к экзаменам.

Желательно, чтобы читатель по мере изучения курса постоянно обращался к 
разделу ЗАДАЧИ. Здесь собран материал для самостоятельной работы, по тема­
тике и уровню сложности отвечающий содержанию той или иной главы.

В методический аппарат каждой .главы включен факультативный раздел 
БОЛЕЕ СЛОЖНЫЕ ЗАДАНИЯ. Работа над этими заданиями рекомендуется 
студентам, которые глубоко интересуются методами теоретической радиотехники 
и имеют склонность к научным исследованиям.

Отзывы о книге просьба направлять по адресу: 101430, Москва, ГСП-4, Неглин­
ная ул., 29/14, издательство «Высшая школа».



Введение

В решениях XXVII съезда КПСС и в Основных направлениях экономического 
и социального развития СССР иа 1986—1990 годы и на период до 2000 года 
определен стратегический курс научно-технического прогресса. К числу важных 
областей науки и техники, достижения которых непосредственно способствуют 
росту материального и культурного уровня общества, принадлежит радиотехника.

Радиотехника — научно-техническая область, задачами которой являются:
1) изучение принципов генерации, усиления, излучения и приема- электромаг­

нитных колебаний и волн, относящихся к радиодиапазону;
2) практическое использование этих колебаний и волн для целей передачи, 

хранения и преобразования информации.
На первоначальном этапе своего развития вслед за изобретением радио 

(А. С. Попов, 1895 г.) радиотехника решала преимущественно проблемы электро­
связи, используя электромагнитные колебания с длинами волн в несколько сотеи 
или тысяч метров. В настоящее время круг применений радиотехники необычайно 
расширился. Радиосвязь, телевидение, радиоуправление, радиолокация, радионавига­
ция, радиотехнические методы в биологии, медицине, геофизике — таков далеко не 
полный перечень отраслей радиотехники.

Науку, занимающуюся изучением физических основ радиотехники, называют 
радиофизикой. Радиофизика — быстро развивающаяся ветвь прикладного естество­
знания, тесно связанная с такими фундаментальными областями, как квантовая 
механика, физика твердого тела и др.

Проникновение радиотехники в смежные областй (электронику, вычислительную 
технику) обусловило возникновение широкой научно-технической области, получив­
шей собирательное название радиоэлектроники.

Радиотехника и радиоэлектроника получили всестороннее развитие в нашей 
стране. Большой общепризнанный вклад в фундаментальные основы радиотехники 
внесли советские ученые — академики Л. И. Мандельштам, Н. Д. Папалекси, 
В. А. Фок, А. И. Берг, В. А. Котельников и многие другие.

Как известно читателю из курса «Введение в специальность», передача сообще­
ния от источника к получателю с помощью радиотехнических методов осуществ­
ляется по радиоканалу. Основные элементы радиоканала — передатчик, приемник 
и физическая среда, в которой происходит распространение электромагнитных волн. 
Средой распространения может быть как свободное пространство, так и спе­
циальные технические устройства — волноводы, кабели и другие линии передачи.

Сигнал, поступающий от первичного источника сообщений, на передающей 
стороне радиоканала с помощью микрофона, передающей телевизионной камеры 
или других подобных устройств преобразуется в электрические колебания. Эти 
колебания не могут быть непосредственно использованы для возбуждения электро­
магнитных волн ввиду их относительной низкочастотности. Поэтому в радио­
технике применяют спосЬбы передачи сигналов, основанные на том, что низкочас­
тотные колебания, содержащие исходное сообщение, с помощью специальных 
устройств управляют параметрами достаточно мощного несущего колебания, частота 
которого лежит в раднодиапазоие. Процесс подобного преобразования сигналов 
называют модуляцией несущего колебания.

Модулированный сигнал излучается антенной передатчика Возбужденные при 
этом электромагнитные волны вызывают появление в антенне приемника радио­
сигнала, уровень которого обычно весьма мал. После частотной фильтрации и 
усиления принятый сигнал должен быть подвергнут демодуляции (детектированию)— 
операции, обратной по отношению к модуляции. В результате на выходе приемника 
возникает колебание, являющееся копией переданного исходного сообщения.
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Приведенное описание принципа функционирования простейшего радиоканала 
подчеркивает, что передача сообщений по радиоканалу сопровождается разно­
образными преобразованиями сигналов. Эти преобразования осуществляются посред­
ством соответствующих физических систем — радиотехнических цепей. Каждая радио­
техническая цепь выполняет определенную операцию над сигналами, характер 
которой целиком зависит от внутренней структуры цепи. Так, принято различать 
усилители, фильтрующие частотно-избирательные системы, преобразователи формы 
электрических колебаний, модуляторы, детекторы и многие другие виды радио­
технических цепей, рассматриваемые в данном курсе.

В любом реальном радиоканале помимо полезного сигнала неизбежно присут­
ствуют помехи, возникающие по многим причинам,—из-за хаотического теплового 
движения электронов в элементах цепей, .несовершенства контактов в аппаратуре, 
влияния соседних радиоканалов с близким^ несущими частотами, наличия в прост­
ранстве шумового космического радиоизлучения и т. д. Способность радиотехниче­
ских средств передачи информации противодействовать вредному влиянию помех 
и обеспечивать высокую верность передачи называют помехоустойчивостью. 
В современной радиотехнике задача создания помехоустойчивых систем является 
одной из центральных. Отдельная отрасль, получившая название статистической 
радиотехники и базирующаяся на вероятностных методах, занимается теорией и 
практикой построения таких систем. Одним из наиболее действенных путей дости­
жения высокой помехоустойчивости является использование совершенных видов 
модуляции сигналов и, в частности, помехоустойчивого кодирования сообщений.

Итак, в курсе «Радиотехнические цепи и сигналы» изучаются следующие 
основные вопросы:

1) свойства разнообразных полезных сигналов и помех, а также принципы 
их математического описания;

2) свойства физических систем, выполняющих роль радиотехнических цепей;
3) методы анализа преобразований сигналов в радиотехнических цепях, способы 

построения основных видов цепей;
4) приемы синтеза радиотехнических цепей с заданными свойствами.
В наши дни радиотехника является бурно развивающейся научно-прикладной 

областью. Говоря о ближайших перспективах ее развития, следует подчеркнуть 
тенденцию перехода ко все более высокочастотным диапазонам электромагнитных 
колебаний и волн. Так, колебания сверхвысокочастотного (СВЧ) диапазона, ранее при­
менявшиеся в основном в радиолокации, стали широко использоваться в телевизион­
ных, связных и телеметрических радиоканалах. Достигнуты большие успехи в созда­
нии лазерных линий связи с несущими частотами, лежащими в, световом и 
инфракрасном диапазонах.

Быстрыми темпами развивается элементная база радиотехники и радиоэлект­
роники. Если традиционные радиотехнические цепи представляли собой почти исклю­
чительно комбинации линейных и нелинейных электрических цепей, то сейчас 
интенсивно исследуются и внедряются в практику функциональные устройства и 
системы, производящие обработку сигналов за счет специфических волновых и коле­
бательных явлений в твердых телах — полупроводниках, диэлектриках и магнитных 
материалах. Огромную роль в современной радиотехнике играют изделия микро­
электронной технологии. Доступные, недорогие, надежные и быстродействующие 
интегральные микросхемы- решающим образом изменили облик многих областей 
радиотехники. Микроэлектроника обусловила широкий переход к принципиально 
новым цифровым способам обработки и преобразования радиотехнических сигналов.

Есть все основания ожддать, что отрасли радиотехники будут и впредь 
расширяться н развиваться на базе прогресса во многих смежных областях науки 
н техники.



1.Радио/ 
технические 
сигналы
Глава 1
Элементы обшей теории 
радиотехнических сигналов

Термин «сигнал» часто встречается не только в научно- 
технических вопросах, но и в повседневной жизни. Иногда, ие 
задумываясь о строгости терминологии, мы отождествляем 
такие понятия, как сигнал, сообщение, информация. Обычно 
это не приводит к недоразумениям, поскольку слово «сигнал» 
происходит от латинского термина «signum» — «знак», 
имеющего широкий смысловой диапазон.

Тем не менее, приступая к систематическому изучению тео­
ретической радиотехники, следует по возможности уточнить 
содержательный смысл понятия «сигнал». В соответствии с 
принятой традицией сигналом называют процесс изменения 
во времени физического состояния какого-либо объекта, слу­
жащий для отображения, регистрации и передачи сообщений. 
В практике человеческой деятельности сообщения неразрывно 
связаны с заключенной в них информацией.

Круг вопросов, базирующихся иа понятиях «сообщение» 
и «информация», весьма широк. Он является объектом при­
стального внимания инженеров, математиков, лингвистов, 
философов. В 40-х-годах К. Шеннон завершил первоначальный 
этап разработки глубокого научного направления — теории 
информации.

Следует сказать, что упомянутые здесь проблемы, как 
правило, далеко выходят за рамки курса «Радиотехнические 
цепи и сигналы». Поэтому в этой книге не будет излагаться 
связь, которая существует между физическим обликом сигнала 
и смыслов заключенного в нем Сообщения. Тем' более не 
будет обсуждаться вопрос о ценности информации, заклю­
ченной в сообщении и в конечном счете в сигнале.

1.1. Классификации радиотехнических сигналов

Приступая к изучению каких-либо новых объектов или 
явлений, в науке всегда стремятся провести йх предвари­
тельную классификацию. Ниже такая попытка предпринята 
применительно к сигналам. Основная цель — выработка кри-

Информация наря­
ду с матерней н 
энергией принадле­
жит к фундамен­
тальным философ­
ским категориям 
естествознания
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viaтематическая 
модель

M(t)= (7mcosco0/ - 
формула как мо­
дель детерминиро­
ванного сигнала

В большинстве слу­
чаев носителями 
радиотехнических 
сигналом являются 
электромагнитные 
колебания

•
вещественные и 
комплексные сиг­
налы

териев классификации, а также, что очень важно для после­
дующего, установление определенной терминологии.

Описание снгналоа посредством математических моделей. 
Сигналы как физические процессы можно изучать с помощью 
различных приборов и устройств — электронных осцилло­
графов, вольтметров, приемников. Такой эмпирический метод 
имеет существенный недостаток. Явления, наблюдаемые 
экспериментатором, всегда выступают как частные, единичные 
проявления, лишенные той степени обобщенности, которая 
позволила бы судить об их фундаментальных свойствах, пред­
сказывать результаты в изменившихся условиях.

Для того чтобы сделать сигналы объектами теоретиче­
ского изучения и расчетов,-следует указать способ их мате­
матического описания или, говоря языком современной наукн, 
создать математическую модель исследуемого сигнала.

Математической моделью сигнала может быть, например, 
функциональная зависимость, аргументом которой является 
время. Как правило, в дальнейшем такие математические 
модели сигналов будут обозначаться символами латинского 
алфавита s(t), и г. д.

Создание модели (в данном случае физического сигнала) — 
первый существенный шаг на пути систематического изучения 
свойства явления. Прежде всего математическая модель 
позволяет абстрагироваться от конкретной природы носителя 
сигнала. В радиотехнике одна и та же математическая 
модель с равным успехом описывает ток, напряжение, напря­
женность электромагнитного поля и т. д.

Существенная сторона абстрактного метода, базирую­
щегося на понятии математической модели, заключена в том, 
что мы получаем возможность описывать именно те свой­
ства сигналов, которые объективно выступают как определяю- 
ще важные. При этом игнорируется большое число второ­
степенных признаков. Например, в подавляющем большин­
стве случаев крайне затруднительно подобрать точные функ­
циональные зависимости, которые соответствовали бы элект­
рическим колебаниям, наблюдаемым экспериментально. 
Поэтому исследователь, руководствуясь всей совокупностью 
доступных ему сведений, выбирает из наличного арсенала 
математических моделей сигналов те, которые в конкретной 
ситуации наилучшим и самым простым образом описывают 
физический процесс. Итак, выбор модели — процесс в зна­
чительной степени творческий.

Функции, описывающие сигналы, могут принимать как 
вещественные, так и комплексные значения. Поэтому в даль­
нейшем часто будем говорить о вещественных и комплексных 
сигналах. Использование того или другого принципа — дело 
математического удобства.

Зная математические модели сигналов, можно сравнивать 
эти сигналы между собой, устанавливать их тождество и 
различие, проводить классификацию.

Одномерные н лиюгомерные сигналы. Типичным для радио­
техники сигпалом является напряжение на зажимах какой- 
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либо цепи или ток в ветви. Такой сигнал, описываемый 
одной функцией времеии, принято называть одномерным. 
В этой книге чаще всего будут изучаться одномерные 
сигналы. Одиако иногда удобно вводить в рассмотрение 
многомерные, или векторные, сигналы вида

И(О = (МО, МО......... rN(t)}> .

образованные некоторым множеством одномерных сигналов. 
Целое число N называют размерностью такого сигнала (тер­
минология заимствована из линейной алгебры).

Многомерным сигналом служит, например, система напря­
жений на зажимах многополюсника.

Отметим, что многомерный сигнал — упорядоченная сово- » 
купность одномерных сигналов. Поэтому в общем случае 
сигналы с различным порядком следования компонент не 
равны друг другу:

(l>i, Яг} + (чг, ч,}.

Многомерные модели сигналов особенно полезны в тех 
случаях, когда функционирование сложных систем анализи­
руется с помощью ЭВМ. *

Детерминированные н случайные сигналы. Другой принцип 
классификации радиотехнических сигналов основан на воз­
можности или невозможности точного предсказания их мгно­
венных значений в любые моменты времени.

Если математическая модель сигнала позволяет осущест­
вить такое предсказание, то сигнал называется детерминиро­
ванным. Способы его задания могут быть разнообразными — 
математическая формула, вычислительный алгоритм, наконец, 
словесное описание.

Строго говоря, детерминированных сигналов, равно как 
и отвечающих им детерминированных процессов, не сущест­
вует. Неизбежное взаимодействие системы с окружающими 
ее физическими объектами, наличие хаотических тепловых 
флуктуаций и просто неполнота знаний о начальном состоя­
нии системы — все это заставляет рассматривать реальные 
сигналы как случайные функции времени.

В радиотехнике случайные сигналы часто проявляют себя 
как помехи, препятствующие извлечению йнформацни из 
принятого колебания. Проблема борьбы с помехами, повыше­
ние помехоустойчивости радиоприема — одна из центральных 
проблем радиотехники.

Может показаться, что понятие «случайный сигнал» про­
тиворечиво. Однако Это не так. Например, сигнал на выходе 
приемника радиотелескопа, направленного на источник косми­
ческого излучения, представляет собой хаотические колеба­
ния, несущие, однако, разнообразную информацию о при­
родном объекте.

Между детерминированными и случайными сигналами нет 
непреодолимой границы. Очень часто в условиях, когда 
уровень помех значительно меньше уровня полезного сигнала 

Пример многомер­
ного сигнала

Осциллограмма 
типичного случай­
ного сигнала
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ИМП> 1ЬС

видеоимпульс и ра- 
днонмп j. 1ЬС

с известной формой, более простая детерминированная мо­
дель оказывается вполне адекватной поставленной задаче.

Методы статистической радиотехники, развитые в послед­
ние десятилетия для анализа свойств случайных сигналов, 
имеют много специфических черт и базируются на математи­
ческом аппарате теории вероятностей и теории случайных 
процессов. Этому кругу вопросов будет целиком посвящен 
ряд глав настоящей книги.

Импульсные сигналы. Очень важный для радиотехники 
класс сигналов представляют собой импульсы, т. е. колебания, 
существующие лишь в .пределах конечного отрезка времени. 
При этом различают видеоимпульсы (рис. 1.1, а) и радио­
импульсы (рис. 1.1,6). Различие между этими двумя основными 
видами импульсов состоит в следующем. Если (t) — видео­
импульс, то соответствующий ему радиоимпульс «p(t) = 
= ив (t) cos (о^г + фо) (частота соо и начальная фаза фо произ­
вольны). При этом функция nB(t) называется огибающей 
радиоимпульса, а функция cos(oo< + Фо) — сто заполнением.

Рис. 1.1. Импульсные сигналы и их характеристики:
а — видеоимпульс, б — радиоимпульс; в — определение числовых параметров 
импульса

Происхождение 
термина «видеоим­
пульс» связано с 
тем, что впервые 
такие колебания 
стали применяться 
в технике телеви­
дения

Создание приборов 
для измерения па­
раметров импуль­
сов —важная об­
ласть измеритель­
ной техники

В технических расчетах вместо полной математической 
модели, которая учитывает подробности «тонкой структуры» 
импульса, часто пользуются числовыми параметрами, даю­
щими упрощенное представление о его форме. Так, для 
видеоимпульса, близкого по ферме к трапеции (рнс. 1.1, в), 
принято определять его амплитуду (высоту) А. Йз временных 
параметров указывают длительность импульса тв, длитель­
ность фронта Тф и длительность среза тс.

■ В радиотехнике имеют дело с импульсами напряжения, 
амплитуды которых лежат в пределах от долей микро­
вольта до нескольких киловольт, а длительности достигают 
долей наносекунды.

Аналоговые, дискретные н цифровые сигналы. Заканчивая 
краткий обзор принципов классификации радиотехнических 
сигналов, отметим следующее. Часто физический процесс, 
порождающий сигнал, развивается во времени таким образом, 
что значения сигнала можно измерять в.любые моменты 
времени. Сигналы этого класса принято называть аналого­
выми (континуальными). Термин «аналоговый сигнал» под­
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черкивает, чтодакой сигнал «аналогичен», полностью подобен 
порождающему его физическому процессу.

Одномерный аналоговый сигнал наглядно представляется 
своим графиком (осциллограммой), который может быть как 
непрерывным, так и с точками разрыва.

Первоначально в радиотехнике использовались сигналы 
исключительно аналогового типа. Такие сигналы позволяли 
с успехом решать относительно несложные технические 
задачи (радиосвязь, телевидение и т. д.). Аналоговые сигналы 
было просто генерировать, принимать и обрабатывать с 
помощью доступных в те гощй средств.

Возросшие требования к радиотехническим системам, 
разнообразие применений заставили искать новые принципы 
их построения. На смену аналоговым в ряде случаев пришли 
импульсные системы, работа которых основана на использо­
вании дискретных сигналов. Простейшая математическая мо­
дель дискретного сигнала (t) — это счетное множество точек 
(tj (i — целое число) на оси времени, в каждой из которых 
определено отсчетное значение сигнала sf. Как правило, 
шаг дискретизации A=ti+l—tf для каждого сигнала 
постоянен.

Одно из преимуществ дискретных сигналов по сравнению 
с аналоговыми — отсутствие необходимости воспроизводить 
сигнал непрерывно во все моменты времени. За счет этого 
появляется возможность по одной и той же радиолинии 
передавать сообщения от' разных источников, организуя 
многоканальную связь с разделением каналов по времени.

Интуитивно ясно, что быстро изменяющиеся во времени 
аналоговые сигналы для их дискретизации требуют малого 
шага Д. В гл. 5 этот фундаментально важный вопрос 
будет подробно исследован.

Особой разновидностью дискретных сигналов являются 
цифровые сигналы. Для них характерно то, что отсчетные 
значения представлены в форме чисел. По соображениям 
технических удобств реализации и обработки обычно исполь­
зуют двоичные числа с ограниченным и, как правило, не 
слишком большим числом разрядов. В последнее время 
наметилась тенденция к широкому внедрению систем с 
цифровыми сигналами. Это связано со значительными 
успехами, достигнутыми микроэлектроникой и интегральной 
схемотехникой.

‘Следует иметь в виду, чтд в сущности любой дискрет­
ный или цифровой сигнал (речь идет о сигнале — физическом 
процессе, а не о математической модели) является сигналом 
аналоговым. Так, медленно изменяющемуся во времени ана­
логовому сигналу s(r) можно сопоставить его дискретный 
образ, имеющий вид последовательности прямоугольйых 
видеоимпульсов одинаковой длительности (рис. 1.2, а); высота 
этих импульсов пропорциональна значениям s (t) в отсчетных 
точках. Однако можно поступить и по-ииому, сохраняя высоту 
импульсов постоянной, но изменяя их длительность в 
соответствии с текущими отсчетными значешямн (рис. 1.2,6).

h-iti t,+ l

Модель дискретно­
го сигнала

111001011 
101110010 
010011100
100110011

Последовательные 
отсчеты цифрового • 
сигнала _____
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1 1 О

JUL

а — при переменной амплитуде; 6 — при переменной длительности отсчетных 
импульсов

Оба представленных здесь сцособа дискретизации аналого­
вого сигнала становятся эквивалентными, если положить, что 
значения аналогового сигнала в точках дискретизации 
пропорциональны площади отдельных видеоимпульсов.

1 • Фиксирование отсчетных значений в виде чисел осуществ-
П ляется также путем отображения последних в виде последо- 
| I__ вательности видеоимпульсов. Двоичная система счисления

идеально приспособлена для этой процедуры. Можно, напри­
мер, сопоставить единице высокий, а нулю — низкий уровень 
потенпиала. у Дискретные сигналы и их свойства будут 
детально изучаться в гл. 15.

1.2. Динамическое представление сигналов

Многие задачи радиотехники, например вычисление откли­
ка физической системы на известное входное воздействие, 
требуют специфической формы представления сигналов: 
Необходимо не только располагать информацией о мгновен­
ном значении сигнала, но и знать его поведение на всей 
временной оси как «в прошлом», так и в «будущем».

Принцин дннакшческого представления. Способ получения 
таких моделей сигналов состоит в следующем. Реальный 
сигнал приближенно представляется суммой некоторых эле­
ментарных сигналов, возникающих в последовательные 
моменты времени. Если теперь • устремить к нулю дли­
тельность отдельных элементарных сигналов, то, естественно, • 
в пределе будет получено точное представление исходного 
сигнала. Будем называть этот способ описания сигналов 
динамическим представлением, подчеркивая этим развиваю­
щийся во времени характер процесса.

* Широкое применение нашли два способа динамического 
представления. Согласно первому из иих в качестве элемен­
тарных сигналов используются ступенчатые функции, возни­
кающие через равные промежутки времени А (рис. 1.3, а). 
Высота каждой ступеньки равна приращению сигнала иа 
интервале времени А.

При втором способе элементарными сигналами служат 
прямоугольные импульсы. Эти импульсы непосредственно 
примыкают друг к другу н образуют последовательность, 
вписанную в кривую или описанную • вокруг нее (рнс. 1.3,6).
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Рис. 1.3. Способы динамического представления сигналов (стрелками 
показаны пути изменения во времени отдельных элементарных 
слагаемых) • . •

Рассмотрим свойства элементарного сигнала,. использу­
емого для динамического представления по первому способу.

Функция включении. Пусть дан сигнал, математическая 
модель которого задается системой равенства:

f 0, t<-^
r(t) = <72(f/^ + n. (1-1)

< 1, t>^.
Такая функция описывает процесс перехода некоторого 

физического объекта из «нулевого» в «единичное» состояние. 
Переход совершается по линейному закону за время 28,. 
Если параметр 8, устремить к нулю, то в пределе переход 
из одного состояния в другое будет совершаться мгновенно. 
Математическая модель этого предельного сигнала получила 
название функции включения или функции Хевисайда’

[О, t < О,

а(0 = < */ъ t = 0, (1.2)

< 1, t>0.

В общем случае функция включения, может быть смещена 
относительно начала отсчета времени на величину t0. Запись 
смещенной функции такова:

{
О, t <_t0,
'Л, t = t0, ' (1.3)

1, t>t0.

Оливер Хевисайд 
(1850—1925)—анг­
лийский физик

В задачах практи­
ческого характера 
обычно допустим и 
меиее строгий под­
ход, когда значе- 
1ие функции Хеви­
сайда в точке 
не принимается во 
внимание

Приведенный здесь способ определения функции вклю­
чения не является единственно возможным. Например, функ­
ции, образующие последовательность

«л(«) = _ _____1______
1 + ехр(—иг) ’ о

как нетрудно проверить, с ростом номера и все более точно 
аппроксимируют разрывный сигнал, претерпевающий скачок 
на единицу при t = О.
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В теоретической радиотехнике функции включения широко 
используются для описания разрывных, в частности, импульс­
ных сигналов. Часто это можно сделать из очевидных 
соображений, не прибегая к общей методике динамического 
представления.

Пример 1.1. Импульсный сигнал v прямоугольной формы имеет 
длительность 5 мкс и амплитуду 15 В. Начало отсчета времени 
совпадает с фронтом импульса. Записать аналитическое выражение 
этого сигнала.

Эффект скачка уровня при t = 0 описывается функцией v = 
— 15а(t). Для того чтобы импульс окончился при Г0 = 5-1(Гб с, 
необходимо вычесть такой же импульс включения, запаздывающий 
иа этот отрезок времени. Окончательно

V (t) = 15€Т (t) - 15а (г - 5 • 1(Г6) В.

IS

10

v.B

«Д___ I Смкс
23 50 7.5 10

5

0

Пример 1.2. Источник ЭДС, линейно изменяющейся во времени 
по закону e(t) = 3-106f В, подключается к внешним цепям идеаль­
ным коммутатором, который срабатывает в момент времени t0 = 
= 2 мкс. Записать математическую модель напряжения на выходе 
такого устройства.

t = 2 мкс

При временах, меньших 2 мкс, напряжение иа выходе источника 
равно нулю, поэтому очевидно, что
и (0 = 3 • Юб« • с (t - 2 • 10 ' *) В.

Этот процесс можно зайисать н по-иному, представив его как 
сумму импульса включения амплитудой 6 В, возникающего- в мо­
мент срабатывания коммутатора, и линейно нарастающего импульса: 

▲

решите задачи 1 
н'2

и (0 = [6 + 3 • 10е (Г - 2-10■ *)] а (г — 2 • КГ6) В.

Д 2Д ЗД

Динамическое представление произвольного сигнала посред­
ством функций включения. Рассмотрим некоторый сигнал s(t), 
причем для определенности положим, что s(f) = O при t.cO. 
Пусть {А. 2А, 2А, — последовательность моментов време­
ни и {зь s2, S3, ...}—отвечающая им последовательность 
значений сигнала. Если s0 = з (0) — начальное значение, то, 
как видно из построения, текущее значение сигнала при 
любом t приближенно равно сумме ступенчатых функций: 

s(t)» soc(t) + (Si - s0)o(t — A) + (s2 - Si)o(t - 2A) + ... =

= s0o (t) + £ (s, - ,) a (t - *Д).
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Если теперь шаг А устремить к нулю, то дискретную 
переменную /сД. можно заменить непрерывной переменной т. 
При этом малые приращения (sfc — s*-i) превращаются в диф­
ференциалы d$ — (ds/dxjdx, и мы получаем формулу динами­
ческого представления произвольного сигнала посредством 
функций Хевисайда:

'(1.4)

Пример 1.3. Сигнал s(t) ра#ен Аулю при t<0 и изменяется по 
закону квадратичной параболы s(t) = At2 при t >0. Пойти динамиче­
ское представление этого сигнала.

Здесь s0 = 0, ds/dx = 2Лт, поэтому

s (t) = 2А | то (Г - т) dx.
о

В соответствии с последней формулой высота элементарных сту­
пеней, из которых складывается сигнал, линейно нарастает во 
времени.

Переходя ко второму способу динамического’ представле­
ния сигнала, когда элементами разложения служат короткие 
импульсы, следует ввести новое важное понятие.

Дельта-функция. Рассмотрим импульсный сигнал пря­
моугольной формы, заданный следующим образом:

+ (1.5)

При любом выборе параметра £ площадь этого импульса 
равна единице: .

П„ = f rdf = 1.

Например, если v — напряжение, то П„ = 1 В • с.
Пусть теперь величина стремится к нулю. Импульс, 

сокращаясь по длительности, сохраняет свою - площадь, 
поэтому его высота должна неограниченно возрастать. Предел 
последовательности таких функций при £ -* О носит название 
дельта-функции, или функции Дирака:

S(t) = limi?(t; £). (1.6)

Дельта-функция — интересный математический объект. 
Будучи равной нулю всюду, за исключением точки t = О (при­
нято говорить, что оиа сосредоточена в этой точке), дельта­
функция тем не менее обладает единичным интегралом

J S(t)df = l. (1-7)

Так выглядит сим­
волическое изобра­
жение дельта­
функции
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Здесь с ростом п 
длительность им­
пульса сокращает­
ся, а его высота 
возрастает

В онисываемом 
здесь способе ди­
намического пред­
ставления сигнала, 
для того чтобы по­
лучить какое-либо 
мгновенное значе- 
ме, нужно распо­
лагать сведениями 
о поведении сигна­
ла на всей оси вре­
мени

В нашем курсе будет постоянно использоваться аппарат 
дельта-функций. Основная причина, делающая дельта-функ­
цию столь удобной в физических задачах, состоит в сле­
дующем. Напомним известное положение механики: если на 
материальную точку.массой т в интервале времени (ti, Г2) 
действует переменная сила F(t), то изменение количества 
движения точки

mv2 — mvt = jF(t)dt.
i.

Таким образом, существенно важна не сама сила, а ее 
импульс, фигурирующий в правой части последнего равенства. 
Дельта-функпня как раз и является математической моделью 
короткого внешнего воздействия с единичным импульсом 
(площадью).

В математике показано, что свойства дельта-функцнн 
присущи пределам многих последовательностей обычных 
классических функций. Приведем два характерных примера: 
S(t) = lim |/и/(2я)ехр( —nt2/2), (1.8)

6(t) = lim [sin nt/(nt)]. (1.9)

Динамическое представление сигнала посредством дельта- 
функций. Вернемся к задаче описания аналогового сигнала 
суммой примыкающих друг к другу прямоугольных импуль­
сов (см. рис. 1.3,6). Если — значение сигнала на к-м отсчете, 
то’ элементарный нмпульс с номером к представляется так:

W = ■'» (t - tj - с (/ - t„ - Д)]. (1.10)

В соответствии с принципом динамического представ­
ления исходный сигнал s (t) должен рассматриваться как 
сумма таких элементарных слагаемых:

s(0= S n»(o. (i.ii)
к=-со

В этой сумме отличным от нуля будет только один член, 
отвечающий тому номеру к, который удовлетворяет нера­
венству

Если подставить (1.10) в (1.11), предварительно разделив 
и умножив на величину шага Д, то

S (') = S,^[a(t - tt) - a (t - t„ - Д)] Д.

k= -co

Переходя к пределу при Д -»О, необходимо заменить сум­
мирование интегрированием по формальной переменной т, 
дифференциал которой dt будет, отвечать величине Д.
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Поскольку

lim — т) — — т — Д)]4- = $(г — т),
л —• о А

получим искомую формулу динамического представления 
сигнала 

s(t)= J з(т)8(г-т)<1т. (112)

Можно усмотреть важное свойство дельта-функции: ее 
физическая размерность такая же, как и размерность 
частоты, т. е. с-1.

Итак, если непрерывную функцию умножить на дельта­
функцию и произведение проинтегрировать по времени, то 
результат будет равен значению непрерывной функции в той 
точке, где сосредоточен 6-нмпульс. Принято говорить, что 
в этом состоит фильтрующее свойство дельта-функции.

Отсюда вытекает структурная схема системы, осуще­
ствляющей измерение мгновенных значений аналогового сиг­
нала s(0. Система состоит из двух звеньев: перемножителя и 
интегратора. Ясно, что измерение величины s (t0) будет тем 
точнее, чем короче тот реальный сигнал (например, пря­
моугольный видеоимпульс), который приближенно представ­
ляет дельта-функцию.

Обобщенные фуйкинн как математические модели сигналов. 
В классической математике полагают, что функция s (t) должна 
принимать какне-то значения в каждой точке осн t. Однако 
рассмотренная функция 6(t) ие вписывается в эти рамки — 
ее значение при t = О не определено вообще, хотя эта функ­
ция н имеет единичный интеграл. Очевидна необходимость 
расширить само понятие функции как математической модели 
сигнала. Современная математика преодолела эту трудность, 
введя принципиально новое понятие обобщенной функции.

В основе идеи обобщенной функции лежит простое интуи­
тивное соображение. Держа в руках н рассматривая какой- 
нибудь предмет, мы его поворачиваем, стремясь' получить 
множество проекций этого объекта на всевозможные плос­
кости. Аналогом «проекции» исследуемой функции/(t) может 
служить, например, значение интеграла 4

(/.<р)= f/W<p(Od< (из) 

При этом ризмер- 
ностн обеих частей 
формулы (1.12) 
оказываются одн- 

- наковыми

• 
фильтрующее 
свойство дельта­
функции

при известной функции ф (t), которую называют пробнай 
функцией.

Каждой функции ф (t) отвечает, в свою очередь, некоторое 
конкретное числовое значение (f, ф). Поэтому говорят, что 
формула (1.13) задает некоторый функционал на множестве 
пробных функций ф (£)• Непосредственно видно, что данный 
функционал линеен, т. е.

(Л<ХФ1 + Рф2) = a(f, фО + р(/, ф2). ■■

функционал
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Обобщенные функ­
ции тогда назы­
вают также рас­
пределениями

Если этот функционал к тому же еще и непрерывен, то 
говорят, что иа множестве пробных функций <p(t) задана 
обобщенная функция/(t). Подчеркнем, что интеграл в правой 
части выражения (1.13) нужно понимать формально-аксиома­
тически, а ие как предел соответствующих интегральных 
сумм. Именно с таких позиций следует рассматривать 
формулу динамического представления (1.12):

(S(t-T),i(x)) = s(t). •

Обобщенные функции, даже не заданные явными выраже­
ниями, обладают многими свойствами классических функпий. 
Так, обобщенные функции можно дифференцировать. Для 
этого следует принять во внимание, что пробные функции 
Ф (Г) являются финитными, т. е. обращаются в нуЛь вне конеч­
ного отрезка Тогда производная
обобщенной функции/(г) задается функпионалом 

(/'. <р) =/W <р (01“„ - I /Ю <р' (О Л =

= - f /Ю <р' (О Л = - (/, <р').

В качестве примера найдем производную функции Хеви­
сайда о (Г), рассматривая последнюю как обобщенную функ­
цию. Здесь

(с’, ф) = -(а, Ф') = - f ф' (Г) di = ф (О) = (8, Ф).
О

л
Поэтому

de
*-=»(«). (114)

причем это равенство необходимо понимать именно в смысле 
теории обобщенных функций, поскольку в. классическом 
смысле производная с' (t) при 1 = 0 просто не существует.

Таким же образом можно определить я производную 
дельта-функции:

(S', ф) = —(S, фЭ = - ф'(о).

Хотя явная формула для 5' (t) отсутствует, такой матема­
тический объект существует и действует по правилу — 
каждой классической функции ф (t) он сопоставляет числовое 
значение ее производной в нуле с точностью до знака.

В настоящее время теория обобщенных функций получила 
широкое развитие н многочисленные применения. На ее 
основе созданы математические методы изучения процессов, 
для которых средства классического анализа оказываются 
недостаточными.



1.3. Геометрические методы в теории сигналов 23

1.3. Геометрические методы в теории сигналов

При решении многих теоретических и прикладных задач 
радиотехники возникают такие вопросы: 1) в каком смысле 
можно говорить о величине сигнала, утверждая, например, 
что один сигнал значительно превосходит другой; 2) можно ли 
объективно оценивать, насколько два неодинаковых сигнала 
«похожи» друг иа друга?

В XX в. был создай функциональный анализ — раздел 
математики, обобщающий наши интуитивные представления 
о геометрической структуре пространства. Оказалось, что 
идеи функционального анализа дают возможность создать 
стройную теорию сигналов, в основе которой лежит кон-, 
цепция сигнала как вектора в специальным образом сконст­
руированном бесконечномерном пространстве.

Линейное пространство сигналов. Пусть М — {МО, МО, — 
множество сигналов. Причина объединения этих'объектов — 
наличие некоторых свойств, общих для всех элементов мно­
жества М.

В этой книге при 
изложении методов 
функционального 
анализа мы будем 
вынуждены прибе­
гать в ряде случаев 
к качественным 
представлениям. 
Читателю, интере­
сующемуся этими 
методами более 
глубоко, можно ре­
комендовать |7, 8J

Пример 1.4. Множество М образовано всевозможными анало­
говыми сигналами, отличными от нуля на интервале времени 
(О, 15 мкс) и равными нулю вне этого интервала.

Пример 1.5. Множество М состоит из сигналов вида s„ (/) = 
= А„ cos (w„i + <pn) — гармонических колебаний, отличающихся своими 
амплитудами, частотами и начальными фазами.

Исследование свойств сигналов, образующих такие мно­
жества, становится особенно плодотворным*тогда, когда уда­
ется выражать одни элементы множества через другие эле­
менты. Принято говорить, что множество сигналов наделено 
при этом определенной структурой. Выбор той или иной 
структуры должен быть продиктован физическими соображе­
ниями. Так, применительно к электрическим колебаниям из­
вестно, что они могут складываться, а также умножаться на 
произвольный масштвбный коэффициент. Это дает возмож­
ность в множествах сигналов ввести структуру линейного 
пространства.

Множество сигналов М образует вещественное линейное . 
пространство, если справедливы следующие аксиомы:

1. Любой сигнал иеМ при любых t принимвет лишь 
вещественные значения.

2. Для любых иеМ и veM существует их сумма 
w = и + v, причем w также содержится в М. Операция 
суммирования коммутативна: u+v=v+u и ассоциативна: 
и + (г + х) — (и + 0 + X.

3. Для любого сигнала seM и любого вещественного 
числа а определен сигнал f= aseM.

4. Множество М содержит особый нулевой элемент 0, 
такой, что и + 0 — и для всех иеМ..

структура линейно­
го пространства

Приведенная здесь 
система аксиом ли­
нейного простран­
ства не* является 
исчерпывающе 
полной. В матема­
тике, исходи из 
требований логи­
ческой строгости, 
эту систему донол- 
няют рядом вспо­
могательных ут­
верждении
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Правило сложения 
йапряженш иа эле­
ментах цени, 
включенных после­
довательно, есть 
следствие второго 
закона Кирхгофа

Если математические модели сигналов принимают комп­
лексные значения, то, допуская в аксиоме 3 умножение иа 
комплексное число, приходим к понятию комплексного ли­
нейного пространства.

Введение структуры линейного пространства является 
первым шагом иа пути к геометрической трактовке сигналов. 
Элементы линейных пространств часто называют векторами, 
подчеркивая аналогию свойств этих объектов и обычных 
трехмерных векторов.

Ограничения, налагаемые аксиомами линейного простран­
ства, весьма жестки. Далеко не каждое множество сигналов 
оказывается линейным пространством.

* Пример 1.6. Множество М состоит из всевозможных прямо­
угольных видеоимпульсов напряжения, существующих на интервале 
времени (0, 20 мкс), причем амплитуды импульсов не превышают 
10 В.

Сложив, например, импульсы с амплитудами 6 и 8 В, получаем 
импульс, не принадлежащий множеству М. Поэтому М не есть 
линейное пространство.

Понятие координатного базвса. Как и в обычном трех- . 
мерном пространстве, в линейном пространстве сигналов' 
можно выделить специальное подмножество, играющее роль 
координатных осей.

Говорят, что совокупность векторов {ett е2, е3, ...}, при­
надлежащих М, является линейно независимой, если равенство

X ад=0

возможно лишь в случае одновременного обращения в нуль 
всех числовых коэффициентов с^.

Система линейно независимых векторов образует коорди­
натной базис в линейном пространстве. Если дано разло­
жение некоторого сигнала s(t) в виде

Какой-либо эле­
мент координатно­
го базиса не может 
быть выражен в 
виде линейной ком- 
бмиащш оставпшх- 
ся элементов

tq числа {сь с2, с3, ...} являются проекциями сигнала s(t) 
относительно выбранного базиса.

В задачах теории сигналов число базисных векторов, как 
правило, неограниченно велико. Такие линейные пространства 
называют бесконечномерными. Естественно, что теория этих 
пространств не может быть вложена в формальную схему 
линейной алгебры, где число базисных векторов всегда 
конечна



1.3. Геометрические методы в теории сигналов 25

Пример 1.7. Линейное пространство образовано сигналами, кото­
рые описываются многочленами неограниченно высокого порядка:

»(') = £ I1.'"
п = О

(такие функции называются аналитическими).
Координатным базисом в этом пространстве служит система 

одночленов {е0 = 1; ei = t; е2 = t2; ...}.

Нормированное линейное пространство. Энергия сигнала. Для 
того чтобы продолжить и углубить геометрическую трак­
товку теории сигналов, необходимо ввести новое, понятие, 
которое по своему смыслу соответствует длине вектора. Это 
позволит не только придать* точный смысл высказыванию 
вида «первый сигнал больше второго», ио и указвть, на 
сколько он больше.

Длину вектора в математике называют его нормой. Ли­
нейное пространство сигналов L является нормированном, 
если каждому вектору з(г)еЬодиозначно сопоставлено число 
|| s || — норма этого вектора, причем выполняются следующие 
аксиомы нормированного пространства:

1. Норма неотрицательна, т. е. || s|| >0. Норма' || з || = 0 
тогда и только тогда, если s = 0.

2. Для любого числа а справедливо равенство || as || = 
= |a|.]|s||.

3. Если s (г) и р (г) — два вектора из L, то выполняется 
неравенство треугольника: || s + р || < || s || + || р ||.

■ Можно предложить разные способы введения нормы сиг­
налов. В радиотехнике чаиА всего полагают, что веществен­
ные аналоговые сигналы имеют норму

Данная аксиомати­
ка в равной мере 
относится как к 
аналоговым, так 
н к дискретным 
сигналам

(из двух возможных значений корня выбирается положитель­
ное). Для комплексных сигналов норма норма сигнала

l|s|| = / I s(t)s*(t)dt,

где * — символ комплексно-сопряженной величины. 
Квадрат нормы носи/ название энергии сигнала 

I '
|Е,= II5II2 = J S2(r)dr.

Если сигнал дис­
кретен, то опера­
ция интегрировании 
должна быть заме­
нена суммировани­
ем но всем отсче­
там сигнала

Именно такая энергия выделяется в резисторе с сопро­
тивлением 1 Ом, -если на его зажимах существует напряже­
ние s(t).

энергии сигнала
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Пример 1-8. Сигнал $(t) представляет собой треугольный им­
пульс напряжения с амплитудой V и длительностью ти. Вычислить 
энергию и норму такого сигнала.

На интервале времени (0, ти) сигнал описывается функцией 

s(t) = Ut/x„.
Энергия сигнала

E. = (U* 1 2/^ Jt!dt = t/2V3.

Определять норму сигнала с помощью формулы (1.15) • 
целесообразно по следующим причинам:

1. В радиотехнике о величине сигнала часто судят, исходя 
из суммарного энергетического эффекта, например количества 
тещюты, выделяемой в резисторе.

2. Энергетическая норма оказывается «нечувствительной» 
к изменениям формы сигнала, может быть, и значительным, 
но происходящим иа коротких отрезках времени.

Линейное нормированное пространство с конечной вели­
чиной нормы вида (1.15) носит название пространства функ­
ций с интегрируемым квадратом щ кратко обозначается L^.

Метрическое пространство. Теперь необходима ввести еще 
одно фундаментальное понятие, которое обобщало бы наше 
обычное представление о расстоянии между точками в 
пространстве.

Говорят, что линейное пространство L становится метри­
ческим пространством, если каждой паре элементов и, veL 
сопоставлено неотрицательное число р (w, v), называемое 
метрикой, или расстоянием между этими элементами. Метри­
ка, независимо от способа ее определения, должна подчи­
няться аксиомам метрического пространства:

1. р(М} v) = p(f, и) (рефлексивность метрики).
2. p(w, м) s 0 при любых u-gL.

О

О

Норма сигнала 
llsll=]/£s = tf]/Vl''3.

Пример 1.9. Вычислить энергию радиоимпульса с прямоугольной 
формой огибающей. Импульс существует на интервале времени <. 
(О, ти) и описывается функцией s(t) — L'o cos(wcf 4-<ро).

В соответствии с формулой (1.16)
ТИ Wotjj+ipo

^=<7о I cos2 (co0f + Фо) dt = — I cos2xdx.
J «0 J
о о

t

Выполнив интегрирование, получаем

I/2E, = [2 (<»<,!„ + <₽„) + sin 2 + <p0)J.
4C0q

Если внутри импульса содержится много периодов высокочастот­
ного заполнения, так что -о0ти » 1, то Es» независимо от
выбора параметров со0 и Фо-

Энергии этих сиг­
налов отличаются 
незначительно

метрика
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3. Каков бы ни был элемент weL, всегда p(u, п)< 
< р (w, в») + р (*v, v).

Обычно метрику определяют как норму разности двух 
сигналов:

р (и, и) = || и — v ||. - (1.17)

Норму, в свою очередь, можно понимать как расстояние 
между выбранным элементом пространства н нулевым эле­
ментом : || и || = р (и, 0).

Зная метрику, можно судить, например, о том, насколько 
хорошо одни из сигналов аппроксимирует другой.

То, что в точке 
экстремума дейст­
вительно достига­
ется минимум, 
текает из положи­
тельности второй 
производной иссле­
дуемой функции

▲
решите задачу 8

Пример 1.10. Сигналу (t) представляет собой отрезок синусоиды, 
обращающейся в нуль на.концах отрезка [О, Т]. Высота импульса V 
известна. Выбрать амплитуду А прямоугольного импульса v(t) той 
же длительности так, чтобы расстояние между этими двумя 
сигналами было минимальным.

Сигнал и (г) представляется формулой

и (t) = U sin О t Т

Квадрат расстояния между сигналами
т

p2(u, r) = dr.

о
Проведя интегрирование, имеем

р2 (u, v) = U2T/2 - 4AUT/H + А2Т.
Исследуя это выражение иа экстремум, убеждаемся, что минимум 

расстояния будет достигнут, если А • 2U/n » 0.6371/. При этом 

р£1в = 172Т(1/2 - 4/л2) а 0.095(/2Т,
Ры.® 0.3081/ [/Г

Заметим, что энергия синусоидального импульса
т

Ж72 f - 2 J U2T
Е„ • U2 sin2 —rdf » ——,J Т г

о
его норма || и || • 6.7071/ ]/Ё

Итак, при выбранной метрике минимально достижимое рас­
стояние между рассматриваемыми сигналами составляет 44% от 
нормы синусоидального импульса.

1.4. Теория ортогональных сигналов

Введя в множестве сигналов структуру линейного про­
странства, определив норму и метрику, мы, тем не меиее, 
лишены возможности вычислить такую характеристику, как 
угол между двумя векторами. Это, удается сделать, сформу-
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В задачах физики 
скалярное произве­
дение векторов 
возникает всегда 
при вычислении ра­
боты сил поля при 
заданном переме­
щении в простран­
стве

лнровав важное понятие скалярного произведения элементов 
линейного пространства.

Скалярное произведение сигналов. Напомним, что если в 
обычном трехмерном пространстве известны два вектора 
А и Й, то квадрат модуля их суммы

|Я + Й|2 = |Л|2 + |Й|2 + 2(Л,Й), (1-18)

где (Л, Й) = | А | • | Й | cos ф — скалярное произведение этих век­
торов, зависящее от угла ф между ними.

Действуя по аналогии, вычислим энергию суммы двух 
сигналов миг:

Е= f (и + 02dt = Е„ + Ev + 2 ( uvdt. ' (1.19)

В отличне от самих сигналов их энергии иеаддитивиы — 
энергия суммарного сигнала содержит в себе так .называемую 
взаимную энергию

Euv — 2 f uv dt.

Сравнивая между собой формулы (1.18) и (1.19), определим 
скалярное произведение вещественных сигналов и и v:

(и, v) = J и (t) tr(t) dt, (1.20)

Следует отметить, 
что в соответствии 
с формулой (1.21) 
угол между днумя 
сигналами должен 
лежать в интерва­
ле от 0 до 180°

Давид Гильберт 
(1862—1943)—из­
вестный немецкий 
математик

Из данного нера­
венства вытекает, 
в частности, что 
косинус угла меж­
ду векторами в 
пространстве сиг­
налов не превы­
шает единицы

а также косинус угла между ними:

(Ч 0
II и II ■ II v Г

Скалярное произведение обладает свойствами:
1. (Ц w) > 0;
2. (u, 0 = (v, и);
3. (Хи, г) = Х(и, 0, где X — вещественное число;
4. ' (и + v, и») = (ft, и») + (г, и>).
Линейное пространство с таким скалярным произведением, 

полное в том смысле, что оно содержит в себе все пре­
дельные точки любых сходящихся последовательностей век­

cos ф = (1-21)

(1-22)

торов из этого пространства, называется вещественным 
гильбертовым пространством Н. <

Справедливо фундаментальное неравенство Коши — Буня-
ковского____________
|к«, «и < и (1.23)

Если сигналы принимают комплексные значения, то можно 
определить комплексное гильбертово пространство, введя в. 
нем скалярное произведение по формуле

(w, 0 = j и (г) г?* (t) dt, (124)

такое, что (и, 0 = (г, и)*.
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Пример 1.11. Имеются два смещенных во времени экспонен­
циальных импульса (В):

uj (г) = 5ехр (—1051) с (Г),

и2 (t) = 5ехр [-105 (Г - 2-10'б)] с (Г - 2-10~6)

Найти скалярное произведение данных сигналов, а также угол 
х]> между ними.

Энергии этих сигналов одинаковы:

Ци, II2 = II |р = 25 je“'dr—1.25-10 4 В2с
о

Скалярное произведение

(И1, иг) = 25 f e->oI‘e-'o’« + 2Jo *rdt = 1.023-10“ В2 с.
. о *

Отсюда cos х|> • 0.819 и х|> = 35°.

Ортогональные сигналы н обобщенные ряды Фурье. Два 
сигнала и и v называются ортогональными, если их ска­
лярное произведение, а значит, и взаимная энергия равны 
нулю:

(w,r)= J »(r)i?(r)dr = 0. (1.25).

принцип 
дальности

opioi о-

Пусть Н — гильбертово пространство сигналов с конеч­
ным значением энергии. Эти сигналы определены на отрезке 
времени [tb г2], конечном или бесконечном. Предположим, 
что на этом же отрезке задана бесконечная система функ­
ции (и0, иъ ..., цл ...}, ортогональных друг другу и обла­
дающих единичными нормами:

, . [ 1, если ,i = j,
(иа ид = < J>

J «(О, если i # j.
(1.26)

Говорят, что при этом в пространстве сигналов задан 
ортонормированный базис.

Разложим произвольный сигнал s(t)eH в ряд:

5(0= Z ' (1.27)

L __ ■
Представление (1.27) называется обобщенным рядом Фурье 

сигнала s(r) в выбранном базисе.
Коэффициенты данного ряда находят следующим образом! 

Возьмем базисную функцию ик с произвольным номером к, 
умножим на нее обе части равенства (1.27) н затем про­
интегрируем результаты по времени:

Два таких импуль­
са разнесены во 
времени и заведо­
мо ортогональны

J s (Г) «л (t) dr = £ Ci J щик dr. 
«1 « = о tL

(1.28)

Два таких импуль­
са также ортого­
нальны
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0 ик скик

На геометриче­
ском языке интер­
претация формулы 
(1.29) такова: ко­
эффициент обоб­
щенного ряда Фу­
рье есть проекция 
вектора на базис­
ное направление

Сигналы, соответ­
ствующие функци­
ям Уолша, легко 
генерируются с ио- 
мощью микроэлек­
тронных переклю­
чательных схем

Ввиду ортоиормированности базиса в правой части равен­
ства (1.28) останется только член суммы с номером i = к, 
поэтому

1г
с„= f s (г) ик (f)dt = (s,ut). (1.29)

т

Возможность представления сигналов посредством обоб­
щенных рядов Фурье является фактом большого'принци­
пиального значения. Вместо того чтобы изучать функцио­
нальную зависимость в несчетном множестве точек, мы 
получаем-возможность характеризовать эти сигналы счетной 
(но, вообще говоря, бесконечной) системой коэффициентов 
обобшеииого ряда Фурье ск.

Примеры ортоиор*№рованных базисов. Способы построения 
систем взаимно ортогональных функций подробно изучены 
в математике (см., например, [7]). Здесь в качестве примеров 
будут описаны две наиболее важные и распространенные 
системы.

Ортонормированная система гармонических функций. Чи­
татель может самостоятельно убедиться в том, что иа 
отрезке [0, Т] система тригонометрических функций с крат­
ными частотами, дополненная постоянным сигналом.

«о = 1//Т,

Mi = 1/2/Tsin 2nt/T,

и2 = ]/2/Tcos litt/T,

................................................ (1.30)
u2m~i = |/2/Tsin 2nmt/T, \
и2т = |/2/Tcos 2nmt/T, 

образует ортонормироваиный базис.
Разложение периодических ’ функций в ряды Фурье по 

этой системе будет псГдробно рассмотрено в гл. 2.
Ортонормированная система функций Уолшр. В последнее 

время под влиянием методов обработки дискретных сигна­
лов большое внимание уделяют ортонормированной системе 
функций Уолша, которые иа отрезке своего существования 
[—Т/2, Т/2] принимают лишь значения ±1.

Введем безразмерное время В = r/Т и будем обозначать 
k-ю функцию Уолша, как это принято, символом wal (к, В). 
Аналитическое описание данных функций довольно сложно 
(см. Приложения). Однако идею построения этой системы 
легко усмотреть из рис. 1.4, на котором изображены 
графики нескольких первых функций Уолшв.

Очевидна нормированность функций Уолша при любом 
значении к:

1/2
||wal (к, В) ||2 = J wal2(J<,S)dS^ 1.

-1/2
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+1
wal(0. Э) wal(2, Э)

> 1 9 01 Is

Чг 0 */2
-1

-41 -7.

wel(l. 8) f ,

, S 1»
-7, о 4i -7i 0

Рис. 1.4. Графики нескольких первых функций Уолша • *

Ортогональность этих функций следует из принципа нх ▲ 
построения и может быть проверена непосредственно. На- решите задачу 10 
пример:

1/2 “1/4 О
Jwal(l, S)wal(2. S)dS= f(-l)2dS + f •(-l)lda +

-1/2 -*/2 _1/4 •

1/4 42
+ f l2d» + f l(-l)d»«0.

0 1/4

Разложение сигнала с. конечной энергией, заданного на 
отрезке времени [ — Т/2, Т/2], в обобщенный ряд Фурье nd 
функциям Уолша имеет вид

s(0= f Qwaf(A:, t/Г). У (1.31)

1 = 0

-Та. о fa
■ ,\K. Its. .

Пример 1.12. Найти первые два коэффициента в разложении 
.импульса треугольной формы по системе функций Уолша.'

На отрезке времени [—Т/2, Т/2] разлагаемый сигнал описы­
вается функцией s(t) = U (t/T 4- ^/2).

Вычисляем коэффициенты обобщенного ряда Фурье: z
1/2 1/2

С„= f s(9)wal(0,S)dS = G f (9 + ^/2) dS = 1//2,
-1/2 -г 1/2

1/2 О
с, = J s(B)wal(l,B)d» = -l/ f (S + 72)dS +

-1/2 - Ц2

1/2
+ U J (9 + '/j) cis = 1//4.

О

Итак, при аппроксимации колебания треугольной формы двумя 
первыми членами ряда по системе функций Уолша получается 
приближенное представление ступенчатой формы. Отметим, что с 
точки зрения введенной вьпЪе энергетической нормы уже такая 
грубая аппроксимация является удовлетворительной. Действительно^ 
энергия исходного сигнала \
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1/2
Es = U2 f (9 + */2)2 dS = 1/73,

-1/2

в то время как энергия разности
1/4

|| s(9) — с0 wal(O, 9) — wal(l, 9) ||2 = 4U2 f №dx = U2/48

составляет лишь */16, или 6.25% от энергии аппроксимируемого 
сигнала.

Предполагается, 
что онерации ин­
тегрирования и 
суммирования пе­
рестановочны

Данная формула 
обобщает теорему 
Пифагора на слу­
чаи бесконечномер­
ных пространств.

Энергия сигнала, представленного в форме обобщенного 
ряда Фурье. Рассмотрим -некоторый сигнал 5 (0, разложенный 
в ряд по ортонормироваииой базисной системе: 

5(0— Ё

k=0

и вычислим его энергию, непосредственно подставив, этот ряд 
в соответствующий интеграл:

Е, = j s2 dt = f dt £ Ё cicsuiui = Ё Ё C-C1S uiuldt • (1-32)

t, I, « = 0 J=O i=OJ = O t, ■

Поскольку базисная система функций ортонормирована, 
в сумме (1.32) отличными от нуля окажутся только члены с 
номерами i = j. Отсюда получается замечательный результат:

£.= Ё'?-

« = 0
(1.33)

Смысл этой формулы таков: энергия сигнала есть сумма 
энергий Bcgx компонент, из которых складывается обобщен­
ный ряд Фурье.

Оптнмальвость разложения сигнала по ортогональному ба­
зису. Для сигнала s (0 введем конечномерную аппроксимацию:

N
»(<)= ЕадДО

к~0

с не известными пока коэффициентами ск и выберем эти 
коэффициенты так, чтобы минимизировать энергию ошибки 
аппроксимации:

<1
J1 = || s - s II2 = J(S - £c.M,)2dr=jnin. (1.34)

Необходимое условие минимума состоит в том, что коэф­
фициенты должны удовлетворять системе линейных урав­
нений 

4*L=o, m = 0, 1, 2, .... N.
л

(1-35)
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В развернутой форме энергия ошибки аппроксимации

Ь Г Л N N *]
ц = f Is2 - 2s £ £ cfijUfij dr.

nL k^o i=oj=o J

Поскольку рассматриваемая базисная система! функции 
ортогональна, отсюда следует, что 

-Л- ffcJW - 2sc„Km)dr = 0.
<>Пп ,,

Приняв во внимание единичную норму базисных функций, 
приходим к выводу, что равенства (1.35) будут выполняться, 
если

см= Js(O um(t) dr, 

что полностью совпадает с выражением (1.29) для коэффи­
циентов обобщенного ряда Фурье.

Более тщательный анализ (на нем здесь не останавли­
ваемся), когда рассматривается также вторая производная 
энергии ошибки, показывает, что при разложении сигнала 
в обобщенный ряд Фурье обеспечивается не просто экстремум, 
а именно минимум энергии ошибки аппроксимации.

Напомним в заключение, что гильбертово пространство 
сигналов, по’ определению, обладает важным свойством пол­
ноты: если предельное значение суммы

N
s(t)= lim XQUt(r)

л,-’се k=o

существует, то этот предел сам является некоторым эле­
ментом гильбертова пространства.. •

Б полном функциональном пространстве норма ошибки 
аппроксимации монотонно убывает с ростом N — числом 
учитываемых членов ряда. Выбирая N достаточно большим, 
всегда можно снизить норму ошибки до любой приемлемо 
малой величины.

Аппаратураая реализация ортогонального разложения сиг­
нала. Рассмотрим структурную схему устройства для экспери­
ментального определения коэффициентов разложения аналого­
вого сигнала в обобщенный ряд Фурье по заданной 
системе ортонормированных базисных функций (рис. 1.5).

Основными элементами здесь являются генераторы тех 
базисных функций, по которым проводится разложение. Ана­
лизируемый сигнал одновременно подается на совокупность 
множительных звеньев, осуществляющих перемножение этого 
сигнала н соответствующей базисной функции. С. выходов 
перемножнтелей сигналы поступают на интеграторы. При 
таком методе обработки сигнала в конце пройеЯсутка вре­
мени интегрирования на выходе каждого интегратора воз­
никает неизменный во времени уровень, величина которого

Следует иметь в 
виду, что близость 
нормы сигнала к 
норме конечного 
отрезка обобщен­
ного ряда Фурье 
вовсе ие означает
сходимость суммы 
ряда к мгновенно­
му значению сиг­
нала в каждой 
точке. В матема­
тике резкие «вспле­
ски» суммы ряда 
Фурье . получили 
название • явления 
Гиббса.

В точке минимума 
первая производ­
ная обращается в 
нуль, а вторая про­
изводная ПОЛОЖИ-' 
тельна *

полнота простран­
ства
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Пример структур­
ной схемы, типич­
ной для теоретиче­
ского анализа. 
Практическая схе­
ма выгладит гораз­
до сложнее. Напри­
мер, должны быть 
предусмотрены це­
пи, осуществляю­
щие синхрониза­
цию всех генерато­
ров базисных функ­
ции

-0 С,

-0С,

Рис. L5. Структурная схема устройства для аппаратурного анализа 
сигналов

в соответствии с формулой (1.29) в точности равна тому или 
иному коэффициенту обобщенного ряда Фурье.

Ясно, что работоспособность системы в целом будет зави­
сеть от того, насколько точно удается воссоздать базисные 
функции, а также от совершенства функционирования пере- 
множителей и интеграторов.

Система, изображенная на рис. 1.5, важна и в приклад­
ном, и в теоретическом смысле. Анализируя ее, еще раз убеж­
даемся, что вся информация, заключенная в сигнале, может 
быть представлена в вяде хотя и бесконечной, но все же 
счетной совокупности чисел.

Результаты

ОО Для теоретического исследования сигналов необходимо построить их мате­
матические модели.

ОО Классификация сигналов осуществляется на основании существенных призна­
ков соответствующих математических моделей. Принято различать одно­
мерные и многомерные, детерминированные и случайные, аналоговые и диск­
ретные сигналы. Разновидностью последних являются цифровые сигналы.

ОО Принцип динамического представления позволяет описывать сигналы, учитывая 
их поведение как «в прошлом», так и «в будущем».

ОО Для динамического представления используются два элементарных сигнала — 
функция включения и дельта-функция (функция Дирака).

ОО Путем введения структуры некоторые множества сигналов могут быть прев­
ращены в линейные функциональные пространства.

ОО Система линейно независимых векторов образует координатный базис, по 
которому можно разложить произвольный вектор, принадлежащий линейному 
пространству.

ОО Аналогом длины вектора в линейном пространстве сигналов служит его 
норма. Квадрат нормы называется энергией сигнала.

ОО Линейное пространство сигналов становится метрическим пространством, 
если определить метрику — расстояние между двумя векторами.
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ОО Чтобы найти угол между двумя элементами линейного пространства, вводят 
понятие скалярного произведения, пропорционального взаимной энергии сигналов. 
Если скалярное произведение равно нулю, то сигналы ортогональны.

qq Представление сигнала в виде разложения по ортонормированному базису 
называют обобщенным рядом Фурье. Коэффициентами такого ряда служат 
скалярные произведения разлагаемого сигнала и соответствующих базисных 
векторов. ’1 • -

qq Энергия сигнала равна сумме энергий всех членов обобщенного ряда Фурье. 
ОО РазложениегОигнцлЯ по ортонормированному базису обеспечивает минимум 

энергии ошибки .аппроксимации.
qq Процесс извлечения' полезной информации, содержащейся в сигнале, можно 

представить себе как аппаратурное Определение числовых значений коэффи­
циентов обобщенного ряда Фурье этого сигнала.

Вопросы

1. Назовите два-три физических процесса, 
для описания которых требуются случайные 
математические модели.

2. Какие числовые характеристики при­
меняют для описания моделей импульсных 
сигналов?

3. В чем состоит разница между видео­
импульсом и радиоимпульсом?

4. Почему замена аналогового сигнала 
дискретным.при некоторых условиях может 
стать неадекватной?

5. Как формулируйся принцип динамиче­
ского представления сигнала?

6. Каковы основные свойства дельта- 
", функции?

7. Перечислите важнейшие аксиомы ли­
нейного пространства.

8. Каков физический смысл квадрата 
нормы сигнала?

9. Как следует понимать геометрический 
смысл неравенства Коши — Буняковского?

10. Изобразите графически несколько 
ортогональных сигналов.

11. Какие функциональные пространства 
называют гильбертовыми пространствами?

12. Почему удобно разлагать сигналы по 
ортогональной системе функций Уолша?

13. Чем обобщенные функции отличаются 
от классических функций?

Задачи

1. Импульс напряжения треугольной фор­
мы изображен на рисунке:

Составьте математическую модель этого 
сигнала, используя комбинацию функций 
включения. Убедитесь в том, что решение 
данной задачи неоднозначно. 1 *

2. Решите задачу 1 применительно к сим­
метричному треугольному импульсу, имею­
щему длительность ти и амплитуду V..

3. Составьте математическую модель бес-
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4. В соответствии с формулой (1.4) най­
дите динамическое представление экспонен­
циального видеоимпульса, описываемого. 
функцией и (t) — exp (- at) с (t). v

5. Найдите динамическое представление 
гауссова видеоимпульса u(t)= Uoexp(—fk2), 
определенного иа асей бесконечной оси вре­
мени. Обратите внимание на модификацию, 
которой должна быть подвергнута формула 
(1.4).

6. Найдите энергию и норму сигнала, 
описываемого математической моделью вида

«Ю = Uoexp(-a|t|).

7. Вычислите энергию и норму импупьса 
косинусоидальной формы:

С 0, coot < —я/2;

5 (t) == | U„ cos (oot, —л/2 < o0t < л/2;
(. О, coot > я/2.

8. Сигнал u(t) представляет собой сим­
метричный треугольный импульс, сигнал

v (t) — вписанный в него импульс прямоуголь­
ной формы:

Какова должна быть амплитуда прямо­
угольного импульса) чтобы расстояние между 
этими двумя сигналами было минимальным?

9. Используя-* принцип ортогональности, 
на основании рнс. 1.4 постройте график 
функции wal(3, 9).

10. Покажите, что взаимные расстояния 
между любыми двумя функциями из.сово­
купности wal(0, 9), wal(l, 9), wal(2, 9) оди­
наковы и равны ]/2.

11» Проведйте такой же анализ для орто- 
нормированной системы тригонометрических 
функций [см. формулы (1.30)]. Сравните 
результаты. Можно ли здесь провести ана­
логию с известной теоремой Пифагора?-

Более сложные задания

12. В эксперименте была зафиксирована • 
осциллограмма сигнала u(t):

Есть предположение, что этот сигнал опи­
сывается экспоненциальной функцией вре­
мени. Предложите по возможности простой 
графический способ проверки этой гипотезы.

13. Последовательный колебательный 
контур возбуждается источником импульс­
ной ЭДС:

Параметры системы: R = 5 Ом, L= 
= 10 мкГн, С — 2 нФ. Длительность импуль­
са ти = 0.5 мкс, его амплитуда Uo = J2 В. 
Покажите, что в данном случае реальный 
импульс можно описать математической мо­
делью вида Ab(t). Каков должен быть при 
этом коэффициент А1 
Перечислите несколько простых физических 
ситуаций, относящихся к повседневному 
опыту, когда воздействие на какую-либо 
систему можно приближенно заменить дель­
та-импульсом.

14. Предложите математическую модель 
для аналитического описания сигнала сле­
дующего вида:
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15. Докажите, что дельта-функдию можно 
рассматривать как предел вида

8 (t) = lim
«-•со

1 singfX 
я г )

16. Докажите, что если Н — вещественное 
гильбертово пространство, содержащее сиг­
налы и и г, то имеет место равенство 
параллелограмма:

|| и + v ||2 + || w — г||2 =2 ||w ||2 ч- 21| v ||2.

17. Докажите, что в комплексном гиль­
бертовом пространстве Справедливо Тож­
дество

4(и, г) = || и + v ||2 — || и - v ||2 4-

+ЛU + Л.112 -/IU - J" II2-

18. Пусть {u*(t)}, fc = O, 1, 2, ... —орто- 
иормированный базис в некотором гиль­
бертовом пространстве Н. Покажите, вто для 
произвольных Si, s2eH выполняется равен­
ство Парсеваля

(Sl, S2) = Е 6'1, («2. U»)-
к = 0

19. В гильбертовом пространстве сигна­
лов заданы произвольный вектор и и вектор г, 
имеющий единичную норилу. По аналогии 
с геометрией обычных векторов иа плоскости 
вектор w = (u, г) v называют ортогональной 
проекцией вектора и иа направление г. Дока­
жите, что вектор у = и — и» ортогонален век­
тору о. Обобщая полученный результат, по­
кажите, что если {«j, v2, ..., — система
взаимно ортогональных векторов с единич­

ными нормами, то вектор
у = и - (u, - ... - (и, Vn)vn

при любом выборе и ортогонален по отно­
шению к каждому из векторов рассматрива- 
емой-системы.

20. Лусть в гильбертовом пространстве
'сигналов задана система взаимно неортого­
нальных векторов {go, gi, ...» gm На ее 
основе постройте ортонормированную систе­
му векторов {u0, ..., и„, ...} таким обра­
зом, чтобы каждый вектор ик являлся ли­
нейной • комбинацией вида

ик ck(go + Ckigl + •.. + £■*>&, + ... 
с постоянными коэффициентами.

21. Используя прием, найденный при 
решении предыдущей задачи, вычислите три 
первых базисных вектора и0, uif и2, получа­
емых путем ортогонализации и нормировки 
системы степенных функций {1, t, t2, ...} на 
отрезке — 1 < t < 1. Получите числовые зна­
чения трех первых коэффициентов с0, и с2 
обобщенного ряда Фурье для сигнала /(г) = 
= ехр (г) на рассматриваемом отрезке. Вычис­
лите норму абсолютной ошибки аппроксима­
ции данного сигнала тремя членами ряда. 
Оцените относительную ошибку аппрокси­
мации.

22. Рассмотрите предыдущую задачу в 
другой постановке: найдите коэффициенты 
многочлена второй степени z (Г) = А + Bt + 
+ Ct2 таким образом, чтобы данный много­
член аппроксимировал сигнал f(t) = ехр (г) на 
отрезке — 1 < t < 1 с наименьшей средне­
квадратической ошибкой.
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Примеры периоди­
ческих сигналов

Спектральные представления 
сигналов

Среди разнообразных систем ортогональных функций, ко­
торые могут использоваться в качестве базисов для пред­
ставления радиотехнических сигналов, исключительное место 
занимают гармонические (синусоидальные и косинусоидаль­
ные) функции. Значение гармонических сигналов для радио­
техники обусловлено рядом причин.

В частности:
1. Гармонические сигналы инвариантны относительно пре­

образований, осуществляемых стационарными линейными 
электрическими цепями. Если такая цепь возбуждена источни­
ком гармонических колебаний, то сигнал на выходе цепи 
остается гармоническим с той же частотой, отличаясь от 
входного сигнала лишь амплитудой и начальной фазой.

2. Техника генерирования гармонических сигналов относи-* 
тельно проста.

Если какой-либо сигнал представлен в виде суммы гар­
монических колебаний с различными частотами, то говорят,- 
что осуществлено спектральное разложение этого сигнала. 
Отдельные гармонические компоненты сигнала образуют его 
спектр.

2.1. Периодические сигнал^! и ряды Фурье

Математической моделью процесса, повторяющегося во 
времени, является периодический сигнал s(t) со следующим 
свойством:

s(0 = s(r±«7J, и = 1, 2, ... (2.1)

Здесь Т — период сигнала.
Ставится задача найти спектральное разложение такого 

сигнала.
Рад Фурье. Зададим на отрезке времени [-Т/2, Т/2] 

рассмотренный в гл. I ортонормированцый базис, образо­
ванный гармоническими функциями с кратными частотами: 
и0 = l/J/X Wi = ]/2/Tsin2nt/T, 

и2 = [/2/Tcos 2nt/T, u3 = ]/2/Tsin 4nt/T, (2.2)

u4 = \/2jT cos 4jc(/X u3 = )Д/Т sin блг/Т

Любая функция из этого базиса удовлетворяет усло­
вию периодичности (2.1). Поэтому,«выполнив ортогональное 
разложение сигнала s (г) в этом базисе, т. е. вычислив коэф­
фициенты

= (S, «ж), (2.3)
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получим спектральное разложение

«(«)= Е (2.4)
и> = О 

справедливое на всей бесконечности оси времени. ,
Ряд вида (2.4) называется рядом Фурье данного сигнала. 
Введем основную частоту Ш] = 2л/Т последовательности, 

образующей периодический сигнал. Вычисляя коэффициенты 
разложения по формуле (2.3), запишем ряд Фурье для 
периодического -сигнала

(2-5)s(t)=^5-+ f (a„cos moit 4-fraSiniMDit)
2 и= 1

Следует обратить 
внимание на то, что 
энергии периодиче­
ского сигнала неог­
раниченно велика. 
Поэтому здесь 
нужно говорить о 
мощности сигнала, 
т. е. об энергии в 
единицу времени

основнаи частота

с коэффициентами

2 7/2
°o = v f s(«)dr,

1 — T/2

2 7/2
а„ = -= J s (t) cos ПШ]Г dt, (2.6)

* ~Т/2

2 7/2
Ь„ = -= J s(t)smmDxtdt.

•* -Г/2

Из формул для ко­
эффициентов ряда 
Фурье следует, что 
четный сигнал име­
ет только косину­
соидальные, а не­
четный — только 
синусоидальные 
слагаемые

Итак, в общем случае периодический сигнал содержит не - 
зависящую от времени постоянную составляющую и беско­
нечный набор гармонических колебаний, так называемых 
гармоник с частотами <£>Л = пв)1 (и=1, 2, 3, ...), кратными 
основной частоте последовательности.

Каждую гармонику можно описать ее амплитудой А„ 
и начальной фазой <ря. Для этого коэффициенты ряда Фурье 
следует записать в виде

= Д, cos <р„, = А„ sin <ри, 

так что
Ая = \/ая + b„, tg <ри = bja„.

гармоники

Подставив эти выражения в (2.5), получим другую, эквива­
лентную форму ряда Фурье:

«(О = + Е AcoefaM - <р.). (2.7)

которая иногда оказывается удобнее.
Спектральная диаграмма периодического сигнала. Так при­

нято называть графическое изображение коэффициентов ряда 
Фурье для конкретного сигнала Различают амплитудные и 
фазовые спектральные диаграммы (рис. 2.1).

Здесь по горизонтальной оси в некотором 'масштабе отло­
жены частоты гармоник, а по вертикальной оси представлены 
их амплитуды и начальные фазы.

Колебания с поме- 
рами л = 2, 3, ... 
обычно называют 
высшими гармони­
ками

решите задачи 1 я 2
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сигнала:
а — амплитудная; 6 — фазовая

различаются преж­
де нсего скоростью 
убывания амнли- 
тудных коэффици­
ентов с ростом Но­
мера гармоник

Особо интересуются амплитудной диаграммой, которая 
позволяет судить о процентном содержании тех или иных 
гармоник в спектре периодического сигнала.

Изучим несколько конкретных примеров.

скважность после­
довательности

2А
Т

, 2А . исо^и
j COSHQitW = -----sin —s-=-.

-V ™ * 2

Пример 2.1. Ряд Фурье периодической последовательности пря­
моугольных видеоимпульсов s(t) с известными параметрами тн, Т, А, 
четной относительно точки t = 0.

В радиотехнике отношение q = Т/ти называют скважностью 
последовательности. По формулам (2.6) находим 

ао л
2 д’

Окончательную формулу ряда Фурье удобно записать в виде

sin (nn/g) 
nn/g

•cos (2-8)

На рис. 2.2 представлены амплитудные диаграммы рассматри­
ваемой последовательности в двух крайних случаях.

Важно отметить, что последовательность коротких импульсов, 
следующих друг за другом достаточно редко (g » 1). обладает бо­
гатым спектральным составом.

Периода 
следовательиости
пмпульсов, исполь­
зуемые, например, 
в радиолокаций, 
имеют значения
скважности, дости­
гающие несколь*- 
ких тысяч

0» =

Рис. 2.2. Амплитудный спектр периодической последовательности 
Прямоугольных видеоимпульсов:
а 4 при большой ^важности; б — при малой скважности (

Принято говорить, 
что спектральная 
диаграмма рассмо­
тренного вида име­
ет лепестковую 
структуру
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угол отсечки

• t

2.1. Периодические сигналы U ряды Фурье

Пример 2.2. Ряд Фурье ^периодической последовательности импуль­
сов, образованной гармоническим 'сигналом вида Umcoscotr, ограни­
ченным на уровне Uo (предполагается, что | Uo | < U„\

Введем специальный параметр — угол отсечки 9, определяемый 
из соотношения Um cos 9 = Uo, откуда 8 = arccos (Uo/U„).

В соотаетствии с этим величина 29 равна длительности одного 

импульса, выраженной в угловой мере: <djth = 29.
Аиалитнчеоая запись 'импульса, порождающего «рассматри­

ваемую последовательность, имеет вид

Постоянная составляющая последовательности 

Аксель Иванович 
Берг (1892-1979)— 
академик, крунный 
советский ученый 
в области радио­
техники

Функции Берга час­
то встречаются в 
инженерных расче­
тах. В Приложе­
ниях к книге даны 
их таблицы, а так­
же соответствую- 
щаяирограмма для 
ЭВМ на языке 
ФОРТРАН

Амплитудный коэффициент первой гармоники

Аналогично вычисляют амплитуды а„ ■ гармонических состав- 
.ляющих при и = 2, 3,

Yi (8) = — (8 — sin8cos8), -—-- (2.9)я
,Л. 2 sin п& cos 8 — п cos n9 sin 8 ' _ -Y.(S) = -------------- --------------------------------------- .ПР» .-2, 3, ...

• Графики некоторых функций Берга приведены на рис. 2.3.

Полученные результаты обычно записывают так:

где Yqj(S), Yi Y2(9)...~ так называемые функции Берга:
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Функции из рас­
сматриваемой си­
стемы принимают 
комплексные зна­
чения. Поэтому яри 
вычислении ска­
лярного произведе­
ния используется 
оиерацня комп­
лексного сопряже­
ния

Комплексная форма ряда Фурье. Спектральное разложение 
периодического сигнала можно выполнить и несколько по- 
иному, используя систему базисных функций, состоящую из 
экспонент с мнимыми показателями:

м = , 4 = 0, ±1, ±2, ... (2.10)'

Легко видеть, что функции этой системы периодичны с 
периодом Ти ортонормированы на отрезке временя [—Т/2, 
Т/2], так как 

, X Т2 * . If йт-мЧх . fl прн т => п, 
{и„,и„)= f u„u*dt = -r— ( eJ< ")xdx = { л

_3Т/2 2п -Я 1° при

Ряд Фурье произвольного периодического сигнала в дан­
ном случае принимает вид

«(()=-£=- £ сие,ж“,(

с коэффициентами

1 Т/2
ся = —— J «(tje^^dt.

|/Т -Т/2

Обычно используют следующую форму записи:

3(0= f CJ™ ' • (111)

Положительной 
частоте соответ­
ствует вектор, вра­
щающийся против 
часовой стрелки, я 
отрицательной час­
тоте — вектор, 
вращающийся но 
часовой стрелке

1 Т/2
Ся = ^= J s(t)e“^‘‘dt. (2.12)—

1 -Т/2

Выражение (2.11) представляет собой ряд Фурье е комплекс­
ной форме.

Спектр сигнала в соответствии с формулой (111) содержит 
компоненты на отрицательной полуоси частот, причем С_„/= 
= С?. В ряде (111) слагаемые с положительными и отри­
цательными частотами объединяются в пары, например:

+ С_яе~л№*‘ = | ся | ef(na>,t + ч’-) +

+ | С„ | е_л"“*е+= 21 С„ | cos (ишк 4- фД

Итак, отрицательная частота — понятие не физическое, а 
математическое, вытекающее из способа представления комп­
лексных чисел.

Изображение перяодмческого сигнала на комплексной плос­
кости. Структура ряда Фурье (2.11) дает возможность изоб­
разить периодический сигнал посредством бесконечной суммы 
вращающихся векторов на комплексной плоскости (рис. 24). •

Построение осуществляется следующим образом. Из на­
чала координат комплексной плоскости (точка 0) строят 
вещественный вектор Со, который отображает член, с номе- ■
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Рис. 2.4. Графическое отображение ряда Фурье в комплексной форме

ром и = 0. Затем в формуле (2.11) полагают г=0 и строят 
суммы векторов

С+ = Ci + Ci + с3 + ...,

С- ~ С_1 + С-2 + С-з +...» г

отвечающие вкладу слагаемых с положительными и отрица­
тельными частотами. Если ряд Фурье сходится, то каждая 
из сумм отображается вектором конечной длины.

Как указывалось, коэффициенты ряда Фурье с положи­
тельными и отрицательными частотами комплексно сопря­
жены, поэтому вектор С+ + С_ всегда вещественный. Будучи 
сложен с постоянной составляющей Со, он образует вектор, 
длина которого равна s (0) — значению сигнала в начальный 
момент времени. .

В дальнейшем картина трансформируется*— векторы Си 
С2,...»соответствующие положительным частотам, вращают­
ся с угловыми скоростями сох, со2, ... в сторону увеличения 
фазового угла, в то время как векторы С_х, С_2, ... вра­
щаются в противоположном направлении. Конец результирую­
щего вектора в каждый момент времени определяет текущее 
значение сигнала.

Такая наглядная интерпретация спектрального разложения 
периодического сигнала будет использована в последующем 
параграфе.

Для сходимости 
ряда Фурье необ­
ходимо, чтобы дли­
ны символических 
векторов, отвечаю­
щих . высшим гар­
моникам, доста­
точно быстро 
уменьшались с ро­
стом нх номеров

2.2. Спектральпый анализ непериодических 
сигналов. Преобразование Фурье

Метод рядов Фурье допускает глубокое и плодотворное 
обобщение, позволяющее получать спектральные характе­
ристики непериодических сигналов. Среди последних для 
радиотехники наибольший интерес представляют импульсные 
сигналы.

Периодическое продолжоие импульса. Пусть $ (г) — оди­
ночный импульсный сигнал конечной длительности. Дополнив 
его мысленно такими же сигналами, периодически следую­
щими через некоторый интервал -времени Т, получим изу-
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Одиночный сигнал 

и периодическая 
последователь­
ность

В физике принято 
говорить, что нри 
этом няблюдается 
когерентное сложе­
ние гармонических 
колебаний

ченную ранее периодическую последовательность snep(t), 
которая может быть представлена в виде комплексного 
ряда Фурье

Snep(t) = | . (2.13)

с коэффициентами

< т/2
C„ = ~ j s(t)e-'№“dt. (2.14)

' -тр.

Для того чтобы вернуться к одиночному импульсному 
сигналу, устремим к бесконечности период повторения *7? 
При этом, очевидно:

1. Частоты соседних гармоник* ncoi и (и + 1) <ог окажутся 
сколь угодно близкими, так что в формулах (2.13) И' (2.14) 
дискретную переменную ncoi можно заменить непрерывней 
переменной со — текущей частотой.

2. Амплитудные коэффициенты С„ станут неограниченными, 
малыми из-за наличия величины Т а знаменателе формулы 
(214).

Наша задача состоит теперь в нахождении предельного 
вида формулы (2.13) при Т-> оо.

Понятие спектральной нлотности сигнала. Воспользуемся 
тем, что коэффициенты ряда Фурье образуют комплексно­
сопряженные пары: •

Сп=Ап&<\ C_„ = 4,e-'4

Каждой такой паре отвечает гармоническое колебание

+ + A„e^^r + = 2А„ cos (n(Oit + cpj

с комплексной амплитудой 2Аяе'*л = 2С„.
Рассмотрим малый интервал частот Дсо, образующий 

окрестность некоторого выбранного значения частоты C3q. 
В пределах этого интервала будет содержаться^ = Дсо/coi = 
= ДсоТ/(2л) отдельных пар спектральных составляющих^ас- 
тоты которых отличаются сколь угодно мало. Поэтому 
составляющие можно складывать так, как будто все они 
имеют одну и ту же частоту и характеризуются одина­
ковыми комплексными амплитудами

2СЛ=~ J

В результате находим комплексную амплитуду эквивалент­
ного гармонического сигнала, отображающего вклад всех 
спектральных составляющих, содержащихся внутри интер­
вала Дсо: 

дл«,= J J s(r)e-*wdt. (2.15)
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Функция

S(co)= J s(t)e-*°'dr (2.16)

носит название спектральной плотности сигнала s (t). Формула 
(2.16) осуществляет преобразование Фурье данного сигнала.

Физический Ьмысл понятия сяектральяой плотноИйи. Интер­
претацию полученных результатов удобно провести, перейдя 
от угловой частоты со к циклической частоте / — со/(2л). 
При этом формула (2.15) приобретет вид

Спектральную 
плотность называ­
ют также спект­
ральной функцией 
или Фурье-образом 
сигнала

ДЛ/о = 25(2тсуо)Ду. . (2.17)

Ее надо трактовать так: спектральная плотность 
S(2nf0) — S(co0) есть коэффициент пропорциональности между 
длиной малого интервала частот Д/ и отвечающей ему 
комплексной амплитудой ДЛ^ гармонического*сигиала с час­
тотой У,. Коэффициент 2 означает, что вклад в амплитуду 
дают в равной мере и/ положительные и отрицательные 
частоты, образующие окрестности точек ±/0.

Принципиально важно, что спектральная плотность — 
комплекснозначная функция частоты, одновременно несущая 
информацию как об амплитуде, так и о фазе элементарных 
синусоид. На векторной диаграмме непериодического сигнала 
(рис. 2.5) длины элементарных векторов бесконечно малы, 
поэтому вместо ломань1х линий (Т конечно) получаются 
гладкие кривые (Т—> оо). Если иа оси частот взять некоторую 
последовательность равноотстоящих точек 0 < со, < со2 ..., то 
модуль спектральной плотности j 5 (со) [ установит линейный 
масштаб вдоль кривых: чем брльше модуль спектральной 
плотности в заданной области. частот, тем реже будут рас­
полагаться частотные точки на векторной диаграмме.

Рис. 25. Векторная диаграмма непериодического сигнала (справа 
изображена зависимость модулу спектральной плотности От частоты)
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Данная диаграмма построена для некоторого фиксирован­
ного момента времени; с течением времени конфигурация 
кривых будет изменяться весьма сложным образом, по­
скольку чем выше частота, ‘ тем с большей угловой ' ско­
ростью будут вращаться соответствующие участки кривых. 
Однако фактически важна не форма кривой, а лишь проекция 
на горизонтальную ось ее конечной точки (см, рисунок). * .

Обратное преобразование Фурье. Решим обратную задачу 
спектральной теории сигналов: найдем сигнал по его спект­
ральной плотности, которую будем считать заданной.

Положим вновь, что непериодический сигнал получается 
из периодической последовательности, когда ее период устрем­
ляется к бесконечности. Воспользовавшись формулами (2.13) 
и (2.14), запишем

s (t) = £ у S (иш,) О’™!1.

Входящий сюда коэффициент 1/Т пропорционален раз­
ности между частотами соседних гармоник:

при любом целом п. Таким образом,

s (t) = ?lim £ S (псо 0 efwo*, [n(Oi -*■ (п — 1) coj.

Поскольку в пределе частотные интервалы между сосед­
ними гармониками неограниченно сокращаются, последнюю 
сумму следует заменить интегралом 

s (t) = ^- f S (со) e*"t dm. (2.18)

Один н тот же сиг­
нал допускает две 
совершенно рав­
ноправные матема­
тические модели— 
функцию во вре­
менной области н 
функцию в частот­
ной области

Эта важная формула называется обратным преобразова­
нием Фурье для сигнала s(t).

Сформулируем окончательно фундаментальный результат: 
сигнал s (t) и его спектральная плотность S (со) взаимно­
однозначно связаны прямым и обратным преобразованиями 
Фурье:

S(co)= f s(t)e-*°*dr,' ' (2.19)

s (t) = —f S (co) e*“’ dco.

▲
решите задачу 3

Метод спектральных разложений чрезвычайно обогащает 
теорию сигналов. Например, часто математическая модель 
сигнала, представленная функцией s (t), т. е. во временной, 
области, сложна и недостаточно наглядна. В то Л время 
описание этого сигнала в частотной области посредством 
функции S(co) может оказаться простым. Однако гораздо 
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важнее другое: спектральное представление сигналов откры­
вает прямой путь к .анализу прохождения сигналов через 
широкий класс радиотехнических цепей, устройств и систем. 
Эти методы будут подробно изучены в гл. 8 и 9.

Условие существования спектральной плотности сигнала. 
В математике детально исследован вопрос о том, какими 
свойствами должна обладать функция s(t) для того, чтобы 
ее преобразование Фурье действительно существовало.

Опуская доказательство [7], приведем окончательный ре­
зультат: сигналу s(t) можно сопоставить его спектральную 
плотность S (со) в том случае, если этот сигнал абсолютно 
интегрируем, т. е. существует интеграл

f | s (е) | dt < со.

абсолютная интег­
рируемость сигна­
ла

Подобное условие значительно сужает класс допустимых 
сигналов. Так, в указанном/ классическом смысле невозможно 
говорить о спектральной плотности гармонического сигнала 
и (t) = U„ cos coot, существующего иа всей бесконечной оси 
времени.

Одиако в современной математике разработаны приемы, 
позволяющие разумным образом вычислять спектральные 
плотности иеинтегрируемых сигналов. Правда, при этом ока­
зывается, что такие спектральные плотности будут уже не 
обычными, классическими, а обобщенными функциями. Вопрос 
о спектральном представлении иеинтегрируемых сигналов 
будет рассмотрен в этой главе позднее.

А теперь на конкретных примерах изучим технику вы­
числения спектральных плотностей импульсных колебаний.

Спектральная плотность прямоугольного видеоимпульса. 
Пусть данный сигнал s(t) имеет амплитуду U, длительность 
ти и располагается симметрично относительно начала отсчета 
времени. На основании формулы (2.16)

S(co)=t7 e_*"dt = t7 (cos cot — j sin tot) dr =
-т„/2 —тн/2

„„V 2(/ . оин
= 21/ I cos cot dt -- ------- sin —

J co 2

Спектральная плотность рассматриваемого сигнала есть 
вещественная функция частоты. Удобно ввести безразмерную 
переменную £ = соТи/2 и окончательно представить результат 
так:

(2-20)

Отметим, что значение спектральной платности на нулевой 
частоте равно площади импульса: £(0)«1/тк. График, по­
строенный ио формуле (2.20), изображен на рис. 2.6.
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V

определение эф­
фективной дли­
тельности импуль­
са

Рис. 2.6. График нормированной спектральной плотности прямо­
угольного видеоимпульса как функция параметра £ = соТн/2

Спектральная плотность экспоненциального видеоимпульса. 
Рассмотрим сигнал, описываемый функцией s(t) — 
= Uexp(—ar)cr(t) при положительном вещественном значе­
нии параметра а.

Такой сигнал, строго говоря^ лишь условно можно назвать 
импульсом из-за его поведешгя прн t-»oo. Одйако условие 
a > 0 обеспечивает достаточно быстрое (экспоненциальное) 
уменьшение мгновенных значений сигнала с ростом времени. 
Эффективную длительность!подобных импульсов в радиотех­
нике обычно определяют из условия десятикратного умень­
шения уровня сигнала: ехр(—arj =0.1, откуда

тн = 2.303/а.

Спектральная плотность экспоненциального видеоим­
пульса ,

S(co) = U Je_,e+*’),dt = —
о

▲
решите задачи 5 н 6

Подставляя пределы, имеем

S(m)=—. (2.21)
ос + /СО - ' '

Можно отметить две принципиальные особенности, отли­
чающие спектральную плотность экспоненциального колеба­
ния от спектра импульса прямоугольной формы:

1. В соответствии с формулой (2.21) величина S(co) не 
обращается в нуль^-ни при каком конечном значении частоты.

2. Спектральная плотность экспоненциального импульса 
есть комплекснозначная функция S (со) = | S (со) | ехр [/ф (со)], 
имеющая модуль (амплитудный спектр) | S(co) | = (/Д/а2 + со2 
и аргумент (фазовый спектр) ф(со) = — arctg(co/a).

Соответствующие графики представлены на рис. 2.7, а, 6.
Спектральная плотность гауссова видеоимпульса. Данный 

сигнал описывается функцией вида s(t) = Uexp(—0г2).
Эффективную длительность гауссова импульса определим 

из. условия десятикратного уменьшения мгновенного значения 
сигнала. Обратившись к чертежу, видим, что длительность 

должна удовлетворять соотношению ежр [*-.0(тм/2)2] =0.1,
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Рис. 2.7. Спектральная плотность экспоненциального видеоимпульса: 
а — нормированный амплитудный спектр: б — фазовый спектр

преобразуя которое получаем 
= 2[/~1п01 3.035

|/₽ /
,(2.22)

Спектральная плотность рассматриваемого импульса

S (со) = U f dr. (2.23)

Преобразуем подынтегральное выражение так, чтобы 
можно было воспользоваться табличным интегралом

f e = |/л.
-со

Для этого из показателя экспоненты в (2.23) выделим 
полный квадрат:

Pt2 + jtot = fit2 + jolt - ш2/(4Р) + ш2/(4р) =
= [)/pt+>/(2l/p)]2 + co2/(4p).

Таким образом,

5(со) = СТет^/Wi ( exp [-(]/₽r + >/(2 j/p^Jdr.

0

Такую математи­
ческую модель ча­
сто используют в 
тех случаях, когда 
исследуемый им­
пульс обладает 
большой степенью 
«гладкости»

Введем новую переменную £ = |/рг + /со/(2 |/р), такую, что 

dr — Это позволяет представить искомую спектраль­
ную платность в виде

J e-fdS,

откуда окончательно имеем

S (со) = U j/n/pe-^rt*). (2.24)

вещест-Итак, спектральная плотность гауссова импульса 
венна и описывается гауссовой функцией частоты.

Спектральная плотность дельта-фушщии. Пусть 
а (Г) представляет собой короткий импульс, сосредоточенный 
в точке г = 0 и имеющий площадь А. Такой'сигнал имеет

сигнал
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Такое новеденне 
спектра дельта­
функции есть след­
ствие исходной 
идеализации

математическую модель s (t) = 46 (t). Спектральная плотность 
этого сигнала

S(co) = 4"f ехр(—/wr)6(t)dt.

На основании фильтрующего свойства дельта-функции 
(см. гл. 1) входящий сюда интеграл численно равен значению 
классической функции в точке, где сосредоточена обобщен­
ная функция. Поэтому

I S (о) = А = const I (2.25)

▲
решите задачу 4

Итак, дельта-импульс имеет равномерный спектр на всех 
частотах. Интересно интерпретировать этот результат на 
^векторной диаграмме рис. 2.5. В момент возникновения 
импульса (t = 0) все элементарные гармонические составляю­
щие складываются когерентно, поскольку в соответствии с 
(2.25) спектральная плотность вещественна. Амплитуды этих 
составляющих при увеличении частоты не убывают (ср. 
с предыдущими примерами). Таким образом, при t = 0 
наблюдается бесконечно большое значаще сигнала. Во все 
другие моменты времени сигнал будет обращаться в нуль, 
так как векторная сумма (см. рис. 2.5) «свертывается» 
в точку.

Связь между длительностью шьиульса н нириной его 
спектра. Если проанализировать частные случаи, изученные 
выше, то можно сделать очень важный вывод: чем меньше 
длительность импульса, тем шире его спектр.

Под шириной спектра здесь и в дальнейшем будем 
понимать частотный интервал, в пределах которого модуль 
спектральной плотности не меньше некоторого наперед задан­
ного уровня, например изменяется в пределах от |S|max 
до 0.11X1^.

Рассмотрим прямоугольный видеоимпульс, полагая при 
этом, что верхняя граничная частота спектра сов — это частота, 
соответствующая первому нулю спектральной плотности. 
Нетрудно видеть, что

СОвТн/2 = л или fa* = 1.

Обратившись к экспоненциальному видеоимпульсу, можно 
условно положить, что на верхней граничной частоте модуль 
спектральной плотности^меньшается в 10 раз по отношению 
к максимальному значению. Отсюда следует [см. (2.20) и ниже], 
что
1/)/1 +(“в/«)2 =0.1 ИЛИ (Ов = j/99a.

а значит, /в =<ов/(2п) = 1.584а.
Поскольку эффективная длительность экспоненциального 

имлульса тв = 2.303/а, произведение fau = 3.647.
Наконец, спектр дельта-импульса, имеющего бесконечно 

мал0о длительность, неограниченно протяжен.
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Итак, произведение ширины спектра импульса на его 
длительность есть постоянное число, зависящее только от 
формы импульса и, как правило, имеющее порядок единицы: 
[7»т„ = О.(1).-[

Это соотношение имеет первостепенное значение для 
радиотехншщ. Оно определяет требования к ширине полосы 
пропускания радиотехнического устройства. Например, чем 
короче длительность импульса, тем шире должна быть 
полоса пропускания соответствующего усилителя. Короткие 
импульсные помехи имеют широкий спектр и поэтому могут 
ухудшать условия радиоприема в значительной полосе 
частот.

2.3. Основные свойства преобразования Фурье

Научившись вычислять спектральные плотности доста­
точно простых, ио часто встречающихся импульсных сиг­
налов, перейдем к систематическому изучению свойств пре­
образования Фурье.

Линейность преобразования Фурье. Это важнейшее свойство 
формулируется так: если имеется некоторая совокупность 
сигналов Si (t\ s2 (t), • • •»причем Si (г) «-* S2 (со), s2 (t)«-»S2 (со),..., 
то взвешенная сумма сигналов преобразуется по Фурье сле­
дующим образом:

I £ а,з( (г) «-> X OjSi (со). i (2.26)
U____ _ ____L _____ I

Здесь Of — произвольные числовые коэффициенты.
Для доказательства формулы (2.26) следует подставить 

сумму сигналов в преобразование Фурье (2.16).
Свойства веществешой ■ мнимой частей спектральной 

плотности. Пусть s (г) — сигнал, принимающий вещественные 
значения. Его спектральная плотность в общем случае 
является комплексной:

S (со) = f s (t) cos cot dt — j f s (t) sin cot dt =

= A (co) — jB (co).

Подставим это выражение в формулу обратного преоб­
разования фурье (2.18):

s (t) — f [4 (со) — jB (со)] (cos cot + j sin cot) dco.

Для того чтобы сигнал, полученный путем такого дау- 
кратного преобразования, оставался вещественным, необхо­
димо потребовать, чтобы

J А (со) sin cot dco = 0,

f В (co) cos cot dco = 0.

Говорят, что шири­
на спектра н дли­
тельность импуль­
са связаны соотно­
шением неопреде­
ленности (термин, 
заимствованный нз 
квантовой механи­
ки)

Интеграл от нечет­
ной функции в сим­
метричных преде­
лах всегда равен 
цулцр
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Замена переменной
t-t0 = x

Это возможно лишь в том случае, если вещественная 
часть Л(<о) спектральной плотности ,сигнала есть четная, а 
мнимая часть В (со) — нечетная функция частоты: 
| Л (со) = 4(-со), В(ш) = —В(—и). | • (2.27)

Спектральная плотность спгнала, смещенного во времени. 
Предположим, что для сигнала s(t) известно соответствие 
s(t)«-*S (со). Рассмотрим такой же сигнал, во возникающий 
на t0 секунд .позднее. Принимая точку t0 за новое начало 
отсчета времени, обозначим этот смещенный сигнал как 
s (t — t0). Покажем, что
|s(t — t0)«-»S(co)e~ff01o.| (2.28)

Доказательство очень простое. Действительно,

s(t — to)*-* J s(t-t0)e“*,,dr =

= f s(x)e_J“toe-/owedx = Stcoje-^10.

Исходный сигнал

Модуль комплексного числа exp(—jcot0) при любых t0 
равен единйце, поэтому амплитуды элементарных гармони­
ческих составляющих, из .которых складывается сигнал,- не 
зависят от его положения на оси’времени. Информация об 
этой характеристике сигнала заключена в частотной зависи­
мости аргумента его спектральной плотности (фазовом 
спектре).

Зависимость спектральной плотности спгнала от выбора 
масштаба измерения времени. Предположим, что исходный 
сигнал s (tj~ подвергнут изменению Масштаба времени. Это 
означает, что роль времени t играет новая независимая 
переменная kt (к — некоторое вещественное число). Если к > 1, 
то происходит «сжатие» исходного сигнала; если же 0<fc<l, 
то сигнал «растягивается» во времени.

Оказывается, что если s (t)«-»S (со), го

^7
(2.29)

Действительно,

s {kt) <-» f s (kt) e~7tw dt = 4

-oo *
f s(x)e dx,

Сжатый сигнал

откуда,следует формула (2.29).
Итак, для того чтобы, например, сжать сигнал во 

времени, сохраняя его форму, необходимо распределить те же 
спектральные составляющие в более широком*интервале 
частот при соответствующем пропорциональном уменьшении 
их амплитуд.

К рассматриваемому здесь вопросу близко примыкает 
Следующая задача. Дан импульс к (г), отличный от нуля на 
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5

отрезке [0, ти] и характеризуемый спектральной плотностью 
S (со). Требуется иайтн спектральную плотность (со) «обра­
щенного во времени» сигнала (с),' который представляет 
собой «зеркальную копию» исходного импульсного колеба­
ния. Поскольку очевидно, что s©gp (t) = s (тн — t)? то

So6p*(ra)= J s(T,-t)e~*‘dt.

Выполнив замену переменной х — ти — t, находим, что

Soep(<o) = e J s(x)e’“dx =

= e-'«>«S(-ra) = e-'"'"S’(a). .

Спектральная плотность 1фоизводнои п неопределенного 
интеграла. Пусть сигнал s(t) н его спектральная плотность 
S(co) заданы. Будем изучать новый сигнал /(t) = d$/dt н по­
ставим цель найти его спектральную плотность^ (со).

По определению, '

/(0= lim-(t^-5(t~T^
х-»0 Т

О f

■^обр

о t
г„

(2.31)

Преобразование Фурье — лниейндя_одерация, значит, ра­
венство (2.31) справедливо н по отношению к спектральным 
плотностям. Учитывая (2.28), получаем

Г (со) = lim 1 ~ S(co). (2.32)

Представляя экспоненциальную функцию рядом Тейлора: 
ехр (—/сот) = 1— /сот — (сот)2/2 —..., подставляя этот ряд в 
(2.32) н ограничиваясь первыми двумя членами, находим 
[f(g>)=j«>S(ro).~| ’ (2.33)

При дифференцировании скорость изменения сигнала во 
времени возрастает. Как следствие модуль спектра произ­
водной имеет большие значения в области высоких частот 
по сравнению с модулем спектра исходного сигнала.

Формула (2.33) обобщается на случай спектра производ­
ной n-го порядка. Легко доказать, что если g(t) = d”s/dt", то 

G(co) = (/to)"S(to). (2.34)

Итак, дифференцирование сигнала по времени эквивалент­
но простой алгебраической операции умножения спектральной 
плотности на множитель /со. Поэтому принято говорить, что 
мнимое число j<£> является оператором дифференцирования, 
действующим в частотной области.

Рассмотренная функция s (t) = j/(t) dr является первооб­
разной (неопределенным интегралом) по отношению к функ­
ции /(t). Из (2.33) формально следует, что спектр перво­
образной

( Сигнал

Ж ,

п его производная

При дифференциро­
вании происходит 
обостреше сигнала

S(co) = F(co)/(/to). (2.35)
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■Sbx

5ВЫК

На выходе -инте­
гратора происхо­
дит сглаживание 
входпого сигнала

Рассмотренный ш- 
тегратор называют 
иногда фильтром 
скользящего сред­
него

О

Таким образом, множитель 1/(/со) служит оператором 
интегрирования в частотной области.

Спектральная плотность сигнала на выходе интегратора.
• Во многих радиотехнических устройствах нахоЯят применение 

так называемые интеграторы — физические системы, вы­
ходной сигнал которых пропорционален интегралу от вход­
ного воздействия. Рассмотрим конкретно интегратор, осуще­
ствляющий преобразование входного сигнала sBX (t) в выход­
ной сигнал sBbJA(t) по следующему закону:

= V i (2.36)

1 t-T

Здесь T> 0 — фиксированный параметр.
Определенный интеграл, входящий в (2.36), равен, оче­

видно, разности двух значений первообразной сигнала 
одно нз которых вычисляется при аргументе t, а другое — 
прн аргументе t — Т. Используя соотношения (2.28) и (2.35), 
получаем формулу связи между спектральными плотностями 
сигналов иа входе н выходе:

S.ux(<o) = ^^-(l-e-)”). (2.37)

Сомножитель в скобках ограниче^_при любых частотах, 
в то же время модуль знаменателя линейно растет с уве­
личением частоты. Это свидетельствует о том, что рас­
сматриваемый интегратор действует подобно фильтру нижних 
частот, ослабляя высокочастотные спектральные составляю­
щие входного сигнала.

Спектральная плотность ггронзведегия сигналов. Как из­
вестно, при суммировании сигналов их спектры склады­
ваются. Однако спектр произведения сигналов не равен про­
изведению спектров, а выражается некоторым специальным 
интегральным соотношением между спектрами сомножителей.

Пусть «(f) н r(t) — два сигнала, для которых известны 
соответствия к (t)*-»C(co), г(С)*-*И((о). Образуем произведение 
этих сигналов: s(t) — и (t) v (t) и вычислим его спектральную 
плотность. По общему правилу

S (to) = J и (I) v (t) e’*f dt. (2.38)

Применив обратное преобразование Фурье, выразим сиг­
нал и (г) через его спектральную плотность и подставим 
результат в (2.38):

S<“) = ^ * F®eWd?]e-*'<lr.

Изменив порядок интегрирования, будем иметь
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откуда

= I КиЩи-О*- | <2-39)

Интеграл, стоящий в правой части, называют сверткой 
функций V н U. В дальнейшем будем символически обо­
значать операцию свертки так: 

f Ffc)U(CD-£)d£=K(O)*U(CD).

Таким образом, спектральная плотность произведения 
двух сигналов с точностью до постоянного числового мно7 
жителя равна свертке спектральных плотностей сомножи­
телей:

«Юv-H<o)* I'M- С-40)

Нетрудно убедиться, что операция свертки коммутативна, 
т. е. допускает изменение порядка следования преобразуе­
мых функций:

И(со) * V (со) = U (со) * И(ш).

Доказанная выше теорема о свертке может быть обра­
щена: если спектральная плотность некоторого сигнала пред­
ставляется в виде произведения S(co)— (со) S2 (со), причем 

и S2(co)<-»s2(tX то сигнал s(t)«-*S(co) является 
сверткой сигналов (г) н s2 (с), но уже не в частотной, а 
во временной области:

свертка

▲
решите задачи 7 
и 8

S(m)« J S1(t-Us2©d£. (2.41)

Элементарное доказательство этой формулы читатель мо­
жет провести самостоятельно.

2.4. Спектральные плотности 
пеннтегрируемых сигналов

Математические модели многих сигналов, широко приме­
няемых в радиотехнике, не удовлетворяют условию абсо­
лютной интегрируемости, поэтому метод преобразований 
Фурье в обычном виде к ним неприменим. Однако, как 
указывалось, можно говорить о спектральных плотностях 
таких сигналов, если допустить, что эти плотности описы­
ваются обобщенными функциями.

Обобщенная формула Рэлея. Докажем важное вспомога­
тельное положение, касающееся спектральных свойств сигна­
лов. Пусть два сигнала и (t) и v (г), в общем случае комплексно­
значные, определены своими обратными преобразованиями «■
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Дж. В. Стретт, 
лорд Рэлей (1842— 
1919) — крупней­
ший англвдсквд 
физик, известный 
своими работами в 
области теории ко­
лебаний и волн

В математике обо­
бщенную формулу 
Рэлея называют 
также равенством 
Парсеваля или тео­
ремой Планшереля

Глава 2. Спектральные представления сигналов 

Фурье:

«(0= j— J U (со) dto,

v (t) = | И(со) e*°‘ dto.

Найдем скалярное произведение этих сигналов, выразив 
одни из них, например r(t), через его спектральную плот­
ность:

(и, г) = J и (0 к* (О dr =

= f u(t)[ f И*(ш)е '“d<o]dr =

= 2^- f dcoR*(co) f u(t)e *“dt.

Здесь внутренний интеграл представляет собой, очевидно, 
спектральную плотность U (со) сигнала и (t). Поэтому

(«. ») = Т U(a) ^‘(rajdra = -5-(U, V).
2л 2л

(2.42)

Полученное соотношение представляет юбой обобщенную 
формулу Рэлея. Легко запоминающаяся трактовка этой фор­
мулы такова: скалярное произведение двух сигналов с точ­
ностью до коэффициента пропорционально скалярному про­
изведению их спектральных плотностей.

Обобщение понятии спектральной плотности. Будем считать, 
что сигнал v(t) представляет собой абсолютно интегриру­
емую функцию. Тогда его преобразование Фурье И(©) — 
обычная классическая функция частоты. Пусть наряду с этим 
сигнал u(t) не удовлетворяет условию абсолютной интегри­
руемости и в обычном классическом смысле преобразо­
вание Фурье U (со) не существует. Однако можно расширить 
понятие спектральной плотности, допустив, что U(a) явля­
ется обобщенной функцией в том смысле, который был 
установлен в § 1.2. Для этого в соответствии с обоб­
щенной формулой Рэлея достаточно положить, что U (со) — 
функционал, который, действуя на известную функцию И(со)/ 
дает следующий результат:

(Г, И) = 2п(и, и). (2.43)

Приемы вычисления спектров неинтегрируемых сигналов 
целесообразно рассмотреть на конкретных примерах.

Снектральная плотность „постоянного во времени сигнала. 
Простейший неинтегрируемый сигнал — это постоянная вели­
чина u(t) = A = const.- Предположим, что v (t) произвольный 
вещественный абсолютно интегрируемый сигнал с известной 
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спектральной плотностью И(си). Раскрывая формулу (2.43), 
имеем

(U, У) = 2яА f r(t)dr.

Но, как легко заметить,

f r(t)dt = J u(t)e_J0‘dr = И(0).

Отсюда на основании фильтрующего свойства дельта­
функции приходим к выводу, что равенство (2.43) возможно 
лишь при условии, что
I I VI и(со) = 2яЯ8(со). | (2.44)

Физический смысл полученного результата нагляден — 
неизменный во времени сигнал имеет спектральную состав­
ляющую только на нулевой частоте.

Спектральная плотность комплексного экспоненциального 
сигнала. Пусть s (t) = ехр (/сооС) — комплексный экспоненциаль­
ный сигнал с заданной вещественной частотой соо. Этот 
сигнал не является абсолютно интегрируемым, поскольку 
при t->±cc функция s(t) ие стремится ни к какому пре­
делу. Преобразование Фурье S(co) этого сигнала, рассматри­
ваемое в обобщенном смысле, должно удовлетворять соот­
ношению

С$,И)=2я f r(t)e_/“°'dr = 2лИ((оо).

Отсюда искомая спектральная плотность S (со), выражается 
таким образом:
| S (со) = 2я5 (со — со0). | (2.45)

Отметим следующее:
1. Спектральная плотность комплексного экспоненциаль­

ного сигнала равна нулю всюду, кроме точки со = со0, где 
оиа имеет дельта-особенность.

2. Спектр данного сигнала несимметричен относительно 
точки со = О и сосредоточивается в области либо положи­
тельных, либо отрицательных частот.

Спектральная плотность гармонических колебании. Пусть 
s (t) = cos co0t. По формуле Эйлера

s (t) = (ef“°‘+ е_/“оГ)/2.

Найденный выше спектр комплексного экспоненциального 
сигнала, а также свойство линейности преобразования Фурье 
позволяют сразу записать выражение спектральной плот­
ности косинусоидального сигнала:
poscopf<->я [5 (со - toof+8 (го + соо)]. ] (2.46)

Более того, нри 
-любых t имеет мес­
то равенство UI — 1

|t -о
0 <о0

При га0 > 0

-1 I.
о

При соо < 0
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Читатель может легко проверить'самостоятельно, что для 

синусоидального сигнала справедливо соотношение 
[sin (o0t —jrc [5 (to — (o0) — 5 (to + (o0)], (2.47)

Следует заметить, что выражение (2.46) представляет 
собой четную, а выражение (2.47) — нечетную функцию 
частоты.

Спектральная плотность произвольного периодического сиг­
наля. Ранее периодические сигналы исследовались методами 
теории рядов Фурье. Теперь можно расширить представле­
ния об их спектральных свойствах, описав периодические 
сигналы с помощью преобразования Фурье.

Пусть

s(t)= Z О.е'™*'

— периодический сигнал, заданный своим рядом Фурье в 
комплексной форме. На основании формулы (2.45), принимая 
во внимание свойство линейности преобразования Фурье, 
сразу получаем выражение спектральной плотности такого 
сигнала:

(2.48)

Соответствующий график спектральной плотности своей 
конфигурацией повторяет обычную спектральную диаграмму 
периодического сигнала. График образован дельта-импуль­
сами в частотной области, которые располагаются в точ­
ках с координатами ±исо1.

Спектральная плотность функции включения. Вычислим 
спектральную плотность функции включения o(t), которую 
для простоты определим во всех точках, кроме точки 
1 = 0 [ср. с (1.2)]:

0(1)
О, t < О,
1, t>0.-

Заметим прежде всего, что функция включения получается 
путем предельного перехода из экспоненциального видео­
импульса:

О, КО,
limexp(—at), t>0. 
a-0

Поэтому можно попытаться получить спектральную плот­
ность функции включения, выполнив предельный переход 
при а -> 0 в формуле спектральной плотности экспонен­
циального колебания:
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Непосредственный переход к пределу, согласно которому 
o(t)«-*'l/(/co), справедлив при всех частотах, кроме значения 
со = 0, когда необходимо более тщательное рассмотрение.

'Прежде всего выделим в спектральной плотности экспо- 
неациального сигнала вещественную н мнимую части:

1 _ a jo
а + jo а2 4- со2 а2 4- со2 '

Можно убедиться в том, что

lim -<а . = л8(со).
в-»о а2 4- со2

Действительно, предельное значение этой дроби при 
любых со # 0 обращается в нуль, и в то же ^ремя

f adco [* d(to/a)
J аг+ш2 J 1 + (ш/a)2 _"

независимо от величины а, откуда и следует сделанное
утверждение.

Итак, получено взаимно однозначное соответствие функ­
ции включения и ее спектральной плотности:

(2.49)

Дельта-особенность при со — 0 свидетельствует о том, что 
функция включения имеет постоянную составляющую, рав­
ную 1/2.

Спектральная плотность радиоимпульса. Как известно, 
радиоимпульс sp(t) задается в виде произведения некоторого 
видеоимпульса sB (t), играющего роль сгибающей, и неннтегри- 
руемого гармонического колебания: sp(t) = sB(t)cos(coot.4-<р0)- 

Чтобы найти спектральную плотность радиоимпульса, 
будем полагать известной функцию Sb (со) — спектр его оги­
бающей. Спектр косинусоидального сигнала с произволь­
ной начальной фазой получается путем элементарного 
обобщения формулы (2.46): 

В литературе ино­
гда встречаегси не­
точная запдо фор­
мулы вида (2.49), 
состоящая лишь из 
второго слагаемо­
го

▲

решите задачу 15

cos(coot 4- <ро)*~*я [8(со — Wo)e^° 4- 8 (со 4-со0)е *<>].

Спектр радиоимпульса есть свертка

Sp(ra) =у f S, (to - £) [8 й - <0о) е "" + 8 (£, + га„) е"""] d^.

Приняв во внимание фильтрующее свойство дельта­
функции, получаем важный результат:

Рис. 2.8 иллюстрирует трансформацию спектра видеоим­
пульса при умножении его на высокочастотный гармони­
ческий сигнал. w

(2.50)
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О - <i)0 0
а 6

Рис. 2.8. Частотные зависимости модуля спектральной плотности: 
а — видеоимпульса; б — радиоимпульса

▲
решите задачу 10 Видно, что переход от видеоимпульса к радиоимпульсу

при спектральном подходе означает перенос спектра видео­
импульса в область высоких частот — вместо единственного 
максимума спектральной плотности при со = 0 наблюдаются 
два максимума при со = +соо; абсолютные значения макси­
мумов сокращаются вдвое.

Отметим, что графики на рис. 2.8 отвечают ситуации, 
когда частота со0 значительно превышает эффективную 
ширину спектра видеоимпульса (именно такой случай обычно 
н реализуется на практике). Прн этом не наблюдается 
ощутимого «перекрытия» спектров, отвечающих положитель­
ным н отрицательным частотам. Однако может оказаться, 
что ширина спектра видеоимпульса велика настолько (прн 
коротком импульсе), что выбранное значение частоты со0 не 
устраняет эффект «перекрытия». Как следствие, профили 
спектров видеоимпульса и радиоимпульса перестают быть 
подобными.

Пример 2,3. Спектральная плотность прямоугольного радио­
импульса.

Для простоты положим начальную фазу нулевой и запишем 
математическую модель радиоимпульса в виде

Sp (г) = V [о (Г) - О (t - Th)] COS ©of.
Зная спектр соответствующего видеоимпульса [см. формулу (2.20)], 

на основании (2.50) иаходим искомый спектр:

Sp(<o) =

. (<0 — СОл) т_ МП i■ 
_______ 2 

(<о-о^ти 
2

+ (2.51)

На рис. 2.9 изображены результаты расчета спектральной 
плотности по формуле (2.51) для двух характерных случаев.

В первом случае (рнс. 2.9,а) импульс огибающей .содержит 10 
периодов высокочастотного заполнения (<oqth — 20л); частота <oq 
здесь достаточно высока для того, чтобы избежать «перекрытия». 
Во втором случае (рис. 2.9,6) радиоимпульс состоит всего 
лишь из одного периода заполнения («>охи — 2л). Наложение 
составляющих, которые соответствуют областям положительных и 
отрицательных частот, приводит к характерной асимметрии лепест­
ковой структуры графика спектральной плотности радиоимйульса.
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Рис. 2.9. Графики спектральных плотностей радиоимпульса с пря­
моугольной огибающей: \ .
а - при ci)qth = 20я; б — при «оти =

х

2.5. Преобразование Лапласа

Так называется еще одни вид интегральных преобразо­
ваний, который наряду с преобразованием Фурье широко 
используется в радиотехнике для решения самых разно­
образных задач, связанных с изучением сигналов.

Понятие комплексной частоты. Спектральные методы, как 
уже известно, основаны на том, что исследуемый сигнал 
представляется в виде суммы неограниченно большого числа 
элементарных слагаемых, каждое из которых периодически 
изменяется во времени по закону exp(/cot).

Естественное обобщение этого принципа заключено в том, 
что вместо комплексных экспоненциальных сигналов с чисто 
мнимыми показателями вводят в рассмотрение экспонен­
циальные сигналы вида exp(pt), где Р — комплексное число: 
р = о + jo, получившее название комплексной частоты.

Из двух таких комплексных сигналов можно составить 
вещественный сигнал, например, по следующему правилу: 

s(t) = 72(eP‘ + e?*1), (2.52)

где р* = с — jo — комплексно-сопряженная величина.
Действительно, при этом

е*01 + е--'”' 
s (t) = е”'--------- --------= е”' cos tor. (2,53)

В зависимости от выбора вещественной и мнимой частей 
комплексной частоты можно получить разнообразные веще­
ственные сигналы. Так, если с = 0, но со # О, получаются 
обычные гармонические колебания вида cos сое. Если же со =. О, 
то в зависимости от знака с получаются либо нарастающие, 
либо убывающие во времени экспоненциальные колебания. 
Более сложную форму Такне сигналы приобретают, когда 
со О. Здесь множитель ехр (сп) описывает огибающую, кото­
рая экспоненциально изменяется во времени. Некоторые 
типичные сигналы изображены на рис. 2.10.

Понятие комплексной частоты оказывается весьма полез­
ным прежде всего потому, ч!о это дает возможность, не



62 Глава 2. Спектральные представления сигналов

Рис. 2.10. Вещественные сигналы, отвечающие различным значениям 
комплексной частоты «

прибегая к обобщенным функциям, получать спектральные 
представления сигналов, математические модели.которых не* 
интегрируемы. Существенно н другое соображение: экспо­
ненциальные сигналы вида (2.53) служат «естествеиньпл» 
средством исследования колебаний в разнообразных линей­
ных системах. Эти вопросы будут изучены в гл. 8.

Следует обратить внимание на то, что истинная физи­
ческая частота со служит мнимой частью комплексной час­
тоты. Для вещественной части о комплексной частоты спе­
циального термина не существует.

Основные соотношения.' Пусть f(t) — некоторый сигнал, ве­
щественный или комплексный, определенный прн t > 0 и 
равный нулю прн отрицательных значениях времени. Пре­
образование Лапласа этого сигнала есть функция комплекс­
ной переменной р, задаваемая интегралом:

О
(2.54)

Сигнал /(С) называется оригиналом, а функция F(p) — его 
изображением по Лапласу (для краткости, просто изображе­
нием).

Условие, которое обеспечивает существование интеграла 
(2.54), заключается в следующем: сигнал f(t) должен иметь 
не более чем экспоненциальную степень роста при t > О, 
т. е. должен удовлетворять неравенству |/(С)| < Л exp (at), где 
А, а — положительные числа.

Прн выполнении этого неравенства функция F(p) сущест­
вует в том смысле, что интеграл (2.54) абсолютно сходится 
для всех комплексных чисел р, у которых Re р > а. Число а 
называют абсциссой абсолютной сходимости.

Перемепная р в основной формуле (2.54) может быть 
отождествлена с комплексной частотой р = о + jo. Действи­
тельно, прн чисто мнимой комплексной частоте, когда с = О, 
формула (2.54) переходит в формулу (2.16), определяющую 
Фурье-преобразованне сигнала, который равен нулю при t<0. 
Таким образом, преобразование Лапласа можно рассматри­
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вать как обобщение преобразования Фурье на случай 
комплексных частот.

Подобно тому как это делается в теории преобразо­
вания Фурье, можно, зиая изображение, восстановить ори­
гинал. Для этого в формуле обратного преобразования 
Фурье 

связь между пре­
образованиями Ла­
пласа и Фурье

следует выполнить аналитическое продолжение, перейдя от 
мнимой переменной jco к комплексному аргументу и + jco. 
На плоскости комплексной частоты интегрирование проводят 
вдоль неограниченно протяженной вертикальной оси, распо­
ложенной правее абсциссы абсолютной сходимости. По­
скольку при ст = const дифференциал dco = (1/j) dp, формула 
обратного преобразования Лапласа приобретает вид

1 t + jtc
/('> = f F(p)e^dp. (2.55)

В теории функций комплексного переменного доказано, 
что изображения по Лапласу обладают «хорошими» свой­
ствами с точки зрения гладкости: такие изображения во 
всех точках комплексной плоскости р, за исключением 
счетного множества так называемых особых точек, являются 
аналитическими функциями. Особые точки, как правило,— по­
люсы, однократные или многократные. Поэтому для вычис­
ления интегралов вида (2.55) можно использовать гибкие 
методы теории вычетов.

На практике широко применяются таблицы преобразова­
ний Лапласа, в которых собраны сведения о соответствии 
между оригиналами. и изображениями. Наличие таблиц 
сделало метод преобразования Лапласа популярным как 
в теоретических исследованиях, так и в инженерных рас­
четах радиотехнических устройств и систем. В Приложениях 
к [6] имеется такая таблица, позволяющая решать доста­
точно широкий круг задач.

Примеры вычисления ц>еобразовашй Лапласа. В способах 
вычисления изображений есть много общего с тем, что уже 
изучалось применительно к преобразованию Фурье. Рассмот­
рим наиболее характерные случаи.

Пример 2.4, Изображение обобщенного экспоненциального им- 
пульса.

Пусть /(*) =exp(pot)c(t), где р0 = — фиксированное
комплексное число. Наличие с-функции обусловливает равенство 
/(г) = 0 при КО. Воспользовавшись формулой (2.54), имеем

F(p)
Р-Ро
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Если Rep>c0, то числитель обратится в нуль при подстановке 
верхнего предела. В результате получаем соответствие 

eWc(r)«—!— 
р-ро

Как частный случай формулы (2.56), можно иайти изображение 
вещественного экспоненциального видеоимпульса:

(2.56)

(2.57)

(2.58)

(239)

е "oft)**—-— 
р + а

и комплексного экспоненциального сигнала:

J.
Р-№о

Наконец, положив в (2.57) а = О, находим изображение функции 
Хевисайда:

0(1)4-»—.
Р

Пример 2.5. Изображение дельта-функции.
Если рассматриваемый импульс возникает в момент времени 

г0 > 0, то интеграл

J 8 (»-/„) е ”dr = e-r'". 
О

Итак,

6(t~t0)<-»e-₽4 (2.60)

Это изображение определено во всех точках комплексной плос­
кости р и нигде не имеет особенностей, кроме бесконечно уда­
ленной точки.

Некоторую сложность может представлять вычисление изображе­
ния дельта-импульса, сосредоточенного при t = 0, поскольку неясно, 
как надо учитывать вклад от обобщенной функции, сосредото­
ченной на одном из концов области интегрирования. Дело в том, 
что в гл. 1 дельта-функция определялась как предел последователь­
ности импульсов, симметричных относительно точки t = 0. Если 
поступать формально, то в пределах области интегрирования ока­
жется лишь половика такого импульса, что приведет к двукратному 
уменьшению интеграла. Для того чтобы этого не произошло, 
изображение функции 8 (t) определяется как предел

lim f 8(t)e_₽,dr = 1,
е_>0о-«

не зависящий от параметра е. При таком подходе функция 6(t) 
всегда целиком принадлежит области интегрирования, поэтому 

6(t)4-»l. (2.61)

Дельта-импульс 
принадлежит обла­
сти t > О

Изображеше производных. Чтобы найти изображение пер­
вой производной сигнала, следует выполнить интегрирование 
по частям:

о •* о
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Легко видеть, что изображение первой производной со­
держит значение сигнала в начальной точке: 

^~рГ(р)-/(О). (2.62)

По индукции доказывается фррмула для изображения 
производной и-го порядка:

(р) - р”- 7(0) - р”- 7' (0) -... \

• • ■ - р/1"-2’ (0) -У1» (0). (2.63)

Возможность учитывать начальное состояние сигнала при 
t = 0 позволяет применять метод преобразования Лапласа 
для решения линейных дифференциальных уравнений с извест­
ными начальными условиями.

Основные свойства преобразования Лапласа схожи с опи­
санными свойствами преобразования Фурье [14].

Результаты

00 Спектральное представление сигнала представляет собой разложение его на 
сумму (конечную или бесконечную) элементарных гармонических сигналов 
с различными частотами.
Периодические сигналы представляются в виде рядов Фурье, которые обра­
зуются суммированием, вообще говоря, бесконечного числа гармоник с часто­
тами, кратными основной частоте повторения последовательности. 
Спектральное представление непериодических, в частности импульсных, сиг­
налов осуществляется путем разложения их в интеграл Фурье.

00 В частотной области непериодический сигнал характеризуется своей спект­
ральной плотностью. Сигнал и его спектральная плотность взаимно связаны 
парой преобразований Фурье.

00 Для существования спектральной плотности в классическом смысле необходи­
мо, чтобы сигнал был абсолютно интегрируем.

СЮ Спектральная плотность неинтегрируемого сигнала содержит особенность 
типа дельта-функции.

00 Переход к комплексной частоте в преобразовании Фурье приводит к новому 
виду линейных интегральных преобразований — преобразованию Лапласа. Сиг­
налы, преобразуемые по Лапласу, должны обращаться в нуль при t <0.

Вопросы

1. Почему простое гармоническое коле­
бание cos (с£)01 + <р0) играет особо важную 
роль в радиотехнике?

2. Дайте определение понятия периодиче­
ского сигнала. Назовите несколько физиче­
ских процессов, для которых модель перио­
дического сигнала является достаточно точ­
ным способом описания.

3. Как определяется понятие угла отсечки 
гармонического колебания?

4. Как возникает понятие отрицательной 
частоты?

5. В чем заключается эффект когерент­
ного сложения гармонических колеба­
ний?

6. Какими свойствами обладает спект­
ральная плотность вещественного сигнала?

7. Как принято определять длительность 
импульсных сигналов?

8. В чем состоит характерная особенность 
спектра дельта-импульса?

9. Как по известным спектральным плот­
ностям двух сигналов вычислить их скаляр­
ное произведение?
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10. Какова связь между длительностью 
импульса и шириной его спектра?

11. Как в частотной области отобража­
ются операции дифференцирования и интег­
рирования сигнала?

12. Как связаны между собой спектраль­
ные плотности видеоимпульса и радио­
импульса?

Задачи

1. Покажите, что ряд Фурье пилообраз­
ного колебания

0 2п 4я

S

АZ/
имеет вид
s (г) = (А/2) — (А/л) [sin ©хг 4- (sin 2cDtr)/2 4-'

4- (sin3©i0/3 + ...].

2. Найдите амплитудный коэффициент 
25-й гармоники пилообразного сигнала, если 
А = 30 В.

3. Покажите, что если периодическая 
последовательность образована повторением 
импульса So (t) с известной спектральной 
плотностью So (©), то комплексная амплитуда 
п-го члена ряда Фурье

С, = (?/Г)М™>1),

где Т— период последовательности; ©j - 
основная частота.

4. Дан двусторонний экспоненциальный 
видеоимпульс

s(t) = Uoexp(—<х|»|).

Найдите его спектральную плотность. Опре­
делите длительность сигнала и ширину 
спектра. Оценив их, проверьте соотношение 
неопределенности.

5. Вычислите спектральную плотность 
экспоненциального видеоимпульса [см. (2.21)] 
с амплитудой 20 В и параметром а = 
= 10б с"1 на частоте ©0 = 2-105 с-*.

6. На какой частоте спектральная плот­
ность импульса, рассмотренного в задаче 5, 
будет иметь фазовый угол —45°?

7. Убедитесь, что спектральная плотность 
одиночного косинусоидального -■ импульса

13. Какой эффект оказывает «перекрытие» 
частотных областей в спектре радиоим­
пульса?

14. В чем смысл понятия комплексной 
частоты?

15. К каким сигналам можно применять 
метод преобразования Лапласа?

=—я/2©о =я/2(Оо

Jo, (<(1,

s(t) = \ Acos©0t, ti < t < ti,
(.0, t > t2

выражается формулой

t
sin *(“°-+-9).

---------- +--------------------*S>—. I

©0 4- © ©o — © J

8. Имеется группа (пачка), состоящая из 
п одинаковых видеоимпульсов:

Покажите, что спектральная плотность этой 
группы

1 _е-/«от

где Sq (to) — спектр одиночного импульса. 
Указание. Воспользуйтесь формулой 

суммирования геометрической прогрессии:

9. Группа образована тремя одинаковы­
ми дельта-импульсамн:.

4 1 JГ 1 .
- 1* ( т
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Покажите, что частотная зависимость мо­
дуля спектральной плотности группы такова:

I St (<&) I — [(1 + cos s>T+.COS 2® Т)2 +

+ (sin (оТ + sin 2(0 Г)2]172.

10. График импульсного сигнала, образо­
ванного отрезками гармонического колеба­
ния, приведен на рисунке:

По 
(р 4- с$.(р + р)

Покажите, что спектральная плотность 
этого сигнала равна нулю как на нулевой 
частоте, так и иа частоте высокочастотного 
заполнения. Как изменится спектр этого сиг-

рого

Г(р) =

Более сложные задания

12. Пусть периодический сигнал описыва­
ется функцией времени, которая содержит 
скачкообразные изменения уровня (разрывы 
1-го рода). Покажите, что коэффициенты 
ряда Фурье такого сигнала с ростом их 
номера имеют асимптотику О (1/л) независимо 
от вида функции.

13. В условиях .предыдущей задачи рас­
смотрите сигнал, у которого разрывы испы­
тывает первая производная, а значение функ­
ции непрерывна Покажите, что в этом слу­
чае асимптотика коэффициентов ряда Фурье 
имеет вид О (1/л2).

14. Обсудите следующий «парадокс»: если 
ia некоторое время замкнуть коммутатор 
I цепи

то на нагрузке будет наблюдаться прямо­
угольный импульс ид (г). Этот импульс скла-» 
дывается из гармонических составляющих, 
существующих во все моменты времени, в 
том числе и до начала импульса. Ках это 
согласуется с предположением, что импульс 
может н не быть создан, хотя гармонические 
составляющие уже существуют?

15. Покажите, что спектральная плотность 
с-функции, будучи подставленной в обрат­
ное преобразование Фурье, обеспечивает при 
1=0 значение сигнала с (0), равное '/г-

Указание. Считая частоту ю комплекс­
ной переменной, вычислите интеграл

A- 

методами теории вычетов.



Глава 3

Энергетические спектры сигналов. 
Принципы корреляционного анализа

Представление сигналов посредством их спектральных 
плотностей позволяет значительно упростить вычисление 
энергии сигналов, а также создать ряд новых представле­
ний, полезных в самых разнообразных областях радиотех­
ники.

3.1. Взаимная спектральная плотность сигналов. 
Энергетический снектр

В гл. 1 была введена фундаментальная характеристика 
системы двух вещественных сигналов и (t) и v (t) — их ска­
лярное произведение ’

(u, v) = J u(t)v(f)dt, (3.1)

пропорциональное взаимной энергии этих сигналов. Если сиг­
налы тождественно совпадают, то скалярное произведение 
становится равным энергии

Е„ = (и,и)=> J u2(t)dt. (3.2)

Скалярное произведение сигналов и (t) н v (t) можно вы­
разить через их спектральные плотности U (со) и F(co) с по­
мощью обобщенной формулы Рэлея (2.42):

(Uti?)=-1- f (7(со) F*(co)dco.
2 л

В равной мере справедливо равенство

(и, с) = f и* (со) К(со) dco,

поскольку скалярное произведение вещественных сигналов 
является вещественным числом.

Назовем взаимным энергетическим, спектром веществен-
ных сигналов u(t) н v(t) функцию

И^,р(со) = Г(со)Г*(со), (3.3)

такую, что

(«.») = f WM^d©, (3-4)

причем 

WU(o)=IF*(<b). •(3.5)
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Представив спектральные плотности сигналов u(f) и v(t) 
в внде суммы вещественных и мнимых частей: 
U (со) = Аи (со) + jBu (со), F(co) = Av (со) + (со),

убеждаемся, что взаимный энергетический спектр Wm — функ­
ция, принимающая, в общем случае, комплексные значения: 

Wuv (со) = АиА„ + BUBV + j(BuAv - =

= Re (co) + jlm W„ (co). (3.6)

Нетрудно заметить, что Re И£р — четная, a Im И£р — не­
четная функция частоты. Вклад в интеграл (3.4) дает только 
вещественная часть, поэтому

(u, i)= ' f Re (со) dm. (37)

я о

Последняя формула дает возможность проанализировать 
«тонкую структуру» взаимосвязи сигналов.

Более того, обобщенная формула Рэлея, представленная 
в виде (3.7), указывает на принципиальный путь, позволяю­
щий уменьшить степень связи между двумя сигналами, до­
бившись в пределе их ортогональности. Для этого один из 
сигналов необходимо подвергнуть обработке в особой физи­
ческой системе, называемой частотным фильтром. К этому 
фильтру предъявляется требование: не пропускать на выход 
спектральные составляющие, находящиеся в пределах частот­
ного интервала, где вещественная часть взаимного энерге­
тического спектра велика. Частотная зависимость коэффи- 
пиента передачи такого ортогонализирующего фильтра будет 
обладать резко выраженным минимумом в пределах указан­
ной области частот.

Изложенный подход к вычислению скалярного произве­
дения, основанный на понятии взаимного энергетического 
спектра, имеет прямое отношение к результатам, которые 
были получены в гл. 1 при вычислении скалярного произ­
ведения сигналов, разложенных по элементам ортогональ­
ного базиса. Разница, однако, состоит в том, что здесь 
используется не дискретное, а непрерывное Фурье-представ­
ление.

▲

решите задачу 1

Наибольший вклад 
во взаимную энер­
гию дают те час­
тотные области, в 
которых имеется 
«перекрытие» спек­
тров сигналов

Частотная зависи­
мость коэффициен­
та передачи орто­
гонализирующего 
фильтра

Пример 3.1. Взаимный энергетический спектр двух экспонен­
циальных видеоимпульсов одинаковой формы, следующих друг за 
другом с интервалом времени t0.

Положив, что оба импульса имеют единичную амплитуду, запи­
шем выражения их спектральных плотностей:

u(t) = e_“‘c(r)*-»U(©)= —-—, 
a+jto

v(t) = e_a(,_to,<y(t — Го)**У(со) =---------- .
a + ja>

Отсюда находим взаимный энергетический спектр 
И^(СО)=е^в/(а2 + о)2), (3.8)
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Рис. 3.1. Взаимный энергетический спектр двух экспоненциальных 
видеоимпульсов:
а - при at0 » 1; б - при at0 ■« 1

имеющий вещественную часть

Re W„> (cd) = cos CDt0/(«2 + to2) •

Если зафиксировать параметр а, определяющий форму сигналов, 
то частотные свойства взаимного энергетического спектра будут 
целиком зависеть от временного сдвига между сигналами. На 
рис. 3.1 изображены два характерных графика функции ReU£c(to).

Особый интерес представляет случай, когда произведение at0 
мало, т. е. импульсы существенно перекрываются во времени. 
Формула (3.8) и график рис. 3.1,6 свидетельствуют о том, что 
взаимный энергетический спектр имеет при этом выраженный низко­
частотный характер. Отсюда следует вывод: для того чтобы 
уменьшить скалярное произведение таких сигналов и сделать их 
лучше различимыми, следует воспользоваться фильтром верхних 
частот (ФВЧ), который подавляет все колебания с частотами, 
меньшими некоторой граничной частоты.

Быстро изменяющийся фрокг импульса образуется за счет сло­
жения высокочастотных составляющих спектра, которые беспре­
пятственно проходят на выход ФВЧ. В то же время за счет 
фильтрации низкочастотных составляющих длительность импульса 
на выходе будет существенно сокращена. Как следствие этого, 
эффект перекрытия импульсов может быть доведен до приемлемо 
малой величины, так что импульсы иа выходе ФВЧ оказываются 
близким к ортогональным.

энергетический 
спектр

Ортогонализация 
импульсов

Энергетический спектр сигнала. Спектральное представле­
ние энергии сигнала легко получить из обобщенной формулы 
Рэлеи, если в ней сигналы u(t) и r(t) считать одинаковыми. 
Формула (3.3), выражающая спектральную плотность энергии, 
приобретает вид

И; (ш) = <7 (ш) <7* (ш) = | U (ш) |2. (3.9)

Величина И£(<о) носит название спектральной плотности 
энергии сигнала u(t), или, короче, его энергетического 
спектра. Формула (3.2) при этом запишется так:

Е.= J u*dt = -^— f m(<o)da>.
- со 2л _ —

(3.10)
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Соотношение (3.10) известно в различных областях физики 
как формула Рэлея (в узком смысле), которая констатирует 
следующее: энергия любого сигнала есть результат суммиро­
вания вкладов от различных интервалов частотной оси. 
Каждый малый интервал положительных частот Да» обеспе­
чивает вклад в общую энергию сигнала, равный

формула Рэлея

Л£и = 1 ЖМАш,

где (o' — некоторая внутренняя точка данного интервала.
Подход, основанный на спектральном прёдстааленин энер­

гии сигнала, выгодно отличается относительной простотой. 
Действительно, энергии, отвечающие различным областям 
частотной оси, складываются так же, как вещественные 
числа. В то же время метод преобразования Фурье приме­
нительно к самим сигналам основан на том, что комплексные 
амплитуды, описывающие вклады малых частотных участков, 
складываются как комплексные числа, характеризующиеся 
модулями и фазами.

Изучая сигнал с помощью его энергетического спектра, 
мы неизбежно теряем информацию, которая заключена в 
фазовом спектре сигнала, поскольку в соответствии с фор­
мулой (3.9) энергетический спектр есть квадрат модуля 
спектральной плотности и не зависит от ее фазы.

Тем не менее понятие энергетического спектра оказы­
вается очень полезным для получения различных инженерных 
оценок, устанавливающих реальную ширину спектра того 
или иного сигнала.

▲
решите задачи 3 
и 4

При энергетичес­
ком подходе все 
сигналы, одинако­
вые но форме, но 
различающиеся 
расположением на 
осн времени, вы- 
стунают как со­
вершенно неразли­
чимые

и

Пример 3.2. Энергетический спектр прямоугольного видео­
импульса.

Здесь результат получается путем возведения в квадрат спект­
ральной плотности вида (2.20):

(3.11) 
(mx«/2)

Соответствующий график приведен на рис. 3.2.
Рисунок наглядно показывает, что энергетический спектр дан­

ного сигнала имеет наибольшую величину в области низких частот. 
С ростом частоты вклад от соответствующих спектральных состав­
ляющих имеет немонотонный, колеблющийся характер, однако 
общая тенденция — уменьшение энергетического спектра по закону 
обратного квадрата:

Wu (to) = О (1/а»2) при а» -+ оо

(а не -обратно пропорционально первой степени частоты, как для 
обычной спектральной плотности рассматриваемого сигнала).

Выражение (3.11) позволяет проверить формулу Рэлея прямым 
вычислением. Прежде всего во временной области без труда на­
ходим энергию данного видеоимпульса (см. гл. 1): 
Еи = 1/2ти. (3.12)
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Рис. 3.2. Нормированный энергетический спектр , прямоугольного 
видеоимпульса как функция безразмерной частотной переменной соти

Чтобы определить энергию сигнала в частотной области, не­
обходимо вычислить интеграл

_ и2т* 7 sin2 (отц/2) . _ Следует положить
nJ (сотн/2)2 ' 1 (1Ли/2

о

Несложная замена переменной сразу приаодит к формуле (3.12).

Распределение энергии в спектре прямоугольного видео­
импульса. Интересно и для многих прикладных задач важно 
знать, какая доля общей энергии содержится в пределах 
одного, двух, трех н т. д. лепестков спектральной диаграммы, 
изображенной на рнс. 3.2. Обозначим Е(к} долю энергии 
прямоугольного видеоимпульса, которая заключена в к после­
довательных лепестках. По формуле Рэлея,

о

(3.14)

Данный интеграл вычисляется аналитически, а также 
может быть легко найден численно. Ниже приводится таблица, 
в которую сведены результаты расчета относительной доли 
энергии в зависимости от числа учитываемых лепестков.

Таблица 3.1

к 1 2 3

0,902 0,950 0,967 -

Итак, если прямоугольный видеоимпульс подать на иде­
альный фильтр нижних частот* равномерио^в без ослабления 



3.2. Корреляционный анализ сигналов 73

пропускающий все частоты от 0 до 2я/ти с-1 (граница пер­
вого лепестка), то на выходе будет получен сигнал, энергия 
которого составит 90,2% от энергии колебания на входе.

Как отмечалось, такой подход к оценке реальной ширины 
спектра сигнала не раскрывает всей картины явления. Так, 
неизвестной оказывается степень искажения формы сигнала 
за счет действия фильтра. Однако если сведения о форме 
колебания отступают на второй план, а величина энергии 
приобретает первостепенное значение (изучая статистическую 
радиотехнику, мы неоднократно встретимся с такой ситуа­
цией), то энергетическая оценка ширины спектра становится 
особенно целесообразной.

Например, из табл. 3.1 видно, что переход от k = 1 к 
значению к = 2, т. е. двукратное расширение полосы частот 
устройства, через которое проходит видеоимпульс, уаеличи- 
вает энергию полезного сигнала всего на 4.8 %. Наряду 
с этим ясно, что помехи (если такие имеются) могут 
увеличить за счет этого свою энергию, например, вдвое, 
если их энергетический спектр равномерен в интересующем 
диапазоне частот.

3.2. Корреляционный анализ Сагналоа

На ранних этапах развития радиотехники вопрос о выборе 
наилучших сигналов для тех илн иных конкретных приме­
нений не был очень острым. Это обусловливалось, с одной 
стороны, относительно простой структурой передаваемых 
сообщений (телеграфные посылки, радиовещание); с друге», 
практическая реализация сигналов сложной формы в комп­
лексе с оборудованием для нх кодирования, модуляции и 
обратного преобразования в сообщение оказывалась трудно 
осуществимой.

В настоящее время ситуация в корне изменилась. В сов­
ременных радиоэлектронных комплексах выбор сигналов дик­
туется прежде всего не техническими удобствами нх генери­
рования, преобразования и приема, а возможностью опти­
мального решения задач, предусмотренных при проектиро­
вании системы. Для того чтобы понять, как возникает по­
требность в сигналах со специально выбранными свойствами, 
рассмотрим следующий пример.

Сравнение сигналов, сдвинутых во времени. Обратимся к 
упрощенной идее работы импульсного радиолокат.ора, пред­
назначенного для измерения дальности до пели. Здесь инфор­
мация об объекте измерения заложена в величине т — задерж­
ке по времени между зондирующим и принятым сигналами. 
Формы зондирующего u (t) и принятого и (t — т) сигналов 
одинаковы при любых задержках.

Структурная схема устройства обработки радиолокацион­
ных сигналов, предназначенного для измерения дальности, 
может выглядеть так, как это изображено на рис. 33.

Система состоит из набора элементов, осуществляющих 
задержку «эталонного» передаваемого сигнала иа некоторые

▲
решите задачу 5

Неоправданное 
расширение полосы 
пропускания филь­
тра нежелательно
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Если отличие неве­
лико, то можно 
ожидать, например, 
неоднозначного от­
счета, когда сиг­
налы будут появ­
ляться одновре­
менно на выходе 
нескольких сосед­
ние устройств срав­
нения

свойства автокор­
реляционной функ­
ции

фиксированные отрезки времени ть т2, Тдг. Задержанные 
сигналы вместе с принятым сигналом подаются на устройства 
сравнения, действующие в соответствии с принципом: сигнал 
на выходе появляется лишь при условии, что оба входных 
колебания являются «копиями» друг друга. Зная номер канала, 
в котором происходит указанное событие, можно измерить 
задержку, а значит, и дальность до цели.

Подобное устройство будет работать тем точнее, чем 
в большей степени разнятся друг от друга сигнал и его 
«копия», смещенная во времени.

Таким образом, мы получили качественное «представление 
о том, какие сигналы можно считать «хорошими» для 
данного применения.

Перейдем к точной математической формулировке постав­
ленной проблемы и покажем, что этот круг вопросов имеет 
непосредственное отношение к теории энергетических спект­
ров сигналов.

Автокорреляционная функция сигнала. Для количественного 
определения степени отличия сигнала u(t) и его смещенной 
во времени копии u(t—т) принято вводить автокорреляцион­
ную функцию (АКФ) сигнала и (г), равную скалярному произ­
ведению сигнала и копии:

ВМ= J и(г)ы(г —?)dt. (3.15)

В дальнейшем будем .предполагать, что исследуемый 
сигнал имеет локализованный во времени импульсный ха­
рактер, так что интеграл вида (3.15) заведомо существует.

Непосредственно видно, что при т = 0 автокорреляционная 
функция становится равной энергии сигнала:

ДД0) = £и. (3-16)

К числу простейших свойств АКФ можно отнести ее 
четность:

Вв(т) = Ва(-т). (3.17)
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Действительно, если в интеграле (3.15) сделать замену 
переменных х = t — г, то

J u(t)u(t~T)dt= f и(х + т)и(х}дх.

Наконец, важное свойство автокорреляционной функции 
состоит в следующем: при любом значении временного 
сдвига т модуль АКФ не превосходит энергии сигнала:

I В. (г) | < ВДО) = (3.18)

Этот факт непосредственно вытекает из неравенства 
Коши — БуняковскоГо (см. гл. 1):

1(4 hJI < II u||-|| щ II = Еа. (3.19)

Итак, АКФ представляется симметричной кривой с цент­
ральным максимумом, который всегда положителен. При 
этом в зависимости от вида сигнала и (t) автокорреля­
ционная функция может иметь как монотонно убывающий, 
так и колеблющийся характер.

Пример 3,3. Найти АКФ прямоугольного видеоимпульса.
На рис. ЗА, а изображен прямоугольный видеоимпульс с ампли­

тудой V и длительностью тв. Здесь же представлена его «копия», 
сдвинутая во времени в сторону запаздывания на т с. Интеграл 
(3.15) вычисляется в данном случае элементарно на основания гра­
фического построения. Действительно, произведение u(t)u(t— т) 
отлично от нуля лишь в пределах интервала времени, когда 
наблюдается наложение сигналов. Из рис. 3.4, а видно, что этот 
временной интервал равен ти — | т |, если сдвиг не превышает дли­
тельности импульса. Таким образом, для рассматриваемого сигнала

(3.20)

График такой функции — треугольник, изображенный на рис. 3.4,6. 
Ширина основания треугольника в два раза больше длительности 
импульса.

Рис. 3.4. Нахождение АКФ прямоугольного видеоимпульса
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Пример 3.4. Найти АКФ прямоугольного радиоимпульса.
Будем рассматривать радиосигнал вида

f 0, t < -Тн/2,

u(f) = \ l/cosw^»
(.О, Г>Ти/2.

Зная заранее, что АКФ четна, вычислим интеграл (3.15), полагая 
О < т < ти. При этом

»и/2 
Д,(т)=1/2 J cosco0rcosco0(t-x)dt =

-Ти/2 + t

V2 V2 ( т \
=----- cosco0t-(th - т)+ -Т-. J cos2w0l t- —ldt,

2 2 -W2 + t \ 2/

откуда легко получаем

Естественно, что при т = О величина Ви (0) становится равной 
энергии этого импульса (см. пример 1.9). Формула (321) описы­
вает АКФ прямоугольного радиоимпульса при всех сдвигах т, лежа­
щих в пределах -ти^т^ти. Если абсолютное значение сдвига 
превышает длительность импульса, то автокорреляционная функция 
будет тождественно обращаться в нуль.

Пример 3.5. Определить АКФ последовательности прямоугольных 
видеоимпульсов.

В радиолокации широко используются сигналы, представляю­
щие собой пачки из одинаковых по форме импульсов, следующих 
друг за другом через одинаковый интервал времени. Для обнару­
жения такой пачки, а также для измерения ее параметров, напри­
мер положения во времени, создают устройства, которые аппара­
турным образом реализуют алгоритмы вычисления АКФ.

Рис. 3.5. АКФ пачки из трех одинаковых видеоимпульсов: 
а — пачка импульсов; б — график АКФ

На рис. 3.5,а изображена пачка, состоящая из трех одинако­
вых видеоимпульсов прямоугольной формы. Здесь же представлена 
ее автокорреляционная функция, вычисленная по формуле (3.15) 
(рис. 3.5,6).

Хорошо видно, что максимум АКФ достигается при т = 0. 
Однако если задержка т оказывается кратной периоду последо­
вательности (при т = + 7J +2Г в нашем случае), наблюдаются по­
бочные лепестки АКФ, сравнимые по высоте с главным лепестком. 
Поэтому ■ можно говорить об известном несовершенстве корреля­
ционной Структуры данного сигнала.
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Автокорреляционная функция неограмченно протяженного 
сигнала. Если требуется рассматривать неограниченно про­
тяженные во времени периодические последовательности, то 
подход к изучению корреляционных свойств сигналов должен 
быть несколько видоизменен.

Будем считать, что такая последовательность получается 
нз некоторого локализованного во времени, т. е. импульсного, 
сигнала, когда длительность ти последнего стремится к бес­
конечности. Для того чтобы избежать расходимости полу­
чаемых выражений, определим новую АКФ как среднее зна­
чение скалярного произведения сигнала н его копии:

Ви (т) = Нт — J и (t) и (t — т) dt. (3.22)
Т« -V2

При таком подходе автокорреляционная функция Ви ста­
новится равной средней взаимной мощности этих даух 
сигналов.

Например, желая найти АКФ для неограниченной во 
времени косинусоиды и(t) = Ucos(o0t, — cc<t<cc, можно 
воспользоваться формулой (3.21), полученной для радио­
импульса длительностью а затем перейти к пределу при 
ти -»оо, учитывая определение (3.22). В результате получим

U2
Ви (т) = —2~ cos юот. (3.23)

Эта АКФ сама является периодической функцией; ее зна­
чение при т = 0 равно U2/2.

Связь между энергетическим спектром сигнала н его 
автокорреляционной функцией. При изучении материала 
настоящей главы читатель может подумать, что методы 
корреляционного анализа выступают как некоторые особые 
приемы, не имеющие связи с принципами спектральных 
разложений. Однако это не так. Легко показать, что сущест­
вует тесная связь между АКФ и энергетическим спектром 
сигнала. ;

Действительно, в соответствии с формулой (3.15) АКФ 
есть скалярное произведение: В„ (т) = (и, щ). Здесь символом 
щ обозначена смещенная во времени копия сигнала u(t — т),

Обратившись к обобщенной формуле Рэлея (2.42), можно 
записать равенство

(и, ц) = ~ f U (о) 17? (о) dco.
Z7C -со

Спектральная плотность смещенного во времени сигнала 

VT (о) = V (со) ехр (—уют), откуда 17* (о) = 17* (со) ехр (/ют).

Таким образом, приходим к результату:

решите задачу 8

Подобная АКФ 
имеет физическую 
размерность мощ. 
ностн

Величина t/2/2 есть 
средняя мощность, 
которую данный 
сигнал выделяет на 
активной нагрузке 
в 1 Ом

Я“(Т,= 2^ i^Hpe^dco. (3.24)
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■

Квадрат модуля спектральной платности, как известно, 
представляет собой энергетический спектр сигнала.. Итак* 
энергетический спектр и автокорреляционная функция связаны

связь между АКФ 
я энергетическим 
спектром

преобразованием Фурье:

Вя(т)*Ч = ^(ю). (3-25)

Ясно, что имеется и. обратное* соотношение:

1 V (о) |2 = J В„ (т) е“*” dr. (3.26)

Эти результаты принципиально важны по двум причинам. 
Во-первых, оказывается возможным оценивать корреляцион­
ные свойства сигналов, исходя из распределения их энергии 
по спектру. Чем шире полоса частот сигнала, тем уже 
основной лепесток автокорреляционной функции и тем 
совершеннее сигнал с точки зрения возможности точного 
измерения момента его начала.

Во-вторых, формулы (3.24) и (3.26) указывают путь экспе­
риментального определения энергетического спектра. Часто 
удобнее вначале получить автокорреляционную функцию,' а 
затем, используя преобразование Фурье, найти энергетиче­
ский спектр сигнала. Такой прием получил распространение 
при исследовании свойств сигналов с помощью быстро­
действующих ЭВМ в реальном масштабе времени.

Пример 3.6. Найти АКФ сигнала с равномерным и ограни­
ченным по частоте энергетическим спектром.

Пусть сигнал u(t) имеет энергетический спектр вида

I 0, со < —сов,

И£(со)«л Wo, —сов < сов,
(. О, со > сов,

где сов — верхняя граничная частота спектра. По формуле (324) 
находим его автокорреляционную функцию

(□а “в
В.(т) = f e*"d<0=-5^ f cos шт da--5^ (327)

2л J nJ л cobt

-®b 0

Таким образом, данный сигнал имеет АКФ лепесткового вида. 
Часто вводят удобный числовой параметр — интервал корреляции 

тж, представляющий собой оценку ширины основного лепестка 
автокорреляционной функции. Легко видеть, что в рассматриваемом 
случае величина тк связана с параметром сов соотношением совтк = 
= л. Отсюда следует, что интервал корреляции

тг = к/сов = 1Л2/в) (328)

оказывается тем меньше, чем выше верхняя граничная частота 
спектра сигнала.

интервал корреля­
ции

▲
решите задачи 6 
в 7
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Ограничения, накладываемые на вад автокорреляционной 
функции сигнала. Найденная связь между автокорреляцион­
ной функцией и энергетическим спектром дает возможность 
установить интересный и на первый взгляд неочевидный 
критерий существования сигнала с заданными корреляцион­
ными свойствами. Дело в том, что энергетический спектр 
любого сигнале, по определению, должен быть положитель­
ным [см. формулу (3.25)}. Данное условие будет выполняться 
далеко не при любом выборе АКФ. Например, если взять 

f 0, т < -гк,

Д,(т) = '\ А, -тг<т<тк,
СО, т>тк

и вычислить соответствующее преобразование Фурье, то

I U (со) |2 — 2А J cos сот dz = 2Ахк •

Эта знакопеременная функция не может представлять 
собой энергетический спектр какого-либо сигнала.

3.3. Автокорреляционная функция 
дискретного сигнала

Изучая АКФ пачки прямоугольных видеоимпульсов, чита­
тель, безусловно, обратил внимание на то, что соответст­
вующий график имел специфический лепестковый вид. С прак­
тической точки зрения, имея в виду использование АКФ для 
решения задачи обнаружения такого сигнала или измерения 
его параметров, совершенно несущественно, что отдельные 
лепестки имеют треугольную форму. Важен лишь их отно­
сительный уровень по сравнению с центральным максиму­
мом при т = 0.

Наша ближайшая задача — изменить определение автокор­
реляционной функции таким образом, чтобы можно было 
извлекать из нее полезную ииформапию, абстрагируясь от 
второстепенных подробностей. Основой для этого служит 
идея математической модели дискретного сигнала (см. гл. 1).

Описание сложных сигналов с дискретной структурой. Пачка 
одинаковых прямоугольных видеоимпульсов — простейший 
представитель класса сложных сигналов, построенных в 
соответствии со следующим принципом. Весь интервал вре­
мени существования сигнала разделен на целое число М > 1 
равных промежутков, называемых позициями. На каждой из 
позиций сигнал может находиться в одном из даух состояний, 
которым отвечают числа +1 и —1.

Рис. 3.6 поясняет некоторые способы формирования мно­
гопозиционного сложного сигнала. Для определенности здесь 
М = 3.

Видно, что физический облик дискретного сигнала может 
быть различным. В случае а символу +1 соответствует

Вы

А

Выбор чисел ± 1 
не имеет принци­
пиального характе­
ра и продиктован 
удобством анализа

-т. о тг
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-141--------
а

б

принципы кодиро­
вании дискретных 
сигналов

Рис. 3.6. Трехпозиционный сложный сигнал: 
а — амплитудное кодирование; б — фазовое кодирование

положительное значение Uq высоты видеоимпульса» переда­
ваемого на соответствующей позиции; символу —1 отвечает 
отрицательное значение — Vq. Говорят, что при этом реализо­
вано амплитудное кодирование сложного сигнала. В случае б 
происходит фазовое кодирование. Для передачи символа +1 
на соответствующей позиции генерируется отрезок гармони­
ческого сигнала с нулевой начальной фазой. Чтобы отобразить 
символ —1, используется отрезок синусоиды такой же дли­
тельности и с той же частотой, но его фаза получает 
дополнительный сдвиг на 180°.

Несмотря на различие графиков этих даух сигйалов, 
между ними, в сущности, можно установить полное тожде­
ство с точки зрения их математических моделей. Действи­
тельно, модель любого такого сигнала — это последователь­
ность чисел {«>, и2, ..., Ujw_i, им}, в которой каждый символ 
и( принимает одно из даух возможных значений ±1. Для 
удобства договоримся в дальнейшем дополнять такую после­
довательность нулями на «пустых» позициях, где сигнал не 
определен. При этом, например, развернутая форма записи 
дискретного сигнала {1 1, —1, 1} будет иметь вид

.... 0001 1 —1 100 ....

Важнейшая операция при обработке дискретных сигналов 
состоит в сдвиге такого сигнала на некоторое число пози­
ций относительно исходного положения без. изменения его 
формы. В качестве примера ниже представлен некоторый 
исходный сигнал (первая строка) н его копии (последующие 
строки), сдвинутые на 1, 2 и 3 позиции в сторону запаз­
дывания:

...0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0... 

...0000 1 1 1 1 000...

...0 0 0 0 0 1 1 1 1 0 0... 

...0 0 0 0 0 0 11 1 1 0 ...

Дискретная автокорреляционная функция. Постараемся так 
обобщить формулу (3.15), чтобы можно было вычислять диск­
ретный аналог АКФ применительно к многопозиционным 
сигналам. Ясно, что операцию интегрирования здесь следует 
заменить суммированием, а вместо переменной т использо­
вать целое число п (положительное или отрицательное), 
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указывающее, на сколько позиций сдвинута копия относи­
тельно исходного сигнала. Так как в «пустых» позициях 
математическая модель сигнала содержит нули, запишем 
дискретную АКФ в виде

4 S

J--00
(3-29)

Эта функция целочисленного аргумента л, естественно, 
обладает многими уже известными свойствами обычной авто­
корреляционной функции. Так, легко видеть, что дискретная 
АКФ четна:
ВДл) = Л(-л). (3.30)

При Нулевом сдвиге эта АКФ определяет Энергию Диск­
ретного сигнала:

Данная функция 
представляет собой 
скалярное произве­
дение дискретного 
сигнала н его копни

(3.31)

Некоторые примеры. Для иллюстрации сказанного вы­
числим дискретную АКФ трехпозиционного сигнала с одина­
ковыми значениями иа каждой позиции: и ~ {1, 1, 1}. Выпи­
шем этот сигнал вместе с копиями, сдвинутыми на 1, 2 й 3 
позиции:

... О 0 0 1 1 1 0 0 0 ...

...0 0 0 0 1 1 1 0 0...

...0 0 0 0 0 1 1 1 0...

... 0 0 0 0 0 0 1 1 1 ...

Видно, что уже при и — 3 сигнал и копия перестают 
накладываться друг на друга, так что произведения, входя­
щие в формулу (3.29), становятся равными нулю при п > 3. 
Вычисляя суммы, получаем

Ви(О) = 1 + 1 + 1 = 3,

Ви(1) = 1 + 1=2,

Боковые лепестки автокорреляционной функции линейно 
спадают с ростом номера п, подобно тому, как в случае 
автокорреляционной функции трех аналоговых видеоимпуль­
сов.

Рассмотрим дискретный сигнал, отличающийся от преды­
дущего знаком отсчета на второй позиции: {1, —1, 1}.

Поступая аналогичным образом, вычислим для этого 
сигнала значения дискретной автокоррел япионной функции: 
Д(0)=1 + 1 + 1=3, 

Д,(1)=-1-1 = -2,
А(2) = 1.

-2 — 2
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3

I I t * "
- 1 0 1
-1 -J

Исследонания по­
казали, что не су­
ществует сигналов 
Баркера с нечет­
ным числом пози­
ций, большим 13. 
Однако до сих пор 
неизвестно, можно 
ли построить сиг­
нал Баркера с чет­
ным М > 4

Можно обнаружить, что первый боковой лепесток изме­
няет свой знак, оставаясь неизменным по абсолютному 
значению.

Наконец, рассмотрим трехпозициоиный дискретный сигнал 
с математической моделью вида и = {1, 1, —1}.

Его автокорреляционная функция такова:

В„(0) = 1 +1 + 1 = 3.

В„(1) = 1-1=0,
4,(2)=-1-

Из трех изученных здесь дискретных сигналов именно 
третий наиболее совершенен с точки зрения корреляционных 
свойств, поскольку при этом реализуется наименьший уровень 
боковых лепестков автокорреляционной функции.

Сигналы Баркера. Дискретные’ сигналы с наилучшей 
структурой автокорреляционной функции явились в 50—60-е 
годы объектом интенсивных исследований специалистов в 
области теоретической радиотехники и прикладной матема­
тики. Были найдены целые классы сигналов с совер­
шенными корреляционными свойствами. Среди них большую 
известность получили так называемые сигналы (коды) Бар­
кера. Эти сигналы обладают уникальным свойством: незави­
симо от числа позиции М значения их автокорреляцион­
ных функций, вычисляемые по формуле (3.29), при всех и # 0 
не превышают единицы. В то же время энергия этих 
сигналов, т. е. величина Ви(0), численно равна М.

Сигналы Баркера удается реализовать лишь при числе 
позиций М = 2, 3, 4, 5, 7, 11 и 13. Случай М — 2 является 
тривиальным. Сигнал Баркера при М = 3 был исследован 
нами в конце предыдущего пункта. Математические модели 
сигналов Баркера и отвечающие им автокорреляционные 
функции приведены в табл. 3.2.

Таблица 3.2 Модели сигналов Баркера

м Модель сигнала АКФ

3 1, 1 , -1 з, о, -
4 L, 1 , 1, -1 4, 1, 0 -1

1, 1 , -1, 1 4, -1, о, 1
5 L, , 1, -1. 1 5, 0, 1 0, 1
7 1, , 1, -1, -1, 1, -1 7, 0, - 1, 0, -1, 0, -1

11 1, 1, I, -1, -1, -1, 1, и, о, -1, 0, -1, 0, -1, 0,
-1 -1, 1, -1 -1, о, -1

13 1, , 1, 1, 1, -1. -1, 1, 1, 13, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1,
-1 1, -U 1 0, 1, 0 1

Для иллюстрации на рис. 3.7 приведен вид наиболее 
часто используемого 13-позиционного сигнала Баркера при 
даух способах кодирования, а также графическое представ­
ление его АКФ.
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Рис. 3.7. Сигнал Баркера при М = 13:
а — амплитудное кодирование; б — фазовое кодирование; в — автокорреля­
ционная функция

Отметим в заключение, что исследование некоторых А
свойств дискретных сигналов и их автокорреляционных решите задачу 9 
функций, проведенное в данной главе, имеет предваритель­
ный,'вводный характер. Систематическое изучение этого круга
вопросов будет предпринято в гл. 15.

3.4. Взаимокорреляционная функция 
двух сигналов

В ряде теоретических и прикладных разделов радиотех­
ники бывает удобным ввести особую характеристику сово­
купности двух сигналов — их взаимокорреляционную функ­
цию (ВКФ), которая единым образом описывает как различие 
в форме сигналов, так и их взаимное расположение на оси 
времени.

Принцип определения взаимокорреляшонной функции. Обоб­
щая формулу (3.15), назовем взаимокорреляционной функцией 
двух вещественных сигналов u(f) и v (t) скалярное произведе­
ние вида

Вт (т) = j и (t) v (t — т) dt. (3.32)

Целесообразность подобной интегральной характеристики 
сигналов видна из следующего примера. Пусть, например, 
сигналы u (Г) и v(t) в исходном состоянии ортогональны, 
так что

J u(t)i>(t)dt = O.

При прохождении этих сигналов через различные устрой­
ства возможно, что сигнал v(t) будет сдвинут относительно 
сигнала и (Г) на некоторое время т. Ясно, что ВКФ служит 
мерой «устойчивости» ортогонального состояния при сдвигах 
сигналов во времени.

Некоторые свойства взаимокорреляшонной функции. Если 
в формуле (3.32) заменить переменную интегрирования, введя
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Результаты расче­
та по формулам 
(3.32), (3.33) совпа­
дают, поскольку 
одно п то же вза-
имное положение 
сигналов будет до­
стигнуто как при 
сдвиге v(t) в сто­
рону запаздыва­
ния, так п при сдви­
ге u(t) и сторону 
опережения

х — t — т, так что dt = dx, то, очевидно, возможна и такая 
запись:

ВаЛ*) = J u(x + T)i?(x)dx. (333)

Поэтому

BUt) = BU-t)- (3.34)

В отличие от автокорреляционной функции одиночного 
сигнала, ВКФ, описывающая свойства системы двух неодина­
ковых сигналов, не является четной функцией аргумента т: 
ВиЛт)#Ви„(-т).

Если рассматриваемые сигналы имеют конечные энергии, 
то их взаимокорреляционная функция ограничена. Это 
утверждение следует из неравенства Коши — Буняковского: 

|Д.Л*)1 = 1(«, II и 

откуда

|ВиЛт)1 С ||и||.|| т||, (3.35)

так как сдвиг сигнала во времени не влияет на значение 
его нормы.

Следует обратить внимание на то, что при т = 0 значения 
ВКФ вовсе не обязаны достигать максимума.

Пример 3.7. Вычислить функцию Ви1) (т) для случая, когда сигнал 
и (t) — прямоугольный, a v (t) — треугольный видеоимпульс. Их ампли­
туды V и длительности Т одинаковы; в исходном состоянии 
(в отсутствие задержки) сигналы существуют на общем отрезке 
времени [О, Г].

При 0 < t < Т рассматриваемые сигналы описываются так: 
u(t)=U, i?(t) = l///T

Если г > 0, т. е. сигнал v (г) задержан во времени относитель­
но u(t), то

V2 т= —j(« - T)dz.

Определив безразмерный параметр Л = т/Тн проведя элементар­
ные выкладки, приходим к результату:
Bm(4) = (L'2T/2)(l-2T1+t1J). (3.36)

Если ж₽ г < 0, т. е. треугольный импульс опережает прямо­
угольный, то

TJ2 T-h|
В.ЛЧ= — f (r-|T|)dr,

* о
откуда О Т— |t| т

ДЛп)Ни2Т/2)(1-т12). (3.37)
Функция, вычисленная по формулам (3.36) и (3.37), изображена 

на рис. 3.8.
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Асимметрия графи­
ка вызвана тем, 
что площадь «пере­
крытия» данных 
нмнульсов изменя­
ется но-разному и 
зависимости от на­
правления сдвига

-1

Рис. 3.8. График взаимокорреляпиоииой функции прямоугольного и 
треугольного видеоимпульсов

Buv (т) = (Ч vt) = 2^" f 17 (to) (“Jdco 

•
изиимокорреляци- 
оииаи функции ди- 
скретпых сигналов

Связь ВКФ с взаимной спектральной плотностью. Выразим 
ВКФ двух сигналов через их спектральные характеристики. 
Методика рассуждений полностью повторяет ту, которая при­
менялась ранее при спектральном представлении автокорре­
ляционной функции одиночного сигнала. На основании обоб­
щенной формулы Рэлея

и, поскольку спектр смещенного во времени сигнала Ц (со) = 
= У (со) ехр (—j<or), то

В..(т) = 2^ f V fa} V* (со) е*" dco. (3.38)

Имея в ввду> что величина Wuv (со) = U (со) V* (со) есть 
взаимный энергетический спектр сигналов u (с) и v (t), опреде­
ленный в бесконечном интервале частот — оо < со < со, при­
ходам к выводу: взаимокорреляционная функция и взаимный 
энергетический спектр двух сигналов связаны парой преобра­
зований Фурье.

Обобщение иа случай дискретных сигналов. Пусть сигналы 
u (О н г(с) заданы в двскретной форме как совокупности 
отсчетов:

и = {..., U_b и0, «1. и2, ...}.

с = г-1, Оо, 01, 1>2*

следующих во времени с одинаковыми интервалами Т. По 
аналогии с автокорреляционной функцией одиночного сиг­
нала определим ВКФ двух дискретных сигналов по формуле 

Д.(»)= L «л-», О-39)
7=-<D

где п — целое число, положительное, отрицательное или нуль. 
Продемонстрируем вычисление этой функции на примере 

двух четырехпозициоиных сигналов Баркера: и — {1,1, 1, — 1}, 
г«{1, 1, -1, 1}.

Если п > 0, то сигнал v запаздывает относительно сигна­
ла и. Подобно тому как это делалось в предыдущем
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параграфе, составим таблицу, содержащую сигнал и н после­
довательность сдвинутых копий сигнала v:

...0 0 0 0 1 1 1

...0 0 0 01 1 -1

...0 0 0 0 0 1 1

...0 0 0 0 0 0 1

...0 0 0 0 0 0 0

-1 0 0 0 0 0...
1 0 0 0 0 0...

-1 1 0 0 0 0...
1-1 10 0 0...
1 1-110 0...

Вычисляя по формуле (3.39), получаем

решите задачу 10 Вт (0) = о, Вт (1) = з, (2) = 0, (3) = -1.

▲

Аналогично строим таблицу, отражающую сдвиги сигнала
в сторону опережения:

...0 0 0 0 1 1 1 -10 0 0

...0 0 0 0 1 1 - 1 10 0 0

... 0 0 0 1 1-1 1 0 0 00

... 0 0 1 1 -1 1 0 0 0 0 0

...0 11 -1 1 0 0 0 0 0 0

онная функция 
двух сигналов Бар­
кера

1 1 
т ? т,

3

1 3 л
-3-2-1 О ч

-1

Взаимокорреляцн-

и находим

Вт(~О = 1, АД-2) = 0, А„(-3) = 1.

Диаграмма, представляющая ВКФ этих двух сигналов, 
имеет несимметричный вид; максимум функции достигается 
при сдвиге сигнала v на одну позицию.

Результаты

ОО Распределение взаимной энергии двух сигналов по частотам описывается их 
взаимным энергетическим спектром.

О О Путем фильтрации соответствующих спектральных составляющих можно до­
биться приближенной ортогонализации сигналов.

С-О Распределение энергии сигнала по частотам устанавливает его энергетический 
спектр, равный квадрату модуля спектральной плотности.

О О Степень сходства сигнала и его копии, смещенной во времени, описывается 
автокорреляционной функцией (АКФ) сигнала.

ОО Энергетический спектр сигнала и его автокорреляционная функция взаимно 
связаны парой преобразований Фурье.

ОО Понятие автокорреляционной функции обобщается на случай многопозицион­
ных дискретных сигналов.

ОО Сигнал обладает хорошими корреляционными свойствами, если уровень боко­
вых лепестков АКФ значительно меньше уровня центрального лепестка.

ОО Преобразованием Фурье от взаимного энергетического спектра двух сигналов 
является их взаимокорреляционная функция.

Вопросы

1. Каков физический смысл взаимного 
энергетического спектра двух сигналов?

2. Каким условиям должна удовлетворять 
функция, описывающая взаимный энергети­

ческий спектр двух сигналов, для того, 
чтобы эти сигналы были ортогональными?

3. Может ли быть реализована ситуация, 
когда спектральные плотности двух сигналов 
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перекрываются и тем ие менее эти сигналы 
ортогональны?

4. Играет ли роль фаза спектральной 
плотности сигнала при определении его 
энергетического спектра?

5. Какая доля общей энергии прямоуголь­
ного видеоимпульса содержится в пределах 
первого (основного) лепестка спектральной 
диаграммы?

6. Каковы технические предпосылки вве­
дения понятия АКФ сигнала?

7. Каким должен быть энергетический 
спектр сигнала, обладающего узким основ­
ным лепестком АКФ?

Задачи

1. Докажите, что если и (г) и v (t) — ве­
щественные сигналы, то мнимая часть про­
изведения U (со) V* (со) есть нечетная функция 
частоты.

2. Исследуйте зависимость взаимного 
энергетического спектра двух одинаковых 
прямоугольных видеоимпульсов от г0:

V, »(«) »(0

f0

3. Найдите формуду, описывающую энер­
гетический спектр экспоненциального видео­
импульса вида u(t) = Vo ехр (—at) с (0.

4. Видеоимпульс гауссова типа задан 
функцией u(t) = 1/оехр(—6- 10|7г2).

Какая доля общей энергии этого импульса 
заключена в полосе частот 0 — 1.5 МГц?

5. Найдите эффективную ширину спектра 
экспоненциального видеоимпульса (см. задачу 
3), определив ее как полосу частот, в пре­
делах которой сосредоточено 90% энергии 
сигнала

6. Докажите, что АКФ экспоненциального 
видеоимпульса (см. задачу 3) описывается

Более сложные задания

11. Проведите экспд?иментальиое иссле­
дование автокорреляционной функции шести­
позиционного дискретного сигнала, у кото­
рого значения иа каждой из позиций явля­
ются случайными числами, с равной вероят­
ностью принимающими значения +1 или — 1. 
В качестве «датчика» случайного числа 
используйте результаты бросания монеты.

Изучите полученную АКФ, сравнивая ее 
с АКФ сигнала Баркера.

8. Какие ограничения можно наложить на 
вид АКФ сигнала?

9. В чем заключается принцип построения 
многопозиционного сложного сигнала?

18. Каким образом вводится дискретная 
АКФ многопозицнонного сигнала?

11- Назовите основное свойство сигналов 
Баркера. В чем заключается преимущество 
этих сигналов по сравнению с другими воз­
можными многопозицнонными сигналами?

12. Можно ли реализовать сигналы Бар­
кера с произвольно большим числом по­
зиций?

формулой

в.(t) = (Uo/a)ехр (-а 111).
7. Найдите АКФ сигнала s(t), спектраль­

ная плотность которого вещественна и 
сосредоточена в пределах области частот 
[<иь <!>;]:

8. Вычислите АКФ видеоимпульса тре­
угольной формы:

о т.

9. Найдите АКФ дискретного сигнала 
{1, 1, 1, —1, — 1, 1, 1]. Сравните полу­
ченный результат с автокорреляционной 
функцией семнпозициониого сигнала Баркера.

18. Вычислите ВКФ двух сигналов Бар­
кера со значениями М == 5 и М = 7.

Повторите эксперимент, взяв число пози­
ций достаточно большим (15—20). Сделайте 
вывод о возможных путях создания сложных 
сигналов с хорошими корреляционными 
свойствами при большом числе позиций.

12. Найдите и исследуйте ВКФ двух экс­
поненциальных сигналов u (t) — ехр(—at0a(0 
и i?(0 — ехр(— a2t)u(t} при a£ # а2.



Глава 4
Модулированные сигналы

Сигналы, поступающие из источника сообщений (микрофон, 
передающая телевизионная камера, датчик телеметрической 
системы), как правило, не могут быть непосредственно 
переданы по радиоканалу. Дело не только в том, что 
эти сигналы недостаточно великн по амплитуде. Гораздо 
существеннее их Относительная низкочастотнсстъ. Чтобы осу­
ществить Эффективную передачу сигналов в какой-либо сре­
де, необходимо перемести спектр этих сигналов из низко­
частотной области в область достаточно высоких частот. 
Данная процедура получила в радиотехнике название 
модуляция.

4.1. Сигналы с амплитудной модуляцией

модуляция

АМ-снгнал и «-о 
огибающая

Прежде чем изучать этот простейший вид модулиро­
ванных сигналов, рассмотрим кратко некоторые вопросы, 
касающиеся принципов модуляции любого вида.

Понятие несущего колебания. Идея способа, позволяю­
щего переносить спектр сигнала в область высоких частот, 
заключается в следующем. Прежде всего в передатчике фор­
мируется вспомогательный высокочастотный сигнал, назы­
ваемый несущим колебанием. Его математическая модель 
«HEc(0=/(t; °i> о2, ..., «т) такова, что имеется некоторая 
совокупность параметров а2, ...» Ощ, определяющих форму 
этого колебания. Пусть s (t) — низкочастотное сообщение, под­
лежащее передаче по радиоканалу. Если, по крайней мере, 
один из указанных параметров изменяется во времени про­
порционально передаваемому сообщению, то несущее колеба­
ние приобретает новое свойство — оно несет в себе, информа­
цию, которая первоначально была заключена в сигнале s(t).

Физический процесс управления параметрами несущего 
колебания и является модуляцией.

В радиотехнике широкое распространение получили систе­
мы модуляции, использующие в качестве несущего простое 
гармоническое колебание

«нес W = U cos (cot + <р), (4.1)

имеющее три свободных параметра V, со и ср.
Изменяя во времени тот или иной параметр, можно 

получать различные виды модуляции.
Привдип амплитудной модулями. Если переменной ока­

зывается амплитуда сигнала U(t), причем остальные два 
параметра со и ф неизменны^ то имеется амплитудная 
модуляция несущего колебания. Форма записи амштитудно- 
модулированиого, или AM-сигнала, такова; у 
“лм(0 = U(r)cos(m0t+<p0). •'«2)
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Осциллограмма AM-сигнала имеет характерный вид (см. 
рис. 4.1). Обращает на себя внимание симметрия графика 
относительно оси времени. В соответствии с формулой (4.2) 
AM-сигнал есть произведение огибающей U(t) н гармони­
ческого заполнения cos (соо1 4- <р0). В большинстве практически 
интересных случаев огибающая изменяется во времени 
гораздо медленнее, чем высокочастотное заполнение.

OI ибаюшая и за-
ио. шеиие

Рис. 4.1. АМ-снгналы при различных глубинах модуляции: 
а — неглубокая модуляция: б — глубокая модуляция; в — перемодуляция

При амплитудной 
модуляции пе уда­
ется обеспечить 
широкий динамиче­
ский диапазон пе­
редаваемых сигна­
лов

При амплитудной модуляции связь между огибающей 
U (t) и модулирующим полезным сигналом s(t) принято 
определять следующим образом:

Н/(0= ('„[II Ms(t)]. (4.3)

Здесь 17т — постоянный коэффициент, равный амплитуде не­
сущего колебания в отсутствие модуляции; М — коэффи­
циент амплитудной модуляции.

Величина М характеризует глубину амплитудной моду­
ляции. Смысл этого термина поясняется осциллограммами 
AM-сигналов, изображенными на рис. 4.1, а—в.

При малой глубине модуляции относительное изменение 
огибающей невелико, т. е. |Ms(t)| «с 1 во все моменты 
времени независимо от формы сигнала s(t).

Если же в моменты времени, когда сигнал s(t) достигает 
экстремальных значений, имеются приближенные равенства 

Msmax (t) st 1 или Msmin (t) =t — 1,

то говорят о глубокой амплитудной модуляции. Иногда 
вводят дополнительно относительный коэффициент модуля­
ции вверх

MB = (Umax-Um)/Um

н относительный коэффициент модуляции вниз

МИ = (Um -

AM-сигналы с малой глубиной модуляции в радио­
каналах нецелесообразны ввиду неполного нспользовання 
мощности передатчика. В то же время 100%-ная модуляция 

&
козффициен! ам- 
u.iiin.Tiioii мо «у.’я- 
ции

На принципах ам­
плитудной моду­
ляции построено 
большинство ради­
овещательных си­
стем

А
решите задачу 3

Если амплиту­
да увеличсвается 
вдвое, то мощность 
возрастает в четы­
ре раза



неремодуляцня

Однотопальпая 
модуляция симмет­
рична, т. е. Мв — 
= МЯ = М

Как известно, 
cosxcosy =
= ‘/j [COS(X + Я + 
+ cos (х - у)]
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вверх (1ИВ = 1) в два раза повышает амплитуду колебании 
прн пиковых значениях модулирующего сообщения. Дальней­
ший рост этой амплитуды, как правило, приводит к нежела­
тельным искажениям из-за перегрузки выходных каскадов 
передатчика.

Не менее опасна слишком глубокая амплитудная моду­
ляция вниз. На рис. 4.1, в изображена так называемая 
перемодуляция (Мн > 1). Здесь форма огибающей перестает 
повторять форму модулирующего сигнала.

Однотональиаи амплитудная модулями. Простейший АМ- 
сигнал может быть получен в случае, когда модулирую­
щим низкочастотным сигналом'\является гармоническое 
колебание с частотой П. Такой сигнал

WamW= lm[l +1ИС08(Ш 4-Ф0)]сО8(0)0Г + ф0) (4.4)

называется однотоналъным АМ-сигналом.
Выясним, можно ли такой сигнал представить как сумму 

простых гармонических колебаний с различными частотами. 
Используя известную тригонометрическую формулу произве­
дения косинусов, из выражения (4.4) сразу получаем

«ам(0= l'mcos(co0J + ф0) + cos [(со0 + П)t + фр + Фр] +

решите задачу 1

ф"-

+ Uy COS [(<оо - О) t + <р„ - Фо]. (4.5)

Формула (4.5) устанавливает спектральный состав одно­
тонального AM-сигнала. Принята следующая терминология: 
со0 — несущая частота, со0 + П — верхняя боковая частота, 
Юр — П — нижняя боковая частота.

Строя по формуле (4.5) спектральную диаграмму одио- 
тоиального AM-сигнала, следует прежде всего обратить 
внимание на равенство амплитуд верхнего и нижнего боко­
вых колебаний, а также на симметрию расположения этих 
спектральных составляющих относительно несущего коле­
бания.

Энергетические характеристики AM-сигнала. Рассмотрим 
вопрос о соотношении мощностей несущего и боковых 
колебаний. Источник одиотоиального AM-сигнала эквивален­
тен трем последовательно включенным источникам гармони­
ческих колебаний:

мнес(0 = VmCOS((»ot + фо),

квв(0 = 2~—cos [(о>о + £2)t + фр + Фр],

«НВ (0 = COS [(о>„ - Я) t + фо - Фо].

Положим для определенности, что это источники ЭДС, 
соединенные последовательно и нагруженные на единичный 
резистор. Тогдв мгновенная мощность AM-сигнала будет 
численно равна квадрату суммарного напряжения:
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Рам (0 “^ам — + и2вь + м2нб + 2ннесмвб +

+ 2uHECuHB + 2«ВБиНБ- (4.6)

Чтобы иайти среднюю мощность сигнала, величину p(t) 
необходимо усреднить по достаточно большому отрезку 
времени Т:

1 г
<Рам> = lirn -= f p(t)dt.

Т-»со 1 0

Легко убедиться в том, что при усреднении все взаим­
ные мощности дадут нулевой результат,- поэтому средняя 
мощность AM-сигнала окажется равной сумме средних 
мощностей несущего и боковых колебаний:

U2 и2м2
<Рам> = <Рнес> + {<Рвв> + <Рнб>] = —• (4.7)

Отсюдв следует, что
Крвб^ + <Рнб>]ЛРнес)^= (4.8)

Так, даже при 100 %-ной модуляции (М = 1) доля мощ­
ности обоих боковых колебаний составляет всего лишь 
50% от мощности немодулироваиного несущего колебания. 
Поскольку информация о сообщении заключена в боковых 
колебаниях, можно отметить неэффективность использования 
мощности при передаче АМ-снгнала.

Амплитудная модуляция при сложном модулирующем 
сигнале. На практике однотоиальные АМ-сигиалы исполь­
зуются редко. Гораздо более реален случай, когдв моду­
лирующий низкочастотный сигнал имеет сложный спектраль­
ный состав. Математической моделью такого сигнала 
может быть, например, тригонометрическая сумма

s(t)= £ oqcos (Пд + Ф(). (4.9)
i-i

Здесь частоты П/ образуют упорядоченную возрастающую 
последовательность Пх < П2 < ... < QN, в то время как 
амплитуды а, и начальные фазы Ф,- произвольны.

Подставив формулу (4.9) в (4.3), получим
N

Чм(0=Ь'„[1+ £ 1Иа/со8(Пд + Ф()]со8(со01 + фо)- (4.10)
i=l

Введем совокупность парциальных (частичных) коэффициен­
тов модуляции

Mi = Mat (4.11)

и запишем аналитическое выражение сложномодулирован- 
ного (многотонального) АМ-сигиала в форме, которая 
обобщает выражение (4.4):

N
uamW = ит [1 + £ М, cos (П/ + Ф,)] cos (ад + <р0). (4.12)

i-1

В выражении (4.6) 
присутствуют как 
собственные мощ­
ности источников, 
так п взаимные 
мощности, пропор­
циональные попар­
ным произведе­
ниям мгновенных 
напряжении

▲
решите задачу 5

В отличие от ряда 
Фурье частоты Ц. 
не обязаны быть 
кратными Друг 
другу

парциальные коэф­
фициенты модуля­
ции
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Спектральное разложение проводится так же, как и для о дно- 
тональиого АМ-сигиала:

«ам (*) = UMcos(co0t + ф0) +

N

++ Фо + Ф«] (443)

На рис. 4.2, а изображена спектральная диаграмма 
модулирующего сигнала s(t), построенная в соответствии 
с формулой (4.9). Рис. 42,6 воспроизводит спектральную 
диаграмму многотональиого AM-сигнала, отвечающего этому 
модулирующему колебанию.

Рис. 4.2. Спектральные диаграммы;
а — модулирующего сигнала; 6 — AM-сигнала при многотональной модуляции

структура спектра 
сигнала с ампли­
тудной модуляцией

Итак, в спектре сложномодулированного АМ-снгнала, 
помимо несущего колебания, содержатся группы верхних и 
нижних боковых колебании. Спектр верхних боковых колеба­
ний является масштабной копией спектра модулирующего 
сигнала, сдвинутой в область высоких частот иа величину 
соо. Спектр нижних боковых колебаний также повторяет 
спектральную диаграмму сигнала s(t), ио располагается зер­
кально относительно несущей частоты <в0.

Из сказанного следует важный вывод: ширина спектра АМ- 
сигнала равна удвоенному значению наивысшей частоты в 
спектре модулирующего низкочастотного сигнала.

Пример 4.1. Оценить число вещательных радиоканалов, котсрыв 
можно разместить в диапазоне частот от 0.5 до 13 МГц 
(примерные границы средневолнового вещательного диапазона).

Для удовлетворительного воспроизведения сигналов радиовеща­
ния необходимо воспроизводить звуковые частоты от 100 Гц до 
12 кГц. Таким образом, полоса частот, отводимая одному АМ- 
каналу, равна 24 кГц. Чтобы избежать перекрестных помех между 
каналами, следует предусмотреть защитный интервал шириной в 
1 кГц. Поэтому допустимое число каналов W = (1.5—0.5)-10в/(25-103) = 
— 40.

1 кГц

■■I
24 кГц
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Амплитудно-манипулмрованные сигналы. Важным классом 
многотональных AM-сигналов являются так называемые 
манипулированные сигналы. В простейшем случае это — 
последовательности радиоимпульсов, отделенных друг от друга 
паузами. Такие сигналы используются в радиотелеграфии и в 
системах передачи дискретной информации по радиоканалам.

Если s(t) — функция, в каждый момент времени принимаю­
щая значение либо 0, либо 1, то амплитудио-манипулиро- 
ванный сигнал представляется в виде

UMaH(t) = ^«S(t)COS((0ot + Фо)- (414)

Осциллограмма 
амплитудно-мани- 
пулированного сиг- 
пала

Пусть, например, функция s(t) отображает периодическую 
последовательность видеоимпульсов, рассмотренную в при­
мере 2.1 (см. гл. 2). Считая, что амплитуда этих импуль­
сов А = 1, на основании (4.14) имеем при <р0 — 0:

(4.15)

где q — скважность последовательности.
Векторная диаграмма AM-сигнала. Иногда полезным может 

оказаться графическое изображение AM-сигнала посредством 
суммы векторов, вращающихся в комплексной плоскости.

Для простоты рассмотрим одиотоиальную модуляцию. 
Мгновенное значение несущего колебания ^нес(0 = 
~ C„cos(co0t + <р0) есть проекция неподаижного во времени 
вектора &нес = втехр(/<р0) на ось отсчета углов, которая 
вращается вокруг начала координат с угловой скоростью 
со0 в направлении часовой стрелки (рис. 4.3).

Верхнее боковое колебание отображается на диаграмме 
вектором Сгвб длиной причем его фазовый угол при

Амплитудно-манн- 
пулироваппому сиг­
налу присущи все 
особенности АМ- 
сигпала со слож­
ной модуляцией. 
Однако, но край- 
пен мере теорети­
чески, спектр та­
кого сигнала про­
стирается неогра­
ниченно широко

Рис. 4.3. Векторные диаграммы однотоиального АМ-сигнала: 
а — при t = О; б- при г > О

о
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-ф»

AJ__
Векторные диа­
граммы АМ-снгна- 
ла в четыре после­
довательные мо­
мента времени

решите задачи 2 и 4

(О

соо — £1 <д0 ш0 + £1

t = 0 равен сумме начальных фаз несущего и модулирующе­
го сигналов [см. формулу (4.5)]. Такой же вектор для 
нижнего бокового колебания отличается лишь знаком в выра­
жении для его фазового угла. Итак, на комплексной 
плоскости необходимо построить сумму трех векторов 

ит=и^’-, йВБ=и^<^^; ит = ит^^>.

Легко видеть, что эта сумма будет ориентирована вдоль 
вектора 17нес. Мгновенное значение AM-сигнала при г = О 
окажется равным проекции конца результирующего вектора 
на горизонтальную ось (рис. 4.3, а).

С течением времени, помимо отмеченного вращения оси 
отсчета углов, будут наблюдаться следующие трансформа­
ции чертежа (рис. 4.3,6): 1) вектор (7ВБ будет вращаться 
вокруг точки своего приложения с угловой скоростью Q 
в направлении против часовой стрелки, поскольку фаза 
верхнего бокового колебания (со0 + Q) t + ф0 + Фо возрастает 
быстрее фазы несущего сигнала; 2) вектор Сгнб будет’вра­
щаться также с угловой скоростью Ц но в противополож­
ном направлении.

Строя суммарный вектор и проецируя его на ось 
отсчета углов, можно найти мгновенные значения мдм(0 в 
любой момент времени.

Балансная амплитудная модуляция. Как было показано, зна­
чительная доля мощности обычного AM-сигнала сосредото­
чена в несущем колебании. Для более эффективного исполь­
зования мощности передатчика можно формировать АМ-сиг- 
налы с подавленным несущим колебанием, реализуя так 
называемую балансную амплитудную модуляцию. На основа­
нии формулы (4.4) представление одиотоиального АМ-сигнала 
с балансной модуляцией таково:

кбм (0 = tUHcos(Qr + Фо)со8((0оГ + ф0) =

= ——cos Е(шо + О) t + фо + Фо] +

+ ^^cos [(со0 - Я) г + Фо - Фо]- (4.16)

Осциллограмма 
сигпала с баланс­
ной модуляцией

Имеет место перемножение двух сигналов — модулирую­
щего и несущего. Колебания вида (4.16) с физической точки 
зрения являются биениями двух гармонических сигналов с 
одинаковыми амплитудами U^f/2 и* частотами, равными 
верхней и нижней боковым частотам.

При многотональной балансной модуляции аналитическое 
выражение сигнала принимает вид

N
«БМ W =1/1U„ £ Mt COS [(со0 + ед t + Фо + ФД +

f= 1

биения
N

+ £ м, cos [(«>„ - ед t + фо - ф,] . (4.17)
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Как и при обычной амплитудной модуляции, здесь 
наблюдаются две симметричные группы верхних и инжних 
боковых колебаний.

Если рассмотреть осциллограмму биений, может показать­
ся неясным, почему в спектре этого сигнала нет несущей 
частоты, хотя налицо присутствие высокочастотного запол­
нения, изменяющегося во времени именно с этой часто­
той.

Дело в том, что при переходе огибающей биений 
через нуль фаза высокочастотного заполнения скачком из­
меняется на 180°, поскольку функция со§(Пг + Ф0) имеет 
разные знаки слева и справа от нуля. Если такой 
сигнал подать на высокодобротиую колебательную систему 
(например, LC-коитур), настроенную иа частоту со0, го 
выходной эффект будет очень мал, стремясь к нулю при 
возрастании добротности. Колебания в системе, возбужден­
ные одним периодом биений, будут гаситься последующим 
периодом. Именно так с физических позиций принято рас­
сматривать вопрос о реальном смысле спектрального 
разложения сигнала. К этой проблеме вернемся вновь в гл. 9.

Однополосная амплитудная модуляция. Еще более интерес­
ное усовершенствование принципа обычной амплитудной 
модуляции заключается в формировании сигнала с подав­
ленной верхней или нижней боковой полосой частот.

Сигналы с одной боковой полосой (ОБП-или SSB-сигналы— 
от англ, single sideband) по внешним характеристикам 
напоминают обычные AM-сигналы. Например, одиотоиаль- 
ный ОБП-сигнал с подавленной нижней боковой частотой 
записывается в виде

Балансная ампли­
тудная модуляции, 
несмотря на свои 
достоинства, пе на­
шла широкого нрн- 
меиения в технике 
радиовещания п 
связи

«ОБП (0 = Um cos (со0г + ф0) + cos [(со0 + Q) t + Фо + Фо].
Снектр однополос- 
пого сигнала

Проводя тригонометрические преобразования, получаем

«обп(0 = C/mcos(co0t + ф0) + os(Qt+ <J>o)cos(co0t + фо) —

- ^^-sin(Qt + фо)5ш((0оГ + Фо) =

= <4^1 + yCOS(Q/ 4- Фо)^СО8(С0оГ + Фо) -

- -U^-an(Qt + фо)8т(юог + ф0).

Два последних слагаемых представляют собой произведе­
ние двух функций, одна из которых изменяется во вре­
мени медленно, а другая — быстро. Принимая во внимание, 
что «быстрые» сомножители находятся по отношению друг 
к другу во временной квадратуре, вычисляем медленно 
изменяющуюся огибающую ОБП-сигиала:

Векторная диа­
грамма двух сиг­
налов, находящих­
ся в квадратуре
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Основное преиму­
щество ОБП-сиг- 
палов — двукрат­
ное сокращение по­
лосы занимаемых 
частот, что оказы­
вается существен­
ным для частотно­
го унлотнения ра­
диоканалов, напри­
мер, нрн связи на 
коротких волпах в 
условиях предель­
ной загруженности 
частотного диапа­
зона

Qi
п .л

Рис. 4.4. Огибающие однотоиальных модулированных сигнале» при 
М = 1:
I — ОБП-сигнала; 2 — обычного АМ-сигнала

<7(г) = 1/Г1 + yCOsfQz +Ф0)1 + —-sin2(Q/+ Ф0) =

©о

Снектр одионолос- 
ного сигнала с по­
давленной песущей 
частотой

= Um |/1 + Mcos(Qz + Фо) + —. (4.18)

График огибающей ОБП-сигнала, рассчитанный по фор­
муле (4.18) при М = 1, изображен на рис. 4.4. Здесь же для 
сравнения построена огибающая обычного однотоиального 
АМ-сигиала с тем же коэффициентом модуляции.

Сравнение приведенных кривых показывает, что непосред­
ственная демодуляция ОБП-сигнала по его огибающей будет 
сопровождаться значительными искажениями.

Дальнейшим усовершенствованием систем ОБП является 
частичное или полное подавление несущего колебания. При 
этом мощность передатчика используется еше более эф­
фективно.

4.2. Сигналы с угловой модуляцией

полная фаза

Будем изучать модулированные радиосигналы, которые 
получаются за счет того, что в несущем гармониче­
ском колебании иНЕС (г) — Um cos (cot + <р) передаваемое сооб­
щение s(t) изменяет либо частоту со, либо начальную фазу <р; 
амплитуда U* остается неизменной. Поскольку аргумент 
гармонического колебания ф(г) = cot + <р, называемый полной 
фазой, определяет текущее зиачеиие фазового угла, такие 
сигналы получили название сигналов с угловой модуляцией.

Вады угловой модулями. Предположим вначале, что пол­
ная фаза ф(г) связана с сигналом s(t) зависимостью 

ф(г) = со0И-МО, (4.19)

где со0 — значение частоты в отсутствие полезного сигнала; 
к — некоторый коэффициент пропорциональности. Модуля- 

ф цию, отвечающую соотношению (4.19), называют фазовой
фазовая модуля- модуляцией (ФМ).
ция «фм (0 = Um cos [co0t + ks (t)]. (4.20)
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I — модулирующий низкочастотный сигнал; 2 — смодулированное гармони­
ческое колебание; 3 — сигнал с фазовой модуляцией

Если сигнал s(t) = O, то ФМ-колебание является простым 
гармоническим колебанием. С увеличением значений сигнала 
s(t) полная фаза ф(г) растет во времени быстрее, чем по 
линейному закону. При уменьшении значений модулирующего 
сигнала происходит спад скорости роста ф(г) во времени. 
На рис. 4.5 показано построение графика ФМ-сигнала.

В моменты времени, когда сигнал s(t) достигает экстре­
мальных значений, абсолютный фазовый сдвиг между ФМ- 
сигналом и смодулированным гармоническим колебанием 
оказывается наибольшим. Предельное значение этого фазо­
вого сдвига называют девиацией фазы Дф. В общем случае, 
когда сигнал s(t) изменяет знак, принято различать 
девиацию фазы вверх Дф„ = и девиацию фазы вниз
Дфм — ksm-m.

На векторной диаграмме изображающий вектор постоян­
ной длины будет совершать вращение с непостоянной 
угловой скоростью. Мгновенная частота co(t) сигнала с 
угловой модуляцией определяется как первая производная 
от полной фазы по времени:

со(0 = -£, (4.21) 

так что
t

ф(0 = J со (т) dr + const. (4.22)

При частотной модуляции сигнала (ЧМ) между величи­
нами s(t) и со (г) имеется связь вида

©(f) = ©о + ks(t). (4.23)

девиация фазы

мгновенная часто­
та

частотная модуля­
ция

Поэтому

“чмЮ = l/_cos[<o0t + к f s(T)dz]. (4.24)
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Осциллограмма 
типичного сигнала 
с угловой модуля­
цией

индекс угловой мо­
дуляции

А
решите задачи 6 
и 7

отличие между 
ЧМ- и ФМ-сигна- 
лами

Естественными параметрами ЧМ-сигиала общего вида в 
соответствии с формулой (4.23) являются девиация частоты 
вверх Дсов = кепи и девиация частоты вниз Дсов = ksm-m.

Если s (t) — достаточно гладкая функция, то внешне 
осциллограммы ФМ- и ЧМ-сигналов не отличаются. Однако 
имеется принципиальная разница: фазовый сдвиг между ФМ- 
сигналом н немодулированным колебанием пропорционален 
s(t), в то время как для ЧМ-сигиала этот сдвиг про­
порционален интегралу от передаваемого сообщения.

Однотональные сигналы с угловой модуляцией. Анализ 
ФМ- и ЧМ-сигналов с математической точки зрения 
гораздо сложнее, чем исследование AM-колебаний. Поэтому 
основное внимание будет уделено простейшим одиотоиальиым 
сигналам.

В случае одиотоиального ЧМ-сигнала мгновенная частота 

со (г) = со0 4- Acocos(Q/ + Фо),

где Дсо — девиация частоты сигнала. На основании формулы 
(4.22) полная фаза такого сигнала 

ф(г) = со0г + ^'-sin(Qz + Фо) + Фо,

где фо — некоторый постоянный фазовый угол. 
Отсюда видно, что величина

| т = Дсо/О,' (4.25)

называемая индексом одиотональной угловой модуляции, 
представляет собой девиацию фазы такого сигнала, выра­
женную в радианах.

Для краткости положим, что неизменные во времени 
фазовые углы ф0 — Фо = О, и выразим мгновенное значе­
ние ЧМ-сигнала в виде
ичм (0 = Um cos (co0t + т sin Qt). (4.26)

Аналитическая форма записи одиотоиального ФМ-сигиала 
будет аналогичной. Однако нужно иметь в виду следую­
щее: ЧМ- и ФМ-сигналы ведут себя по-разному прн измене­
нии частоты модуляции и амплитуды модулирующего 
сигнала.

При частотной модуляции девиация частоты Дсо про­
порциональна амплитуде низкочастотного сигнала. В то же 
время величина Дсо-не зависит от частоты модулирующего 
сигнала. В случае фазовой модуляции ее индекс т оказы­
вается пропорциональным амплитуде низкочастотного сигнала 
независимо от его частоты. Как следствие этого, девиация 
частоты прн фазовой модуляции в соответствии с фор­
мулой (4.25) линейно увеличивается с ростом частоты.

Прамер 4.2. Радиостанция, работающая в УКВ-диапазоне с 
несущей частотой f0 = 80 МГц, излучает ФМ-сигнал, промодули- 
рованный частотой F = L5 кГц. Индекс модуляции m = L2. Найти 
пределы., в которых изменяется мгновенная частота сигнала.
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Математическая модель сигнала имеет вид

u{t) = U„,cos[2n-8-107t + 12sin(2ic* 1.5-Ю*Г)].

Девиация частоты составит А/ = mF = 1.8-105 = 180 кГц.
Таким образом, при модуляции мгновенная частота сигнала 

изменяется в пределах от /ш!п = 80 — 0.18 = 79.82 МГп до 
умя = 80 + 0.18 = 80.18 МГц.

Свектральное разложение ЧМ- и ФМ-смгналов при малых 
индексах модуляции. Задачу о представлении сигналов с угло­
вой модуляцией посредством суммы гармонических колеба­
ний несложно решить в случае, когда т -с 1. Для этого 
преобразуем формулу (4.26) следующим образом:

и (t) = Um cos (co0t + tn sin Ql) = U„ cos (m sin Qt) cos co0t —

— ит sin (m sin J}/) sin coot. (4.27)

Поскольку индекс угловой модуляции мал, воспользуемся 
приближенными равенствами

cos (m sin ОД » 1; sin (т sin ОД % т sin ОД

На основании этого из равенства (4.27) получаем

ntU mU
и (г)» U„ cos co0r + —2^cos (со0 + П) t------ -cos (го0 — П) t. (4.28)

Таким образом, показано, что при т -с 1 в спектре 
сигнала с угловой модуляцией содержатся несущее колеба­
ние и две боковые составляющие (верхняя и нижняя) иа 
частотах со0 + Q и со0 — Q. Индекс т играет здесь такую же 
роль, как коэффициент амплитудной модуляции М [ср. с 
формулой (4.5)]. Однако можно обнаружить и существенное 
различие спектров AM-сигнала и колебания с угловой моду­
ляцией. Для спектральной диаграммы (рис. 4.6, о), построенной 
по формуле (4.28), характерно то, что нижнее боковое коле­
бание имеет дополнительный фазовый сдвиг на 180°.

Как следствие этого, сумма векторов, отображающих 
оба боковых колебания (рис. 4.6,6), всегда перпендикулярна 
вектору Снес- С течением времени вектор Сх будет «качать­
ся» вокруг центрального положения. Незначительные изме­
нения длины этого вектора обусловлены прилиженным
характером анализа, и при 
пренебречь.

180° 0—I— —I—
ш0 - £1 <о0 ш0 + п

Колебания, харак­
теризуемые усло­
вием т <к1, приня­
то называть узко­
полосными ЧМ- 
нлм ФМ-снгналамиочень малых m ими можно

Рис. 4.6. Диаграммы сигнала с угловой модуляцией при т<1: 
а ~~ спектральная; б — векторная
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Более точный вид 
снектральноп диа­
граммы

▲

решите задачу 11

Векторные диа­
граммы сигнала с 
угловой модуляци­
ей в четыре после­
довательные мо- 
мавга времени

X

Более то*иьй анализ сиектральиого состава сигналов с угло­
вой модуляцией. Можно попытаться уточнить полученный 
результат, воспользовавшись двумя членами ряда в разло­
жении гармонических функций малого аргумента. При этом 
формула (427) будет выглядеть так: 

и(Г)~ £4,(1 — sin2 fh) cos Wot—

— £/M(msinQt — 1/6m3 sin3 Qi) sin co0t.

Несложные тригонометрические преобразования приводят к 
результату:

u(t) = £4,(1 — w^^coscoot + £4,m(l — m2/8) х

х [cos(co0 + Q)t — cos(co0 — Q)t] + Um(m2/8) x

x [cos(co0 + 2Q)t + cos((Do — 2Q)t] +

+ £/m(m3/48)[cos(co0 4- 30) r — cos(co0 — 3£2)r]. (4.29)

Эта формула свидетельствует о том, что в спектре 
сигнала с одиотональиой угловой модуляцией, помимо 
известных составляющих, содержатся также верхние и иижние 
боковые колебания, соответствующие гармоникам частоты 
модуляции. Поэтому спектр такого сигнала сложнее спектра 
аналогичного AM-сигнала. Отметим также, что возникно­
вение новых спектральных составляющих приводит к пере­
распределению энергии по спектру. Так, из формулы (4.29) 
видно, что с ростом т амплитуда боковых составляющих 
увеличивается, в то время как* амплитуда несущего колеба­
ния уменьшается пропорционально множителю (1 — т2/4).

Снектр сигнала с угловом модуляцией при произвольном 
значении индекса. Для простейшего случая одиотонального 
ЧМ- или ФМ-сигнала можно найти общее выражение 
спектра, справедливое при любом значении индекса модуля­
ции т.

В разделе курса математики, посвященном специальным 
функциям, доказывается, что экспонента ехр (jm sin х) с мнимым 
показателем специального вида, периодическая на отрезке 
—я<х<я, разлагается в комплексный ряд Фурье:

e>sinx = £ Jk(mfejkx, (4.30)
k=-cc

где tn — любое вещественное число; — функция Бесселя
k-ro индекса от аргумента т.

Сравнивая формулы (4.30) и (4.27), а также подставляя 
х = Qt, перепишем последнюю нз указанных формул так: 

u(r) = UMRe(^“o'eft"slIini) = t^»iRe(^“0' f (4.31)

Отсюда получаем следующую математическую модель ЧМ- 
или ФМ-сигиала с любым значением индекса модуляции: 

и (t) = U„ £ Jk (m) cos (со0 + kQ) t.
*=-«>

(4.32)
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Рис. 4.7. Графики функции Бесселя 72(ш) и Jj6(m)

Спектр одиотонального сигнала с угловой модуляцией в 
общем случае содержит бесконечное число составляющих, 
частоты которых равны со0 ± к£1; амплитуды этих составляю­
щих пропорциональны значениям Jk(m).

В теории функций Бесселя доказывается, что функции с 
положительными и отрицательными индексами связаны 
между собой:

характер спектра 
однотонального си­
гнала с угловой 
модуляцией

Поэтому начальные фазы боковых колебаний с часто­
тами со0 + к£1 н coo — W2 совпадают, если к — четное число, 
и отличаются иа 180°, если к — нечетное.

Для детального анализа и построения спектральных 
диаграмм необходимо знать поведение функции Jk(m) при 
различных m в зависимости от к. На рис. 4.7 приведены 
1рафики двух функций Бесселя, существенно различающихся 
своими индексами.

Можно заметить следующее: чем больше индекс функции 
Бесселя, тем протяженнее область аргументов, при которых 
эта функция очень мала. Этот факт отображает табл. 4.1.

Табл. 4.1 совместно с формулой (4.32) позволяет построить 
типичные спектральные диаграммы сигнала с одиотональной 
угловой модуляцией при не слишком больших значениях 
индекса т (рис. 4.8).

Важно отметить, что с ростом индекса модуляции расши­
ряется полоса частот, занимаемая сигналом. Обычно пола­
гают, что допустимо пренебречь всеми спектральными состав­
ляющими с номерами k>m+ 1. Отсюда следует оценка 
практической ширины спектра сигнала с угловой модуля­
цией (с-1):

практическая ши­
рина спектра ЧМ- п 
ФМ-сигналов

Ппрагг — 2(wi + 1)0. (4.33)

Как правило, реальные ЧМ- и ФМ-сигиалы характе­
ризуются условием т » 1. В этом случае

Пфагг 2wi£J » 2 Д<о. (4.34) решите задачу



102 Глава 4. Модулированные сигналы

Сигналы с угловой 
модуляцией часто 
используются в си­
стемах нысокока- 
чественного радио­
вещания УКВ-дна- 
пазона

Здесь выделена об­
ласть, в которой 
функции Бесселя 
становятся прене­
брежимо малыми

Таким образом, сигнал с угловой модуляцией занимает 
Полосу частот, приблизительно равную удвоенной девиации 
частоты.

Как было выяснено, для передачи амплитудио-модули- 
рованного сигнала требуется полоса частот, равная 20, 
т. е. в т раз меньшая. Большая широкополосность ЧМ- 
и ФМ- сигналов обусловливает их применимость для целей 
радиосвязи лишь на очень высоких частотах, в диапазонах 
метровых и более коротких воли. Однако именно широкополос­
ность приводит к гораздо большей помехоустойчивости 
сигналов с угловой модуляцией по сравнению с АМ-си- 
гиалами. Сравнительный анализ помехоустойчивости различ­
ных видов модуляции будет детально проведен в гл. 16.

Как отмечалось, рост индекса модуляции приводит к 
перераспределению мощности в спектре модулированного 
сигнала. В частности, если значение т выбрано таким, что

сятельиом масштабе)
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Jo (m) = 0, то несущее колебание на частоте <о0 в спектре 
будет отсутстствовать. Значения т, являющиеся корнями 
данного уравнения, образуют бесконечную возрастающую 
последовательность чисел т* (v = l, 2,...—номер корня). 
Приведем для справок табл. 4.2.

Таблица 4.2 Корни уравнения Jo(nj) = 0

V > 2 3 4’ 5 6 7

tnv 2.405 5.520 8.654 11.792 14.931 18.071 21.212

Пример 4.3, Однотоналъный ЧМ-сигнал имеет девиацию частоты 
Д/ г= 240 кГц. Найти частоты модуляции F, при которых несущее 
колебание в спектре сигнала будет отсутствовать.

Индекс, модуляции tn — iuofil^bf/F, т. е. частота модуляции 
F ='Д//т. Обращаясь к табл. 4.2, находим последовательность 
частот, удовлетворяющую поставленному условию: = 240/2.405 =
==99.792 кГц, Г2 = 240/5.520 = 43.474 кГц, F3 = 240/8.654 = 
= 27.732 кГц н.т.д..

Угловая модуляция при негармовдческом модулирующем 
сигнале. Интересная особенность колебаний с угловой мо­
дуляцией проявляется в случае; когда модулирующий сигнал 
не является гармоническим. Рассмотрим для простоты сигнал, 
промодулированный лишь двумя низкими частотами:

и(г) = Umcos(<o0t + mi smftit + т2 sinf)2t) =

= Umcos(mi sinQit + m2 sinQ2t)cosco0t —

— Umsin(mi sinQjt + m2 sinQ20sincooL (4.35)

Положим, что парциальные индексы модуляции mi и m2 
малы настолько, что можно пользоваться приближенными 
выражениями для косинуса н синуса: cosx% 1 —х2/2; sinxssx.

Выполнив несколько громоздкие, но вполне элементарные 
тригонометрические преобразования, представим исходный 
сигнал в виде суммы

м(Г) = <Лн[1 — (ml + »d)/4]cosc)o*+ Uw[cos(co0+Oi)1 -

— cos (coo — ^t) + 1/а«2 [cos (coo + ^2) t —
- COS(COo - ^2)G + VsWl^mtcOSfCOo + 2Q2)f + 

+ cos(<o0 — 2Qi)t] + 1/8n^Um[cos(<o)0 + 2Q2)t +

+ COS(C00 — 2Q2) t] + 1/2’*t’’’2Um[cOS(<Oo + Hl —О2И +

+ cos(<o0 — Hi + — cos(co0 + Hi + Ог)1 —

-cos(co0 - Й! -QJt]. (4.36) -

Спектральная диаграмма такого двухтональиого сигнала 
изображена на рнс. 4.9.

Следует обратить внимание на то, что в спектре рас­
сматриваемого сигнала, помимо частот соо ± ©0 ± П2,
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решите задачу 17

Не следует смеши­
вать термины «не­
линейная модуля­
ция» и «нелинейная 
электрическая 
цепь»

Рнс. 4.9. Спектральная диаграмма сигнала с двухтональной угловой, 
модуляцией при малых значениях парциальных индексов модуляции 
mi н т2

со0 + 2ПЬ со0 + 2Q2> присутствуют так называемые комбина­
ционные частоты со0 + с четырьмя возможными знака­
ми. Амплитуды этих составляющих зависят от произве­
дения парциальных индексов модуляции.

Можно показать, что в общем случае, когда угловая 
модуляция осуществляется группой низкочастотных колеба­
ний с частотами Q2t...,QN и парциальными индек­
сами mb m2,...,mN соответственно, спектральное представ­
ление сигнала таково:

u(t)=V„ f . f ... f ЛДтОЛДт;)... x

Л, = — co kj = — cc fcjy = — co

x cos(cuo + kjtti + k2Q2 + ... + (4.37)

Таким образом, прн прочих равных условиях спектр 
колебания со сложной угловой модуляцией гораздо богаче 
спектра аналогичного AM-сигнала. Подчеркивая взаимодей­
ствие отдельных составляющих модулирующего сигнала, 
угловую модуляцию, в отличие от амплитудной, иногда 
называют модуляцией нелинейного типа.

4.3. Сигналы с внутриимпульсной частотной 
модуляцией

В настоящем параграфе будут изучаться спектральные и 
корреляционные свойства особого класса модулированных 
сигналов, получивших в последнее время широкое распро­
странение в радиолокации. Эти сигналы отличаются от 
обычных радиоимпульсов тем, что нх высокочастотное 
заполнение имеет переменную частоту. Чаще всего исполь­
зуется внутрнимпульсная частотная модуляция с линейным 
законом изменения мгновенной частоты во времени.'

Прннцнн линейной частотной модуляции (ЛЧМ). Рассмотрим 
радиоимпульс с огибающей прямоугольной формы. Будем 
полагать, что частота заполнения линейно нарастает от начала 
импульса к его концу. Конкретизируя математическую
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модель сигнала, предположим, что его длительность равна 
ти, причем точка t = 0 соответствует середине импульса, а 
мгновенная частота изменяется во времени по закону 

|со(г) =сй0 + рг. | (4.38)

Здесь со0 — несущая частота; р — параметр с размерностью 
с-2, равный скорости изменения частоты во времени.

Легко видеть, что за время, равное длительности импуль­
са, девиация частоты

Дсо — рти. (4.39)

Полная фаза сигнала

ф (t) = co0t + pt1/2. (4.40)

Итак, будем называть радиоимпульсом с линейной частот­
ной модуляцией, или ЛЧМ-илотульсоти, сигнал, представляемый 
следующей математической моделью:

Г 0, t < —ти/2,

«лчм(0=Л Umcos(co0t + P^/2), —ти/2 < t < т„/2,
t 0, г > ти/2 (4.4D

Замечательное свойство Л ЧМ-сигналов, определяющее их 
практическую значимость, состоит в следующем. Предполо­
жим, что имеется некоторое физическое устройство, осу­
ществляющее задержку сигналов, подаваемых на его вход. 
Если время задержки зависит от частоты сигналя, причем 
с ростом частоты это время уменьшаетсв, то прн 
определенных условиях, подавая на вход такого устройства 
Л ЧМ-импульс большой длительности, можно добиться сущест­
венного «сжатия» его во времени. Этот эффект обусловлен 
тем, что на выходе устройства задержки одновременно 
будут появляться составляющие как более низкочастотные, 
относящиеся к началу импульса, так и более высоко­
частотные, наблюдаемые в его конце.

Подробный анализ устройств сжатия, позволяющий оце­
нить количественную сторону явления, а также выяснить, 
например, форму выходного сигнала, будет проведен в 
гл. 16 при обсуждении методов оптимального выделения 
сигналов на фоне помех.

Спектр прямоугольного ЛЧМ-нмпульса. В § 4.2 при рас­
смотрении спектральных характеристик ЧМ-сигнала, промоду- 
лированного двумя колебаниями низкой частоты, было по­
казано, что спектр такого сигнала имеет сложную структуру 
из-за перекрестного влияния отдельных спектральных состав­
ляющих. Все это в полной мере относится и к спектру 
ЛЧМ-нмпульса. Прн дальнейшем изложении этого вопроса 
будем придерживаться в основном обозначений, принятых 
в [28].

На основании модели (4.41) запишем выражение спектраль­
ной плотности одиночного ЛЧМ-импульса:

К полной фазе си­
гнала можно доба­
вить постоянный 
фазовый сдвиг <р0. 
Однако наличие 
этого сдвига несу­
щественно

Сигнал на входе

Устройство
сжатия

Сигнал 
на -х. 

выходе

Помехи

Если потерн в уст­
ройстве сжатия ма­
лы, то амплитуда 
выходного сигнала 
может значительно 
нревысить уровень 
шумов. Это повы­
шает надежность 
обнаружения ра­
диолокационным 
приемником сла­
бых отраженных 
сигналов
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te/2

Спектр в области 
отрицательных ча­
стот может быть 
получен на основа- 
ши свойств пре­
образования Фурье 
для вещественных 
сигналов (см. гл. 2): 
С7(—со)= С7*(со)

+ J ехр| -7^(со0 + со) t + dt. (4.42)

—ти/2

Анализ этого соотношения показывает, что первый 
интеграл описывает часть спектральной плотности с резко 
выраженным максимумом в области положительных частот, 
близких к со0. Второй интеграл соответствует части 
спектральной плотности, сосредоточенной в основном при 
со < 0. На практике интересуются исключительно случаем, 
когда эффект перекрытия спектров, концентрирующихся прн 
положительных н отрицательных частотах, пренебрежимо 
мал. Это связано с тем, что полная девиация частоты 
за время длительности импульса очень мала по сравнению 
с несущей частотой:

До = цти с со0.
Поэтому в формуле (4.42) следует вычислять только 

первый интеграл, даюший спектральную плотность прн 
со > 0.

С учетом сказанного, дополнив аргумент экспоненциаль­
ной функции в формуле (4.42) до полного квадрата, 
получим

-ти/2
V-)’] dr. (443)

Удобно перейти от переменной t к новому аргументу х, 
выполнив замену переменной:

Проводя вычисления, находим

UM - ^j/iexp[-j(^“f] J exp(j ^)dx, (4.44)

-X, _
где пределы интегрирования определяются следующим об­
разом:
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^+«0-то)

X. =----------=-------- ; Х2 =---------- -=------- . (4.45)
У*Р Ущ1

Интеграл в выражении (4.44) сводится к комбинации 
хорошо изученных специальных функций — интегралов Фре­
неля [16]:

cw = j cos S W = j Sin d^.

0 0

В результате получаем окончательную формулу для 
спектральной плотности ЛЧМ-сигнала:

Интегралы Френе­
ля широко нсиоль- 
зуются в физике 
при решении задач 
дифракции волн

х {С(Хх) + С(Х2) +>[$(*1) + S(X2)]}. (4.46)

Представив эту спектральную плотность в показатель­
ной форме:

V (со) = | U (со) | exp [/Ф (со)], 

можно заметить, что модуль (амплитудный спектр)

11/(ш) I = l/[C(X,) + С(Х2)]2 + [S(Xt) + S(X2)]2, (4.47)

в то время как фазовый спектр состоит нз квадратичного 
слагаемого

Ф1 (со) = -(со - со0)2/(2ц) (4.48)

н так называемого остаточного фазового члена

Ф2(со) = arctg
SPG) + S(X2)
С^О + С^)'

(4.49)

ЛЧМ-сигналы с большой базой. Численный анализ 
полученных выражений свидетельствует о том, что характер 
частотной зависимости модуля й фазы спектральной плот­
ности прямоугольного ЛЧМ-импульса полностью зависит от 
безразмерного числа

В = =. ЦТ2/(2к), (4.50)

равного произведению девиации частоты на длительность 
импульса н называемого базой ЛЧМ-сигнала.

В практически важных случаях выполняется условие 
В » 1. Спектр таких ЛЧМ-сигналов с большой базой имеет 
ряд специфических особенностей. Во-первых, модуль спектраль­
ной плотности здесь практически постоянен в пределах 
полосы частот шириной Дю с центром в точке coq. Соот­
ветствующие графики, рассчитанные по формулам (4.47) н (4.49), 
представлены на рнс. 4.10.

база сигнала
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Рнс. 4.10. Частотные зависимости модуля и остаточного фазового 
члена спектральной плотности прямоугольного ЛЧМ-импульса прн 
различных значениях базы сигнала

В теоретической 
радиотехнике поня­
тие базы применя­
ют но отношению к 
разнообразным си­
гналам. При В » 1 
снгвал называют 
сложным, при Bat 
al — простым

Во-вторых, наблюдается постепенное исчезновение осцил­
ляций модуля спектральной плотности с увеличением базы 
сигнала. Анализируя формулу (4.47), можно убедиться, что
на центральной частоте спектра 

|V(e>o)l = V.y^-.
(4.51)

решите задачу 13

|U(co)| =

Таким образом, модуль спектральной плотности ЛЧМ- 
сигиала с большой базой

(452)

Энергетический спектр такого сигнала

Bi(co) = KUi/(2p) (453)

также постоянен в полосе частот [со0 — Асо/2, со0 + Дсо/2] н 
обращается в нуль вне этой полосы

Пример 4.4.- Прямоугольный ЛЧМ-импульс имеет амплитуду 
и* — 20 В, несущую частоту fG = 10 ГГц и длительность ти = 2 мкс. 
Девиация частоты за время импульса Д/—0.1 ГГц. Определить 
основные параметры спектра такого сигнала.
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Прежде всего находим базу сигнала В ~ 108• 2- toy® =200. Ско­
рость нарастания частоты ц = 2яД//тв = 6.28-108/(2-10”®) = 3.14 х 
х 101* с-2. В соответствии с формулой (4.53) энергетический спектр 
Wu = 2-10~12 В2-с2. Поскольку база сигнала велика, его спектр 
практически заключен в .пределах полосы частот от /0—А//2 = 
= 9.95 ГГц до /о + А//2 = 10.05 ГГц.

Автокорреляционная функция ЛЧМ-сигнала. Для нахожде­
ния этой характеристики, столь важной при решении задач 
обнаружения сигнала, целесообразно воспользоваться резуль­
татами, полученными в гл. 3, где было показано, что связь 
между АКФ н энергетическим спектром сигнала устанавлива­
ется парой интегральных преобразований Фурье.

Пусть база ЛЧМ-сигнала достаточно велика, так что 
энергетический спектр этого сигнала равномерен н сосредо­
точен лишь в полосе частот Дсо вокруг несущей частоты. 
Тогда автокорреляционная функция ЛЧМ-сигнала [см. фор­
мулу (453)]:

* 2 «о + uW2
Влчм(т)=2“- j Wi(o)e#“Tda) = -^- I coscoTdo) =

-да «о-^и/2
1/2ти sin(pxHt/2)

=-----------------—cosco0t.
2 цтит/2

(4-54)

График нормированной автокорреляционной функции 
Глчм (t) = Вд чм (т)/Вл чм (0) изображен на pic. 411. Здесь же 
представлена огибающая этой функции, имеющая лепест­
ковую структуру.

Формула (454) устанавливает следующее свойство ЛЧМ- 
сигнала: ширина главного лепестка огибающей АКФ обратно 
пропорциональна девиации частоты импульса'. Действительно, 
огибающая первый раз обращается в нуль при сдвиге сигнала 
относительно его копии на интервал времени т = 2я/(р.Ти) — 
= 1/Д/ Применяемые в радиолокации ЛЧМ-сигналы характе­
ризуются значительной девиацией частоты, поэтому главный 
лепесток АКФ получается весьма узким. Например, для сиг­
нала, изученного в примере 4.4, сдвиг, обращающий в нуль 

Рис. 4.11. Корреляционные характеристики ЛЧМ-сигнала: 
а — нормированная АКФ; б — огибающая нормированной АКФ

С точки зрения 
уровня боковых ле- 
нестков автокор­
реляционной функ­
ции ЛЧМ-снгнал 
существенно усту­
пает сигналам Бар­
кера при М — 13
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огибающую АКФ, составит всего 0.01 мкс, или 0.5 % от дли­
тельности импульса.

Однако с точки зрения корреляционных свойств ЛЧМ- 
сигналам присущ известный недостаток: высота двух первых 
симметричных боковых лепестков АКФ достаточно велика, 
составляя 0.212 от высоты центрального лепестка. В небла­
гоприятных условиях (значительный уровень шумов) это 
может привести к ошибочному определению временного 
положения импульса.

Результаты

Процесс модуляции связан с переносом спектра сигнала из области низких 
в область высоких частот.
При амплитудной модуляции (AM) огибающая сигнала связана с мгновенным 
значением низкочастотного модулирующего колебания.
Спектр АМ-сигнала образуется несущим колебанием и двумя симметричными 
группами боковых колебаний.
Полоса частот, необходимая для передачи АМ-сигнала, равна удвоенному 
значению наивысшей частоты в спектре модулирующего колебания.
Возможна балансная амплитудная модуляция с подавленным несущим коле­
банием, а также модуляция с одной боковой полосой частот.
При угловой модуляции передаваемое сообщение определяет изменение во вре­
мени фазового угла несущего колебания. Различают частотную (ЧМ) и фа­
зовую (ФМ) модуляцию.

ОО Основной параметр модулированных ЧМ- и ФМ-сигналов — индекс угловой 
модуляции, равный девиации фазы.
Теоретически ширина спектра сигнала с угловой модуляцией неограниченно 
велика.
При малых индексах модуляции ширина спектра ЧМ (ФМ)-сигнала практи­
чески равна удвоенной верхней частоте модуляции.
При больших индексах модуляции полоса частот, занимаемая сигналом, 
составляет удвоенное значение девиации частоты.
Сигналы с линейной частотной модуляцией (ЛЧМ) имеют практически равно­
мерный спектр в пределах ограниченной полосы частот, если база сигнала 
достаточно велика.
Автокорреляционная функция ЛЧМ-сигнала имеет лепестковую структуру; 
ширина главного лепестка уменьшается с ростом девиации частоты.

Вопросы

1. Какими параметрами принято харак­
теризовать глубину амплитудной модуляции?

2. Какова причина искажений сообщения, 
наблюдаемых при перем одул яции?

3. От чего зависит распределение мощ­
ности в спектре однотональиого АМ-сигнала?

4. В каком соотношении обычно нахо­
дятся между собой частоты несущего н 
модулирующего колебаний?

5. Каков принцип построения векторной 
диаграммы однотонального АМ-сигнала?

6. Чем принципиально отличаются осцил­
лограммы сигналов с балансной амплитудной 
модуляцией н обычных АМ-сигналов?

7. Почему непосредственная демодуляция 
ОБП-сигнала приводит к искажению переда­
ваемого сообщения?

8. В чем заключаются сходства н разли­
чия между сигналами с частотной и фазовой 
модуляцией?

9. Как-вязаны между собой Частота мо­
дуляции, индекс и девиация частоты?
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10. Каков спектральный состав ЧМ- н 
ФМ-сигналов при малых индексах модуля­
ции?

11. В чем различие между спектрами АМ- 
н ЧМ-снгналов с малым индексом модуля­
ции?

12. Почему полоса частот, занимаемая 
сигналом с угловой модуляпией, практически 
ограничена?

13. Как следует выбирать индекс угловой 
модуляции, чтобы в спектре сигнала отсут­
ствовало несущее колебание?

Задачи

1. Амплнтудно-модулнрованное колеба­
ние описывается формулой u(t)= 130 [1 +0.25 х 
х cos (102r + 30°) + 0.75 cos (3 • 102f + 45°)] x 
x cos (105r + 60°).
Изобразите спектральную диаграмму этого 
сигнала, вычислив амплитуды н начальные 
фазы всех спектральных составляющих.

2. Постройте векторную диаграмму сиг­
нала, рассмотренного в задаче 1. Построе­
ние выполните для момента времени Г = 0.

3. На экране осциллографа получено 
изображение однотонального АМ-сигнала:

ПГГ!
Предложите способ экспериментального оп­
ределения коэффициента модуляции М по 
осциллограмме.

Указание. Обратите внимание на 
мгновенные значения амплитуды сигнала в 
экстремальных точках.

4. По спектральной диаграмме АМ-снг- 
нала

25е

вычислите начальные фазы каждой из состав­
ляющих модулирующего колебания.

14. Чем характеризуются спектры ЧМ- 
н ФМ-снгналов при негармоническом моду­
лирующем колебании?

15. На каком физическом принципе осно­
вано сжатие ЛЧМ-нмпульса во времени?

16. Каким образом вводится понятие 
базы ЛЧМ-снгиала?

17. Как выглядит график автокорреля­
ционной функции Л ЧМ-сигнала с прямо­
угольной формой огибающей?

18. Почему ЛЧМ-сигнал несовершенен с 
точки зрения структуры его АКФ?

5. Амплитудно-модулированный ток (А) 

i(t) = 200(1 + 0.8 cos (4- 103f))cos6- 10бГ 

проходит по резистивной нагрузке сопро­
тивлением 75 Ом. Определите: а) пиковую 
мощность источника; б) среднюю мощность 
в нагрузке; в) относительную долю мощ­
ности, сосредоточенной в несущем коле­
бании.

6. ЧМ-сигнал с амплитудой 2.7 В имеет 
мгновенную частоту, изменяющуюся во вре­
мени по закону

ю(т)= Ю9(1 + 10_4cos(2«103t)).

Найдите индекс модуляции и запишите ма­
тематическую модель этого сигнала.

7. Определите индекс модуляции ЧМ-сиг- 
нала, промодулнрованного низкой частотой 
F = 7 кГц. Несущая частота = 180 МГц, 
максимальное значение частоты f„„ = 
= 182.5 МГц.

8. Изобразите спектральную и векторную 
диаграммы сигнала с угловой модуляцией, 
если несущая частота равна 45 МГц, де­
виация частоты 0.3 кГц, а частота моду­
ляции 4.5 кГц.

9. Однотональный ФМ-сигнал имеет час­
тоту модуляции Й = 10* с-1.-При какой 
девиации частоты в спектре этого сигнала 
будут отсутствовать составляющие на час­
тотах ю0 ± Й?

10. Постройте спектральную диаграмму 
ЧМ-сигнала с амплитудой 35 В и индексом 
т = 3.

11. Амплитуда ЧМ-сигнала передатчика 
в отсутствие модулирующего колебания 
равна 250 В. Измерения показали, что при 
подаче однотонального модулирующего ко­
лебания амплитуда составляющей на несущей 
частоте становится равной 244 В. Определите 
индекс частотной модуляции. Можно ли 
полагать, что в описываемых условиях реа­
лизована узкополосная ЧМ?
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12. Радиовещательная станция с фазовой 
модуляцией имеет предельное значение ин­
декса модуляции (прн наиболее громком 
передаваемом сигнале), равное 30. Полагая, 
что спектр низкочастотного модулирующего 
сигнала ограничен верхней частотой 16 кГц, 
определите число радиоканалов, которое 
можно без перекрестных помех разместить в 
УКВ-диапазоне (на частотах от 30 до 
300 МГц).

Более сложные задания

14. Исследуйте эффект влияния неодина­
ковых амплитуд верхнего и нижнего боковых 
колебаний на характер огибающей АМ-сиг- 
нала. Рассмотрите однотональный сигнал со 
спектральной диаграммой вида

Г
™ kMUm/2I

Оо — О Wo Ci)q + О

полагая, что коэффициент к # 1.
15. Проанализируйте, как сказывается на 

огибающей AM-сигнала неточное соблюде­
ние условий, накладываемых на частоты 
верхних и нижних боковых составляющих. 
Амплитуды обоих боковых колебаний поло­
жите равными друг другу. Рассмотрите слу-

13. ЛЧМ-сигнал с огибающей прямо­
угольной формы имеет амплитуду U„ = 10 В, 
длительность ти = 15 мкс и девиацию часто­
ты за время импульса А/= 40 МГц. Опреде­
лите: 1) базу сигнала; 2) величину квадра­
тичного слагаемого фазового спектра на гра­
нице полосы частот, занимаемой сигналом: 
3) энергетический спектр сигнала.

чай однотонального сигнала, у которого 
нижняя боковая частота содб = юо — ft в то 
время как верхняя боковая частота совб = 
= ю0 + П + 6, где 6 £1

16. Проведите спектральный анализ оги­
бающей одиотонального ОБП-сигнала, пред­
ставляемой выражением (4.18). Предложите 
численную оценку степени искажения оги­
бающей такого сигнала.

17. Полная фаза ЧМ-сигнала с двухто­
нальной модуляпией изменяется во времени 
по закону

ф (Г) - 2л • 108Г + 0.12 sin (2п ■ 10*0 +

+ 0.08 sin (4л -10*0.

Амплитуде смодулированной несущей Vn = 
=75 В. На сколько изменится амплитуда не­
сущего колебания после включения модули­
рующих сигналов?
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Сигналы
с ограниченным спектром

Как известно (см. гл. 2), для восстановления сигнала по его 
спектру необходимо учитывать все составляющие с часто­
тами, лежащими в интервале от нуля до бесконечности. 
Однако с физической точки зрения такая процедура принци­
пиально неосуществима. К тому же вклад спектральных 
составляющих при со -»оо 'пренебрежимо мал в силу огра­
ниченности энергии сигналов. Наконец, любое реальное 
устройство, предназначенное для передачи н обработки сиг­
налов, имеет конечную ширину полосы пропускания.

Поэтому вполне реалистичной представляется математи­
ческая модель сигнала, имеющая такое свойство: спектраль­
ная плотность колебания отлична от нуля лишь в пределах 
некоторой полосы частот конечной протяженности. В радио­
технике подобный сигнал называют сигналом с ограничен­
ным спектром.

5.1. Некоторые математические модели сигналов 
с ограниченным спектром

Пусть R — конечный отрезок осн частот. Спектральная 
плотность сигнала s(t) с ограниченным спектром удовле­
творяет условиям S (со) # 0 при со е R, S (со) = 0 при всех других 
значениях частоты.

Математическую модель сигнала с ограниченным спект­
ром во временной области можно получить нз формулы 
Обратного преобразования Фурье:

s (г) = —- f S (со) е*“ dco. (5.1)
2п R

В зависимости от выбора отрезка R и функции S(co) воз­
никают самые разнообразные виды сигналов с ограниченным 
спектром. Изучим некоторые простейшие примеры.

Идеальный низкочастотный сигнал. Рассмотрим колебание 
с постоянной вещественной спектральной плотностью в пре­
делах отрезка оси частот от нуля до верхней граничной 
частоты сов; вне этого отрезка спектральная плотность сиг­
нала обращается в нуль:

[ 0, со < —сов,

S(co) = \ So, —сов < со < сов, (5.2)
(.0, со > сов.

Мгновенные значения такого сигнала

S

Я 
ш.

So

- со» 0 сц.

(5.3) идеальный 
частотный

низко-



114 Глава 5. Сигналы с ограниченным спектром

-я я

решите задачу 1 

Предполагается, 
что частотная ха­
рактеристика ФНЧ 
достаточно точно 
аппроксимируется 
функцией прямоу­
гольной формы с 
заданным значени­
ем верхней гранич­
ной частоты

Будем называть такое колебание идеальным низкочастот­
ным сигналом (ИНС), подчеркивая этим простейший вид его 
спектра по сравнению со спектрами других возможных 
сигналов подобного рода.

График ИНС, построенный по формуле (5.3), имеет вид 
осциллирующей кривой, четной относительно начала отсчета 
времени. С увеличением верхней граничной частоты спектра 
возрастают как центральный максимум, так и частота 
осцилляций.

ИНС более общего вида получается, если в формулу 
(5.2) ввести фазу спектральной плотности, линейно завися­
щую от частоты:

Г 0, со < —сов,

S(co) = \ Soe^0, —сОв<со<о)в, (5-4)
(. О, со > сов.

Спектральной плотности (5.4) соответствует низкочастот­
ный сигнал

s(t) =
SqCOb sincoB(t - to)

Я C0B (t — to)

s

1
- <0о <)

смещенный во времени относительно сигнала (5.3) на t0 
секунд.

ИНС является идеализированной выходной реакцией 
фильтра нижних частот (ФНЧ), возбуждаемого колебанием с 
равномерной по частоте спектральной плотностью, т. е. 
дельта-импульсом.

Идеальный полосовой сигнал. Исследуем математическую 
модель сигнала, спектр которого ограничен полосами частот 
шириной 2Лсо каждая с центрами на частотах ±соо. Если в 
пределах этих полос спектральная плотность сигнала по­
стоянна:

—со© — Дсо С (о С — со© + Дсо, 

со© — Лео со со© + Дсо, 

вне указанных полос,

(5.5)

идеальный полосо­
вой сигнал

то по аналогии с предыдущим данный сигнал будем назы­
вать идеальным полосовым сигналом (ИПС).

Мгновенные значения ИЦС найдем, используя обратное 
преобразование Фурье:

s «.+*• 2S0Aco sin До#
s (t) = — I cos cot dco =---------------- r------ cos co©t. (5.6)

K -.-A. 1

Строя график ИПС, обнаруживаем, что здесь наряду с 
высокочастотными осцилляциями на частоте со© наблюдается 
изменение во времени мгновенного значения их амплитуды. 
Функция sin (Acot)/(Acot) с точностью до масштабного коэф­
фициента 2SoAco/n играет роль медленной огибающей ИПС.
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Теоретически возможный способ получения ИПС очеви­
ден: на вход идеального полосового фильтра, пропускающе­
го лишь колебания с частотами в пределах полосы 
[<i>o — Дсо, со© + Дсо], должно быть подано широкополосное 
воздействие вида дельта-импульса.

Ортогональные сигналы с ограниченным спектром. Свой­
ство ограниченности спектра позволяет находить интересные 
и важные классы ортогональных сигналов. Простейший при­
мер — два ортогональных полосовых сигнала, области суще­
ствования спектра которых не пересекаются. Равенство нулю 
скалярного произведения этйх сигналов непосредственно сле­
дует из обобщенной формулы Рэлея.

Менее очевидный способ ортогонализации сигналов с огра­
ниченным спектром заключается в их временном сдвиге. 
Рассмотрим два идеальных низкочастотных сигнала м(?) и 
г (г). Оба эти сигнала имеют одинаковые параметры So 
и ©в [см. формулу (52)], однако сигнал и (0 запаздывает по 
отношению к сигналу и (t) на время так что его спектраль­
ная плотность У(со).= Щсо)ехр(—jart0).

Скалкрное произведение этих сигналов, вычисленное через 
спектральные плотности,
(«, „)= Д 7 e^du)=(5.7) 

2я я coafo

Скалярное произведение обращается в нуль и два одина­
ковых по форме ИНС оказываются ортогональными, если 
временной сдвиг между ними удовлетворяет условию

<оЛ> = кп (к = ± 1, + 2, ...).

решите задачу 2

s(

Минимально возможный сдвиг, приводящий к ортогона­
лизации, получается при к = ± 1:

о

(5.8)

Принципиально важно, что удалось не просто добиться 
ортогональности двух сигналов. Указан путь построения бес­
конечного ортогонального базиса, который может служить 
координатной системой для разложения произвольного сиг­
нала со спектром, ограниченным частотой сов.

Графики рассматриваемых сигналов при двух значениях 
параметра to изображены на рис. 5.1, а, б.

Рис. 5.1. График двух идеальных низкочастотных сигналов: 
а — при t0 — б — при г0 — 2Я/СВ,

В момент времени, 
когда один из сиг­
налов достигает 
максимума, другие 
сигналы из данно­
го семейства про­
ходят через цуль
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5.2. Теорема Котельникова

Владимир 
Александрович 
Котельников — 
академик, извест­
ный советский уче­
ный в области ра­
диотехники и ра­
диофизики

В 1933 г. В. А. Котельников доказал теорему, которая 
является одним из фундаментальных положений теоретиче­
ской радиотехники. Эта теорема устанавливает возможность 
сколь угодно точного восстановления мгновенных значений 
сигнала с ограниченным спектром исходя из отсчетных 
значении (выборок), взятых через равные промежутки времени.

Построение ортонормированного базиса. Как было показано, 
любые два сигнала с ограниченным спектром, принадлежа­
щие семейству’

(5.9)

являются ортогональными. Путем соответствующего выбора 
амплитудного множителя А можно добиться того, чтобы 
норма каждого из этих сигналов стала единичной. В резуль­
тате будет построен ортонормированнын базис, позволяю­
щий разложить произвольный сигнал с ограниченным спект­
ром в обобщенный ряд Фурье.

Достаточно рассмотреть лишь функцию

(5.Ю)

так как норма любого сигнала ик одинакова независимо от 
сдвига во времени. Поскольку

II «о
sin2 cost 

t2 (5.И)

функции ик будут ортонормированиями, если 
А = ]/(0д/я.

Бесконечная совокупность функций

у п сов (t — кл/сов)

базис 
Котельникова

(5.12)

(5-13)

образует базис Котельникова в линейном пространстве низко­
частотных сигналов со спектрами, ограниченными сверху зна­
чением сов. Отдельная функция Scfc(f;coa) называется к-й 
отсчетной функцией.

Ряд Котельникова. Если $ (0 — произвольный сигнал, спек­
тральная плотность которого отлична от нуля лишь в полосе 
частот — сов w сов, то его можно разложить в обобщенный 
ряд Фурье по базису Котельникова:

решите задачу 4

»(0= Ё’ c.Sc.(t; <о,). (5.14)
fc=-a>

Коэффициентами ряда служат, как известно, скалярные 
произведения разлагаемого сигнала и k-й отсчетной функции: 

С» = (s(0, Sc.(Г; mJ). (5.15)
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Удобный способ вычисления этих коэффициентов заклю­
чается в применении обобщенной формулы Рэлея. Легко 
проверить, что к-я отсчетная функция в- пределах отрезка 
—сов^ со<С1)в имеет спектральную плотность, равную 
]/я/совехр(—тсокя/Шв). Это видно из сравнения формул (5.3) 
и (5.13). Тогда, если S (со) — спектр изучаемого сигнала s(t), то

= ? S(m)exp[jte»/<B,]dral. (5.16)

Величина в фигурных скобках есть не что иное, как s* — 
— s (t*), т. е. мгновенное значение сигнала s (t) в к-й отсчетной 
точке tk — кп/оа = k/Qfy-

Таким образом,
Q — ]/я/сов sK, (5.17)

откуда следует выражение ряда Котельникова:

,, V1 sin сов (t — fat/coB) ____ _
sW= /Л XU.) ■ (518>

k=—co

Теорему Котельникова на основании последнего равен­
ства принято формулировать так: произвольный сигнал, спектр 
которого не содержит частот выше fB, Гц, может быть 
полностью восстановлен, если известны отсчетные значения 
этого сигнала, взятые через равные промежутки времени 
1/(2/») с.

Однозначное вое-
становление сигна­
ла возможно

■ - 
формулировка 
теоремы 
Котельникова

Пример 5.1. Дан сигнал s (t) = cos (ш01 + <р0).
Выбрав некоторый фиксированный интервал между отсчетами t0, 

получаем возможность однозначно восстановить по отсчетам любой 
сигнал, спектр 'которого ие содержит составляющих на частотах 
выше граничной частоты «в = nfa.

Если coq < Юв, то к рассматриваемому гармоническому сигналу 
применима теорема Котельникова; отсчетные значения (выборки) 
данного сигнала

Sfc = cos (Лпсоо/сов + <ро).

В предельном случае, когда частота <оо стремится к <0в 
слева, *т. е.
Wo = lim («я — al, 

е-»0

на каждый период гармонического сигнала должно приходиться 
ровно две выборки.

Если же условия теоремы Котельникова нарушаются и отсчеты 
во времени берутся недостаточно часто, то однозначное восстановле*- 
ние исходного сигнала принципиально невозможно. Через отсчетные 
точки можно провести бесчисленное множество кривых, спектраль­
ные плотности которых отличны от нуля вне полосы —<йв<ш<(0в.
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Г

3(0

Рнс. 5.2. Аппаратурная реализация синтеза сигнала по ряду Котель­
никова

Однозначное вос­
становление сигна­
ла невозможно

решите задачу 5'

Аппаратурная реализация синтеза сигнала, представленного 
рядом Котельникова. Важная особенность'теоремы Котельни­
кова состоит в ее конструктивном характере; она не только 
указывает на возможность разложения сигнала в соответст­
вующий ряд, но и определяет способ восстановления непре­
рывного сигнала, заданного своими отсчетными значениями 
(рис. 5.2).

Пусть имеется совокупность генераторов, создающих на 
выходных зажимах отсчетные функции Sc* (Г; сов). Генераторы 
являются управляемыми — амплитуда их сигналов пропор­
циональна отсчетным значениям sk. Если объединить колеба­
ния на выходах, подав их на сумматор, то с выходя 
сумматора в соответствии с формулой (5.18) можно будет 
снимать мгновенные значения синтезируемого сигнала s(t).

Пример 5.2. Прямоугольный видеоимпульс с единичной амплиту­
дой и длительностью тв не принадлежит к числу сигналов с огра­
ниченным спектром. Тем не менее модуль его спектральной плотности 
достаточно быстро (по закону 1/а) уменьшается с ростом частоты.

Описание такого сигнала двумя отсчетами в начале н в конце 
импульса будет означать замену исходного колебания сигналом со 
спектром, ограниченным сверху частотой С0р = л/тв. Математическая 
модель этого сигнала такова:

_,Л sin(m/T„) , sinlXt-Tj/O .........
nt/т. + Щг-tJ/t. ' (5J9)

Если же описать импульс тремя равноотстоящими отсчетами, 
то приходим к аппроксимирующему сигналу, содержащему частоты 
вплоть до евр = 2п/тв:

2я1 . 2п (г — Ти/2) 2n(t — тн)ип----- sin —------- sin —------------------—
I ________£h______ _________TH____

2nt 2n (t - tJ2) 2я(г-Ти)
ти Тв Тв

(5.20)

Естественно, что с ростом числа учитываемых членов, т. е. с 
уменьшением временного интервала мевду выборками, точность 
аппроксимации будет повышаться.
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Оценка «шибки, возникающей при аядеоксямодп произволь­
ного сигнала рядом Котельтакова. Если s (t) — произвольный 
сигнал, то его можно представить суммой-s(t) = s^t; ©в)+ 
+ 5ош (t), в которую входит сигнал «ос (t; ©в) со спектром, 
ограниченным значением ©в, а также сигнал ошибки аппрокси­
мации sOQI(t) со спектром, занимающим в обшем случае 
бесконечную полосу частот © > ©а.

Спектры указанных сигналов не перекрываются, поэтому |S|
сигналы «ос и ортогональны, а их энергии, т. е. квадраты . 
норм, складываются:

II s II = II soc II + II 5ош II •
В качестве меры ошибки аппроксимации можно принять 

расстояние, равное норме сигнала ошибки. Если Wa (©) — > 
энергетический спектр сигнала «(/), то по теореме Рэлея

1/2
(5.21)

Пример 5.3. Дан -экспоненциальный видеоимпульс s(t) = 
= exp (—at) с (t), характеризующийся энергетическим спектром W£(to)= 
= 1/(0® + ю2) и нормой

II s I! = (1 f (а2 + ш2)- * dm)= 0.7071/[/а.

Эффективная длительность этого импульса (см. гл. 2) ти = 
= 2.3026/а.

Спектр рассматриваемого сигнала неограничен. Поэтому следует 
предварительно подвергнуть сигнал низкочастотной фильтрации, 
пропустив его через фильтр нижних частот (ФНЧ). Значение верх­
ней частоты ©в полосы пропускания фильтра следует выбирать в 
зависимости от того, сколь часто берутся отсчеты сигнала на 
выходе ФНЧ. Предположим, что за аремя ти измеряются 10 отсче­
тов с интервалом to = ти/9 = 02558/а с. Согласно теореме Котель­
никова, это означает, что ©в = п/to “ 12279а.

Сигнал с выхода ФНЧ восстанавливается по своим отсчетным 
значениям точно. Однако по отношению к исходному видеоимпульсу 
неизбежна ошибка. В данном случае норма сигнала ошибки

®в

▲
решите задачу 6

Относительная ошибка аппроксимации

II 5Ош 11/11«II = 0.1608/0.7071 = 0.2274.
Видно, что выбранная в примере частота ©в недостаточно 

высока для достижения удовлетворительной точности воспроизве­
дения исходного сигнала.
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Это положение в 
математике дока­
зывается строго и 
в общем виде

размераость про­
странства сигналов

Размерность пространства сигналов, ограниченных ио 
спектру и но длительности. Примеры вычисления спектраль­
ных плотностей импульсных сигналов, приведенные в гл. 2, 
показывают, что любой сигнал конечной длительности тео­
ретически имеет спектр, неограниченно протяженный по оси 
частот.

Однако часто бывает удобным рассматривать идеализи­
рованные модели сигналов, ограниченных как по длитель­
ности, так и по протяженности спектра. Подобные модели 
могут достаточно точно описывать сигналы, применяемые 
в реальных каналах связи.

Пусть Т— длительность такого сигнала, a fB — гранич­
ная частота его спектра, выраженная в герцах. Тогдв база 
сигнала (см. гл. 4) В — TfB. Для полного описания сигнала 
нужно иметь в распоряжении N = T/t^ = 2Tfa независимых 
отсчетов.

Говорят, что число

| N = 2Tf. = 2В~| (5.22)

является размерностью пространства сигналов, ограниченных 
по длительности и по частоте.

Число N, как правило, достаточно велико. Например, для 
описания сигнала в канале радиовещания с граничной час­
тотой 12 кГц на протяжении 1 мни потребуется 2-60-1.2-10* = 
= 1.44-106 независимых чисел.

В свое время К. Шеннон предложил интерпретировать 
любой сигнал с конечными длительностью и полосой как 
точку в многомерном евклидовом пространстве с числом 
измерений 2Tfa. Отсчетное значение служит при этом 
проекцией отображающей точки на к-ю координатную ось. 
Поскольку метрика пространства евклидова .и координатные 
оси взаимно ортогональны, длина вектора сигнала

В теории информа­
ции размерность 
пространства сиг­
налов служит для 
оценки объема со­
общений

Величину rs можно выразить через энергию сигнала Ея 
следующим образом. Так как 

то
г1 = 1/2ад = 1/2Т/,Рч„ (5.24)

где Рср — средняя мощность сигнала. Отсюда вытекает, что 
любые сигналы с фиксированными параметрами Т, и со 
средними мощностями, не превышающими уровня Ро, ото­
бражаются точками, лежащими внутри многомерной сферы 
радиусом
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5.3. Узкополосные сигналы

В этом параграфе изучается особый класс радиотехни­
ческих сигналов с ограниченным спектром, которые возникают 
на выходе частотно-избирательных цепей и устройств. По 
определению, сигнал называется узкополосным, если его спект­
ральная плотность отлична от нуля лишь в пределах час­
тотных интервалов шириной П, образующих окрестности 
точек +со0, причем должно выполняться условие П/со0 -с 1.

Как правило, можно считать что частота о>0, называемая 
опорной частотой сигнала, совпадает с центральной частотой 
спектра. Однако в общем случае выбор ее достаточно 
произволен.

Математическая модель узкополосного сигнала. Прямой 
путь к формированию математической модели узкополосного 
сигнала состоит в следующем. Известно (см. гл. 2), что если 
/1 (0 — низкочастотный сигнал, спектр которого сосредоточен 
в окрестности нулевой частоты, то колебание Sj (0 = 
=/i (f)cosco0f при достаточно большом значении соо будет 
обладать всеми необходимыми признаками узкополосного 
сигнала, поскольку его спектр окажется сконцентрированным 
в малых окрестностях точек ±со0. Узкополосным будет и 
сигнал s2(0 = /2(0sincoot, отличающийся фазой «быстрого» 
сомножителя. Наиболее общую математическую модель 
узкополосного сигнала можно получить, составив линейную 
комбинацию вида

s (0 = А, (0 cos (DOt — Bg (0 sin coof • (5.25)

Предполагается,
ЧТО COfl =/= О

опорная частота

Обе входящие сюда функции времени Л8(0 и В8(0 явля­
ются низкочастотными в том смысле, что их относительные 
изменения за период высокочастотных колебаний Т — 2я/со0 
достаточно малы. Функцию Л8(0 принято называть синфаз­
ной амплитудой узкополосного сигнала х(0 при заданном 
значении опорной частоты соо, а функцию Ва (0 — его квадра­
турной амплитудой.

Синфазную и квадратурную амплитуды можно выделить 
аппаратурным способом. Действительно, пусть имеется пе­
ремножающее устройство, на одни из входов которого подан 
узкополосный сигнал s (0, а на другой — вспомогательное 
колебание, изменяющееся во времени по закону coswor На 
выходе перемножнтеля будет получен сигнал 

мвых (0 = (0 COS2 COot — */г&з (0 sin 2wof =

= l/2Aa(t) + l/2Aa (0 cos 2co0t — 1/2Bs(0sin2coot. (5.26)

Пропустим выходной сигнал перемножнтеля через фильтр 
нижних частот (ФНЧ), подавляющий составляющие с часто­
тами порядка 2(Оо. Ясно, что с выхода фильтра будет 
поступать низкочастотное колебание, пропорциональное син­
фазной амплитуде Ав(0.

Если иа одни из входов перемножнтеля подать вспомо­
гательное колебание sin coot, то такая система будет выделять 

синфазная н квад­
ратурная амплиту­
ды

COSCDot
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Приставка «квази» 
означает «почти», 
«похожие»

комплексная оги­
бающая

из узкополосного сигнала s(t) его квадратурную амплитуду 
в. (О-

Комплексное представление узкополосных сигналоп. В тео­
рии линейных электрических цепей широко применяется метод 
комплексных амплитуд, согласно которому гармоническое 
колебание выражается как вещественная или мнимая часть 
комплексных функций:

Um cos (ш0£ + <Ро) - Re (С/^е^е^),

Un sin (юог + <ро) = Im (С^^е^).

Не зависящее от времени число U = име’фо называют комп­
лексной амплитудой гармонического колебания.

С физической точки зрения узкополосные сигналы пред­
ставляют собой квазигармонические колебания. Следует по­
пытаться так обобщить метод комплексных амплитуд, чтобы 
иметь возможность в рамках этого метода описывать сиг­
налы вида (5.25).

Введем .комплексную низкочастотную функцию

I U,(t) = AW+7B.(t). | (5-27)

называемую комплексной огибающей узкополосного сигнала. 
Легко непосредственно проверить, что

s (£) = А, (Г) cos <o0t — Вя (0 sin eV — Re [U, (0 . (5.28)

Таким образом, комплексная огибающая применительно 
к узкополосному сигналу играет ту же роль, что и комплекс­
ная амплитуда по отношению к простому гармоническому 
колебанию. Однако комплексная огибающая в общем случае 
зависит от времени — вектор Ua (?) совершает на комплексной 
плоскости некоторое движение, изменяясь как по модулю, 
так и по направлению. *

Пример 5.4. Узкополосный сигнал s (t) при t < 0 и при t > О 
является гармоническим колебанием; в момент времени t=0 
частота сигнала изменяется скачком:

t<0, 
t > 0.

Й.(0 = |

. Взяв в качестве опорной частоты получим следующее выра­
жение для комплексной огибающей данного сигнала:

Vo, t<0,
t>0.

uD

t

Г
Подчеркнем, что выбор опорной частоты обычно диктуется 

удобством расчета. Так, например, комплексная огибающая рас­
сматриваемого сигнала относительно опорной частоты (ш0 + coj)/2 
имеет более сложный вид:

t < 0, 

t>0.
2
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Физическая огибающая, полная фаза и мгновенная частота.
Формулу (5.27), определяющую комплексную огибающую, 
можно представить также в показательной форме:

I и, (t) = V. (t) exp [/ф, (t)]. | (5.29)

Здесь Vg (t) — вещественная неотрицательная функция времени, 
называемая физической огибающей (часто, для краткости, 
просто огибающей), <pg (О — медленно изменяющаяся во време­
ни начальная фаза узкополосного сигнала.

Величины Vg, q>a связаны с синфазной и квадратурной 
амплитудами соотношениями

A. (t) = V. (t) cos ф, (t),
B, (0 = и,(0апф,(О,

откуда вытекает еще одна полезная форма записи матема­
тической модели узкополосного сигнала:

«(г) = 1/.(г)сов[ш„г + ф.(г)]. (5.31)

Подобно тому как это делалось ранее при изучении 
радиосигналов с угловой модуляцией, введем полную фазу 
узкополосного колебания ф, (t) — o0t + <pg (t) и определим 
мгновенную частоту сигнала, равную производной по времени 
от полной фазы:
®.(0 = «о + ^~. (5.32)

В соответствии с формулой (5.31) узкополосный сигнал 
общего вида представляет собой сложное колебание, полу­
чающееся при одновременной модуляции несущего гармони­
ческого сигнала как по амплитуде, так и по фазовому углу.

Свойства физической огибающей узкополосного сигнала. 
Используя равенства (5.30), выразим физическую огибающую 
V,(t) через синфазную и квадратурную амплитуды: 
4.(t) = j/A2(t) + B.2(t). (5.33)

Как отмечалось, комплексная огибающая узкополосного 
сигнала определяется неоднозначно. Если вместо частоты too, 
входящей в формулу (5.28), взять некоторую частоту соо = 
= соо + Д®, то сигнал s (t) должен быть представлен в виде 

s(t) = RetUJOe-^e^g

и новое значение комплексной огибающей
О,Й({) = йЙ({)е-^г. (5.34)

Однако при этом физическая огибающая, являющаяся 
модулем комплексной огибающей, останется неизменной, по­
скольку выражение ехр(—уДсог) имеет единичный модуль.

Другое свойство физической огибающей состоит в том, что 
в каждый момент времени |s(t)| < Ua(t). Справедливость 
этого утверждения непосредственно вытекает из формулы 
(5.31). Знак равенства здесь соответствует моментам вре­
мени, когда cQs[<Dot + 9,(0] — 1. Но при этом производные 

Ранее, при изучении 
модулированных 
сигналов использо­
валось именно это 
понятие огибаю­
щей

▲
решите задачи 7—
10

Берется арифме­
тическое значение 
корня
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сигналы и его огибающей совпадают:

s(0 М * (7,(0

5« •• -«а
ДшМк_г \1
uvmyr

s' (0 = U’a (t) cos [co0t + <ря (t)] -

- [coo + ф'« (0] Ua (0 sin + Фа (0] •

Важность понятия огибающей обусловлена тем, что в 
радиотехнике широко используются специальные устройства— 
амплитудные детекторы (демодуляторы), способность точно 
воспроизводить огибающую узкополосного сигнала.

Свойства мгновенной частоты узкополосного сигнала. Если 
комплексная огибающая сигнала представляется вектором, 
который вращается иа комплексной плоскости с неизменной 
угловой скоростью П, т. е. Va(t) = Ua(t)exp(+/Qt), то в соот­
ветствии с выражением (5.32) мгновенная частота узкополос­
ного сигнала постоянна во времени: оа — соо ± Л

Можно утверждать, что подобный сигнал представляет 
собой квазигармоническое колебание, промодулированное 
только по амплитуде, но не по фазовому углу. В частности, 
если одна из амплитуд Аа или Ва тождественно обраща­
ется в нуль, то в любой момент времени мгновенная час­
тота соа = со0.

В общем же случае мгновенная частота изменяется во 
времени по закону

(5.35)

что

Связь между спектрами сигнала ■ его комплексной оги­
бающей. Пусть Gs (со) — спектральная плотность комплексной 
огибающей узкополосного сигнала s (tX который, в свою оче­
редь, имеет спектральную плотность S(co). Нетрудно видеть,

S (со) = f Re [Us (t) e'Wo'] e-*“ dt =

= у Gs (CD - (Do) + у G* ( - CO - (Do)- (5.36)

Физическая огиба­
ющая действитель­
но «огибает» узко­
полосный сигнал и 
имеет смысл мгно­
венной амплитуды 
такого колебания

Таким образом, спектральная • плотность узкополосного 
сигнала может быть найдена путем переноса спектра комп­
лексной огибающей из окрестности нулевой частоты в окрест­
ности точек ±со0. Амплитуды всех спектральных составляю­
щих сокращаются вдаое; для получения спектра в области 
отрицательных частот используется операция комплексного 
сопряжения.

Формула (5.36) полезна тем, что по известному спектру 
узкополосного сигнала позволяет найти спектр его комплекс­
ной огибающей, которая, в свою очередь, определяет физи­
ческую огибающую н мгновенную частоту сигнала.
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|S| Пример 5.5. Узкополосный вещественный сигнал s(t) имеет при 
со > 0 спектральную плотность, несимметричную относительно час­
тоты соо:

со > Юо

На основании формулы (5.36) спектральная плотность комплекс­
ной огибающей

Используя обратное преобразование Фурье, находим комплекс­
ную огибающую

U, и = -М е'-**»" dm =----- .
2nJ 2Л(Ь-Л)

▲
решите задачу 11

Синфазную и квадратурную амплитуды исследуемого сигнала 
найдем, выделив вещественную н мнимую части:

(0- 2я (b2 +t2) * (О tSp
2nQ?+t2)

U,(t) ~IUa(t)l =

Физическая огибающая рассматриваемого сигнала

Sp
2л ]/b2 +t2

Мгновенная частота

имеет наибольшее значение, равное соо + 1/Ь, в момент времени 
t = a

Осциллограмма колебания s(t) представляет собой симметрич­
ный радиоимпульс с не постоянной во времени частотой запол­
нения.

5.4. Аналитический сигнал и преобразование 
Гильберта

Ниже будет описан еше один способ комплексного пред­
ставления сигналов, часто применяемый в теоретических 
исследованиях. Замечательная особенность данного способа 
состоит в том, что он позволяет вводить понятия огибаю­
щей и мгновенной частоты сигнала без той степени неопре­
деленности, которая свойственна методу комплексной оги­
бающей.

Аналитическим сигнал. Формула Эйлера 

cos cot = */г (©** + e_>t),

представляющая гармоническое колебание в виде суммы даух 
комплексно-сопряженных функций, наводит на мысль о том, 
что произвольный сигнал s (t) с известной спектральной плот­
ностью $ (со) можно записать как сумму двух составляющих,
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Иногда говорят, 
что формула (5.37) 
осуществляет про- 
иедуру разделения 
частот

каждая из которых содержит или только положительные, или
только отрицательные частоты: 

s (t) = J S (со) е*01 do) = .

= J S (о) е^0'do)+ 
2тс

-?-fS(CD)e**da).
2тс о

(5.37),

Назовем функцию

ze (0 = — f S (со) е** dco
71 о

(5.38)

аналитическим сигналом, отвечающим вещественному коле­
банию s(t). 7

Первый из интегралов в правой части формулы (5.37) 
путем замены переменной § = — со преобразуется к виду 

i J S(a»e*»d<B=-^JS(-«e-^d^ =

ztc о

Поэтому формула (5.37) устанавливает связь между сигна- 
лами s(t) и z,(t): s(I) = */z[z.(t) + z*(t)],
ИЛИ

s (t) = Re z, (t). (5.39)

Мнимая часть аналитического сигнала

s (t) = Im za(t) (5.40)

сопряженный снг> 
нал

называется сопряженным сигналом по отношению к исход­
ному колебанию s(t). Итак, аналитический сигнал

z,(t) = s(t)+;s(t) (5.41)

Im иа комплексной плоскости отображается вектором, модуль и 
фазовый угол которого изменяются во времени. Проекция 
аналитического сигнала иа вещественную ось в любой мо­
мент времени равна исходному сигналу s(t).

Введение аналитического и сопряженного сигналов, без­
условно, ие позволяет подучить каких-либо новых сведений, 
которые не содержались бы в математической модели сигнала 
s(t). Однако эти новые понятия открывают прямой путь 
к созданию систематических методов исследования узкополос­
ных колебаний.

На конкретном примере покажем способ вычисления 
аналитического сигнала ио известному спектру * исходного
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Пример 5.6. Пусть s (г) — идеальный низкочастотный сигнал с 
известными параметрами Sc и ©в (см. § 5.1).

В этом случае аналитический сигнал

Z,(t) = —°( о*1 do = - 1).
Я Q fat

Выделяя вещественную и мнимую части, получаем 

s(t) = ^^sin(cv)A<Q»0 (результат, известный ранее),

Графики этих двух сигналов приведены

Отметим, что со­
пряженный сигнал 
обращается в нуль 
в точке, где исход­
ный сигнал дости­
гает максимума

Рис. 5.3. Исходный и сопряженный сигналы:
7 — идеальный низкочастотный сигнал; 2 — сопряженный с ним сигнал

Спектральная плотность аналитического сигнала. Исследуем 
спектральную плотность аналитического сигнала, т. е. функ­
цию Zs(co), связанную с гж(г)-преобразованием Фурье: 

Z,(co) = J z.(t)e->'dt.

На основании формулы (5.38) можно утверждать, что эта 
функция отлична от нуля лишь в области положительных 
частот:

(5.42)

Если S (со) — спектральная плотность сопряженного сигна­
ла, то в силу линейности преобразования Фурье 
Z,(m)~S(<o)+^(m). , (5.43)

▲
решите задачи 12 
и 13
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Поэтому равенство (5.42) будет выполняться только в слу­
чае, когда спектральные плотности исходного и сопряженно­
го сигналов связаны между собой следующим образом: 
S«a)=->Sgn(<»)S(<a) = {_'®g 21% (5.44)

Абстрактно можно представить себе такой способ полу­
чения сопряженного сигнала: исходное колебание s(t) подается 
на вход некоторой системы, которая осуществляет поворот 
фаз всех спектральных составляющих иа угол —90° в области 
положительных частот и иа угол 90° в области отрицатель­
ных частот, не изменяя их по амплитуде. Систему, обла­
дающую подобными свойствами, называют квадратурным 
фильтром.

Преобразование Гильберта. Формула (5.44) показывает, что 
спектральная плотность сопряженного сигнала есть произве­
дение спектра S(co) исходного сигнала и функции —jsgn(co). \ 
Поэтому сопряженный сигнал представляет собой свертку ' 
даух функций: s(t) и /(t), которая является обратным пре­
образованием Фурье по отношению к функции — j sgn (со).

Для удобства вычислений представим эту функцию в виде 
предела: >

-j sgn (со) = lim [ -j sgn (co) exp (- e | co |)].

Тогда
f(t) = limf J - -J-] e’-^dal =

Умножением на эк­
споненциальный 
множитель обеспе­
чиваем абсолют­
ную интегрируе­
мость функции и су­
ществование обрат­
ного преобразова­
ний Фурье

Таким образом, сопряженный сигнал связан с исходным 
сигналом соотношением

»(о=»(о*-^=4 s(t)dT

-

(5.45)

Можно поступить и по-инему, выразив сигнал s(t) через 
s(t), который полагается известным. Для этого достаточно 
заметить, что из (5.44) вытекает следующая связь между' 
спектральными плотностями:

5 (со) = J sge (со) S (со).

Поэтому соответствующая формула будет отличаться от 
(5.45) лишь знаком:

s (т) <1т 
т -t

(5.46)

Формулы (5.45) и (5.46) известны в математике под назва­
нием прямого и обратного преобразований Гильберта. Симво­
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лическая запись их такова:

s(t) = Н [s (t)]; s (0 = И"1 [з(0]. (5.47)

Поскольку функция l/(t — т), называемая ядром этих пре­
образовании, имеет разрыв при т = t, интегралы (5.45) и (5.46) 
следует понимать в смысле главного значения. Например:

▲
решите задачи 14 
и 15

Некоторые свойства преобразований Гильберта. Простейшее 
свойство этих интегральных преобразований — их линейность: 

Н [а^! (t) + a2s2 (t)] = а,И [s, (t)] + а2Н [s2 (t)] 

при любых постоянных at и а2, в чем можно убедиться 
непосредственно. ' х

Ядро преобразования Гильберта есть нечетная функция 
аргумента т относительно точки т = t, а, значит, сигнал, со­
пряженный к константе, тождественно равен нулю: 

И [const] J =

Важное свойство преобразования Гильберта состоит в сле­
дующем: если при каком-либо t исходный сигнал $(0 дости­
гает экстремума (максимума или минимума), то в окрест­
ности этой точки сопряженный сигнал проходит через нуль. 
Чтобы убедиться в этом, нужно иа одном чертеже совмес­
тить графики з (т) и ядра 1/(t — т). Пусть значение t близко 
к тому т, при котором функция -s(t) экстремальна. По­
скольку сигнал является здесь четной функцией, а ядро нечет­
ной, будет наблюдаться компенсация площадей фигур, огра­
ниченных горизонтальной осью и кривой, которая описывает 
подынтегральную функцию преобразования Гильберта. Образ­
но говоря, если исходный сигнал изменяется во времени 
«подобно косинусу», то сопряженный с иим сигнал будет 
изменяться «подобно синусу».

Отметим, что преобразования Гильберта имеют нелокаль­
ный характер: подавление сопряженного сигнала в окрест­
ности какой-либо точки зависит от свойств исходного сиг­
нала иа всей оси времени, хотя наибольший вклад дает, 
конечно, достаточно близкая окрестность рассматриваемой 
точки.

Преобразования Гильберта для гармонических сигналов. 
Вычислим сигналы, сопряженные с гармоническими колеба­
ниями cos сог и sin tot. Результаты можно получить не­
посредственно из формулы (5.45). Однако проще поступить 
таким образом. Пусть некоторый произвольный сигнал s(0 
задан своим Фурье-представлением:

у
нелокальный ха­
рактер преобразо­
ваний Гильберта
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Здесь функция 
ехр (/cot) представ­
лена но формуле 
Эйлера

s(t)=^- J S (cd) [cos at + j sin cot] dco.
(5.48)

На основании соотношения (5.44)' находим аналогичное 
представление сопряженного сигнала:

1 Г *s (t) = 2^- —j sgn (со) S (со) [cos cot + j sin cot] dco =

—«

= J sgn (o) S (co) [sin at — j cos cot] dco. (5.49)

Рассматривая формулы (5.48) и (5.49) совместно, находим 
следующие законы преобразования Гильберта:

Н [cos cot] = sgn (со) sin cot; 

H [sin cot] = — sgn (co) cos cot.
(5.50)

Преобразование Гильберта для узкооолосного ситник.
Пусть известна функция G, (co) — спектральная плотность 
комплексной огибающей узкополосного сигнала s (t) с опорной 
частотой соо. Согласно формуле (5.36), спектр данного сигнала

S(co)=^Ga(co-coo) + ^G?(-co-co0). (5.51)

Первое слагаемое в правой части соответствует области 
частот со > 0, второе — со < 0. Тогда иа основании формулы 
(5.44) спектр сопряженного сигнала

S (со) = ^G. (со - со0) е-*« + ^G» (-со - со0)е*2, (5.52) 

решите задачу 16

откуда видно, что спектральная плотность комплексной оги­
бающей сопряженного сигнала
|G;(<D) = G3(<»)e-*'2. | (5 53)

Итак, сопряженный сигнал в данном случае также явля­
ется узкополосным. Если комплексная огибающая исходного • 
сигнала

U.(t) = A>(t)+jB,(t),

то в соответствии с равенством (5.53) комплексная оги­
бающая сопряженного сигнала 
us<t)= -A(t)=B,(t)-jx,(t)

отличается от комплексной огибающей исходного колебания 
лишь наличием постоянного фазового сдвига иа 90° в сторону 
запаздывания.

Отсюда следует, что узкополосному сигналу

s (t) — Ал (t) cos (Dot — ВДО sin (Dot (5.54)
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соответствует сопряженный по Гильберту сигнал

s (t) = В, (t) cos co0t + Л, (t) sin co0t. (5.55)

Вычисление огибающей, полной фазы н мгновенной частоты.
В рамках метода преобразовании Гильберта огибающая 
I7e(t) произвольного сигнала s(t) определяется как модуль 
соответствующегЬ аналитического сигнала:

(5-56)

Целесообразность такого определения можно проверить 
иа примере узкополосного сигнала. Используя формулы (5.54) 
и (5.55), находим, что огибающая такого сигнала 
u.(t)=A2W+B.2(0-

В § 5.3 данная формула была получена из других сообра­
жений. •

По определению, полная фаза любого сигнала s(t) равна 
аргументу аналитического сигнала z,(t):

Согласно методу 
преобразований 
Гильберта,, огиба­
ющая и мгновенная 
частоты сигнала 
жестко связаны 
друг с другом и 
их нельзя выбирать 
произвольно

s(t)
1|/, (0 = arg z, (0 = arctg —. (5.57)

Наконец, мгновенная частота ов (t) сигнала есть производ- 
ная полной фазы по времени:

(5.58)

Рассмотрим примеры, иллюстрирующие вычисление ука­
занных характеристик узкополосных сигналов.

Однако в случае 
произвольного сиг­
нала нельзя требо­
вать, чтобы оги­
бающая н мгновен­
ная частота обла­
дали наглядным 
физическим смыс­
лом

Пример 5.7. Дано простое гармоническое колебание s (i) = 
= l/ocosco0i.

В этом случае сопряженный сигнал s(t) — Uo smco0i. Огибающая 
исходного сигнала
U, == l/s2(0 + s2(t) = Vo,

Скорость измене­
нии фазы мини- 
мальва

естественно, не зависит от времени и равна его амплитуде. 
Полная фаза фа(1) = €0о? и, наконец, мгновенная частота соа — со0. 
Данный пример показывает, что определение огибающей, пол­

ной фазы и мгновенной частоты через преобразование Гильберта 
приводит к результатам, согласующимся с обычными представле­
ниями о свойствах гармонических колебаний.

Пример 5.8. Колебание s(t) является суммой двух гармоничес­
ких составляющих с различными амплитудами и частотами: s(t) = 
= U1 COS COjt + С/2 COS С1>2*-

Поскольку
s(t) = L/i sintOjt + U2 sinc^t,

огибающая такого сигнала изменяется во времени по закону

и. = COS (ci>2 — (Bj) t.
Полная фаза сигнала

ф.(0 = .
cos Wit + V2 cos co2t
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Для вычисления мгновенной частоты следует воспользоваться 
формулой (5.58), которая приводит к следующему результату:

ft} +<02)COS(C02 — COjf
Ul + Ui+lUiUiCos^-o^t

Мгновенная частота изменяется во времени. Это связано с теу, 
что в данном случае фаза результврующего вектора, отображаю­
щего сумму двух гармонических колебаний, изменяется с различной 
скоростью в зависимости от того, как ориентированы по отноше­
нию друг к другу векторы слагаемых.

Пример 5.9. Рассмотрим идеальный полосовой сигнал s (г), спектр 
которого при со > О отличен от нуля лишь на отрезке coj < со < со2.

Соответствующий аналитический сигнал
с

zg (t) = — f exp (/cot) dco =
Я tn

— [(sin co2t — sin cOit) — /(cos co2t — cos cott)] • 
nt

Огибающая исходного полосового сигнала

U. (О — —l/(sin co2t — sin со. t)2 + (cos a^t — cos ©it)2 = 
nt

Sp (coz — tf>i)
n

sin 6)2 ~ 0)1 t
2

C02 — COi

2
Наконец, мгновенная частота сигнала

.. dT cosco.t —cosco2t"|
co, (t) = —1 arctg------- 1------------ — .

dt L smco2t — sincO]t J

Выполнив несложные преобразования, находим, что в данном 
случае со, = (cot + со2)/2 не зависит от времени и равна центральной 
частоте интервала, в котором сосредоточен спектр.

Скорость измене­
ния фазы макси­
мальна

Денет Габор 
(1900-1979) - 
венгерский физик, 
создатель оптиче­
ской голографии. 
Лауреат Нобелев­
ской премии 1971 г.

Итак, зная аналитический сигнал, можно однозначно опре­
делять огибающую и мгновенную частоту узкополосного 
колебания, ие применяя несколько искусственное ноиятие 
опорной частоты. Более того, формулы (5.56)—(5.58) сохраняют 
смысл применительно к сигналам произвольного вида, не 
обязательно удовлетворяющим условиям квазигармоничности 
(узкополосности).

Заключительные замечания. Теория аналитического сигнала 
применительно к задачам теории колебаний и волн была 
развита в 40-х годах в работах Габора [30]. Однако пре­
образования Гильберта появились в математике еще в начале 
XX в. в связи с так называемой краевой задачей теории 
аналитических функций [10]. Сущность этой задачи состоит 
в следующем.

Пусть £ = £ +/т| — комплексная переменная,/^) — функция, 
аналитическая в верхней полуплоскости, т. е. при т) > 0. На 
вещественной осн, являющейся границей области аналитично­
сти, функция /(£) имеет как вещественную, так и мнимую
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части:/(£) =/i Требуется найти закон,, связываю­
щий между собой функции (£) и f2 (£).

Решение задачи дается преобразованиями Гильберта: 

/г G) = Н [/! £)], Ji G) = И"1 [f2 G)].

Можно показать [13], что аналитический сигнал za(t) 
как раз обладает свойством аналитичности в верхней 
полуплоскости, если его рассматривать как функцию комплекс­
ной переменной t = t> + jt".

В последнее время методы, основанные иа понятиях 
аналитического сигнала и преобразований Г ильберта, прочно 
вошли в врсеиал теоретической радиотехники. Некоторые 
интересные проблемы в этой области описаны в [26].

Это свойство и оп­
ределяет происхо­
ждение термина 
«аналитический 
сигнал»

Результаты

ОО Сигналы с ограниченным спектром бесконечно протяженны во времени. 
ОО Простейшие сигналы этого класса — идеальный низкочастотный и идеаль­

ный полосовой — наблюдаются на выходах соответствующих идеальных 
фильтров, возбуждаемых дельта-импульсами.

ОО Два идеальных низкочастотных сигнала становятся ортогональными при 
соответствующем выборе сдвига во времени. ф

ОО Ряд Котельникова представляет сабой частный случай обобщенного ряда 
Фурье. Базисными функциями здесь являются идеальные низкочастотные 
сигналы, сдвинутые во времени относительно друг друга на интервалы, 
кратные величине п/сов.

ОО Коэффициентами ряда Котельникова служат отсчеты разлагаемого сигнала, 
взятые через равные промежутки времени.

ОО Если в спектре сигнала отсутствуют составляющие с частотами выше fB, 
то ряд Котельникова дает точное (в среднеквадратическом смысле) 
представление сигнала.

ОО Ширина спектра узкополосного сигнала значительно меньше центральной 
частоты. Узкополосные сигналы являются квазигармоническими — их ампли­
туда и частота в общем случае медленно изменяются во времени.

О О Понятие комплексной огибающей обобщает понятие комплексной ампли­
туды на случай узкополосных сигналов.

ОО Физическая огибающая равна модулю комплексной огибающей. Ее вид не 
зависит от выбора опорной частоты сигнала.

ОО Мгновенная частота узкополосного сигнала есть сумма опорной частоты и 
производной по времени от аргумента комплексной огибающей.

ОО Спектр узкополосного сигнала получается путем переноса спектра его 
комплексной огибающей на отрезок, численно равный значению опорной 
частоты.

ОО Каждому вещественному сигналу может быть сопоставлен комплексный 
аналитический сигнал, имеющий спектральные составляющие лишь в области 
положительных частот. '

ОО Вещественная часть аналитического сигнала равна исходному сигналу. 
Мнимая часть его называется сопряженным сигналом.

ОО Связь между исходным и сопряженным сигналами устанавливается парой 
интегральных преобразований Гильберта.

ОО Огибающая произвольного сигнала равна модулю соответствующего аналити­
ческого сигнала. Мгновенная частота определяется как производная от 
аргумента аналитического сигнала.
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Вопросы

1. Почему сигналы с ограниченным спект­
ром являются подходящими математически­
ми моделями для описания реальных коле­
баний в радиотехнических устройствах?

2. Каковы примерные осциллограммы 
идеального низкочастотного и идеального 
полосового сигналов?

3. Каковы основные свойства функций, 
образующих базис Котельникова?

4. Как формулируется теорема Котельни­
кова?

5. Каков наглядный смысл размерности 
пространства сигналов, ограниченных по 
спектру и по длительности? Оцените типич­
ную величину размерности.

Задачи

1. Идеальный низкочастотный сигнал 
имеет модуль спектральной плотности, рав­
ный 5,5 • 10"* В-с в полосе частот от 0 до 
25 кГц. Определите максимальное мгновен­
ное значение такого сигнала.

2. Измерения показали, что идеальный 
полосовой сигнал

характеризуется следующими параметрами: 
Э = 20 мкс, Uo = 15 В. Найдите ширину 
полосы частот этого сигнала н модуль его 
спектральной плотности в пределах этой 
полосы.

3. Автоматическая метеостанция передает 
данные о состоянии атмосферы каждые два 
часа. Какова наивысшая частота в спектре 
передаваемого сообщения?

4. Сигнал с ограниченным спектром i>(t) 
имеет график спектральной плотности V (со) 
треугольной формы:

-<оь 0 <оь

6. Как выглядит характерная осцилло­
грамма узкополосного сигнала?

7. В чем состоит способ аппаратурного 
нахождения синфазной н квадратурной ампли­
туд узкополосного сигнала? *

8. Каковы свойства физической огибаю­
щей узкополосного сигнала?

9. Как связаны между собой спектраль­
ные плотности исходного н сопряженного 
сигналов?

10. Как вычисляют преобразование Гиль­
берта для узкополосного сигнала?

11. Почему метод аналитического сигна­
ла обладает большей общностью по срав­
нению с методом комплексной огибающей?

Определите коэффициенты ряда Котельнико­
ва для этого сигнала, полагая, что отсчеты 
взяты через интервалы времени я/о)».

5. Сигнал с ограниченным спектром точно 
описывается двумя отличными от нуля от­
счетами:

и. В

Чему равна верхняя частота в спектре 
этого сигнала? Найдите мгновенное значе­
ние сигнала в момент времени Г = 17 мкс.

6. Как изменится ошибка аппроксимации 
сигнала, рассмотренного в примере 5.3, если 
темп выдачи отсчетов увеличить в 10 раз?

7. Сигнал s<t) как при Г<0, так и прн 
t > 0 представляет собой гармоническое коле­
бание; в момент времени t = 0 фаза сигнала 
изменяется скачком на 180°:

Напишите выражение комплексной огибаю­
щей этого сигнала.

8. Найдите комплексную огибающую им­
пульса включения гармонической ЭДС:
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Обратите внимание на величину начальной 
фазы сигнала.

9. Определите комплексную огибающую 
сигнала с однотональиоЙ угловой моду* 
ляцией:

u(t) = [7ocos(cM+msinOf).

10. Напишите выражение комплексной 
огибающей прямоугольного ЛЧМ-импульса 
(см. гл. 4).

11. Узкополосный сигнал в окрестности 
опорной- частоты соо имеет спектральную 
плотность гауссова вида:

5(ю) = */2®оехр[-Ь(о> - ш.)1].

Определите спектр комплексной огибающей 
этого сигнала. Найдите закон изменения во 

времени физической огибающей. Вычислите 
мгновенную частоту, сравнив результат с тем, 
который получен в примере 5.5. Чем объяс­
няется их принципиальное различие?

12. Найдите аналитические сигналы, соот­
ветствующее гармоническим колебаниям 
sinwot н coswct.

13. ВычнслитеаналитическиЙсигнал,соот- . 
ветствующий радиоимпульсу и (t)= Uo [о (Т) — 
— c(t — T^Jcoscoot с прямоугольной оги­
бающей.

14. Вычислите сигнал, сопряженный с гар­
моническим колебанием cosco0t непосредст­
венно, используя преобразование Гильберта 
вида (5.45).

15. Решите задачу, аналогичную предыду­
щей, применительно к сигналу s(t) = 
= sinwct/(wot).

16. Покажите, что синфазная н квадра­
турная амплитуды узкополосного сигнала 
з(т) связаны с компонентами аналитическо­
го сигнала следующим образом:

Л, (т)=s(r)cosw0t+s(t)sinco0t,

B,(t)=s(t)coswct—s(t)sincM>

Более сложные задания

Д7. Докажите теорему Котельникова в 
частотном представлении, которая формули­
руется так: если сигнал $(<) тождественно 
равен нулю вне интервала времени tj < t < t2, 
то спектральная плотность S(f) однозначно 
задается последовательностью ее значений 
в точках на оси частот, отстоящих на 
Wi - Ч) Гц друг от друга.

18. Обобщите теорему Котельникова на 
случай полосовых сигналов, спектр которых 
при со > 0 отличен от нуля лишь в области 
<Di < со < coj. Найдите аналитические выра­
жения базисных функций таких сигналов.

19. Узкополосный сигнал представлен в 
виде s(t) = /l1(t)cosco0i—B,(t)sintDcL Найдите 
условия, которым должны удовлетворять 
функции Л,(г) н В,(т) дня того, чтобы 
мгновенная частота сигнала оказалась по­
стоянной во времени.

20. Найдите аналитический сигнал, соот­
ветствующий колебанию, у которого спект­
ральная плотность

J k J -C01)

So

to
-О)3 -toj-COj ) <01 <a2 <»3

помимо регулярной части имеет состав­
ляющую с дельта-особенностью.

21. Методами теории аналитического сиг­
нала изучите огибающую н мгновенную 
частоты однотонального ОБП-сигнала (см. 
гл. 4).

22. Используя обобщенную формуду Рэ- 
леа, докажите, что сигнал s(t) с конечной 
энергией н сопряженный по Гильберту сиг­
нал s(t) ортогональны.

23. Докажите, что сигналы s(t) и s[t) 
имеют равные энергии н одинаковые авто­
корреляционные функции.



Глава 6
Основы теории 
случайных сигналов

флуктуации

Большие отклоне­
ния редки

В последние десятилетия широкое развитие получила 
научная область, называемая статистической радиотехникой. 
Эта дисциплина изучает явления при передаче сообщений 
в условиях, когда детерминированное описание сигналов 
принципиально невозможно и иа смену ему приходит 
вероятностное (статистцческое) описание.

Как указывалось в гл. 1, отличительная черта случайного 
сигнала состоит в том, что его мгновенные значения 
заранее не предсказуемы. Однако, изучая такой сигнал более 
пристально, можно заметить, что ряд характеристик весьма 
точно описывается в вероятностном смысле. Например, 
напряжение на знжимах нагретого резистора представляет 
собой последовательность малых, быстро изменяющихся во 
времени случайных отклонений, называемых флуктуациями. 
Примечательно, что чаще всего наблюдаются относительно 
небольшие отклонения от среднего уровня; чем больше 
отклонения по абсолютному значению, тем реже они наблю­
даются. Уже в этом проявляется некоторая статистическая 
закономерность. Располагая сведениями о вероятностях 
флуктуаций различной величины, удается создать математи­
ческую модель случайного колебания, вполне приемлемую 
как в научном, так и в прикладном смысле.

Вероятные законы возникают всегда, если физическая 
система, порождающая случайный сигнал, представляет собой 
объединение очень большого числа более мелких подсистем, 
совершающих некоторые индивидуальные движения, в боль­
шей или меньшей степени не зависимые друг от друга.

В радиотехнике случайные сигналы часто имеют вид 
шумов. Это хаотически изменяющиеся но времени' электро­
магнитные колебания, наблюдаемые в разнообразных физи­
ческих системах, где носители заряда, например электроны, 
совершают беспорядочные движения.

К математической модели случайного сигнала прибегают 
также в теории информации для вероятностного описания 
закономерностей, присущих осмысленным сообщениям.

Наконец, статистическую природу имеют сигналы и лазер­
ных линиях связи. Ввиду сравнительно большой энергии 
кванта электромагнитного поля (фотона) здесь принципиаль­
но необходимо учитывать специфический квантовый шум.

6.1. Случайные величины 
и их характеристики

В настоящем параграфе приведены основные понятия 
теории вероятностей применительно к задачам статистической 
радиотехники. Более полное изложение этих вопросов можно 
иайти в [11], [22].
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Вероятность. -Современная теория вероятностей представ­
ляет собой аксиоматизированную ветвь математики, обобщив­
шую обширный эмпирический материал, накопленный наукой 
при изучении разнообразных случайных явлений.

В основе теории вероятностей лежит понятие полного 
множества «элементарных исходов» или случайных событий 
П = Л2,...,Лт...}. Символы Af означают всевозможные
исходы некоторого случайного эксперимента. Каждому собы- 
тиюА;еЛ сопоставлено вещественное число Р(Л)» которое 
называется вероятностью этого события.

Принимаются следующие аксиомы:
1) вероятность неотрицательна и не превышает единицы: 

О с Р(Л) < 1:

2) если At и Aj — несовместимые события, то

Р(Л + Л7) = Р(Л0 + Р(Л);

3) сумма всех событий, содержащихся в Ц есть досто­
верное событие:

Р(А) + Р(Л2) + ... + РИО +... = 1.

Измерение вероятностей. Математическое понятие вероят­
ности случайного события является абстрактной характе­
ристикой, присущей ие самим интересующим иас объектам 
материального мира, а их теоретико-множественным моде­
лям. Требуется некоторое дополнительное соглашение для 
того, чтобы можно было извлекать сведения о вероят­
ностях из экспериментальных данных.

Общепринято оценивать вероятность события относи­
тельной частотой благоприятных исходов. Если проведено N 
независимых испытаний, причем в п из них наблюдалось 
событие А, то эмпирическая (выборочная) оценка вероят­
ности Р(Л), которую можно получить из этой серии, 
такова:
P3Mtt(A) = n/N. (6.1)

Аксиомы теории 
вероятностей были 
сформулированы в 
30-х годах акаде­
миком Андреем 
Николаевичем 
Колмогоровым 
(1903—1987)

Обычно полагают, 
что РЭМп->Р, если 
число испыташй 
N-> оо

1 2 3 4 5 6 7

▲

решите задачу 1

Пример 6.1. Сигнал „и” на выходе некоторого электронного 
устройства может принимать лишь два значения: В
(«высокий потенциал», событие и и2 == 0.5 В («низкий потен­
циал», событие А2). Через равные промежутки времени Т слу­
чайным образом может происходить смена состояний системы. 
Эксперимент состоит в многократном измерении мгновенного зна­
чения сигнала на выходе. Моменты измерений произвольны, однако 
интервал времени между ними значительно превосходит Т.

Предположим, что, проведя 100 независимых опытов, мы 43 
раза наблюдали событие А} и 57 раз —событие А2. В соответст­
вии с (6.1) эмпирические оценки вероятностей Лмп(А)=0.43 и 
Рэмп(Л2)=0.57. Из данных опыта не следует, что именно такими 
должны быть и теоретические вероятности этих событии. Скорее 
всего, экспериментатор выскажет гипотезу о том, что эти события 
равновероятны; P(At) = Р(А2) = 0.5. Однако если такие же эмпири­
ческие оценки получаются в серии из 100000 опытов, то эта 
гипотеза, по-видимому, должна быть отвергнута.
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•

случнйная величи­
на

Функция распределения и плотность вероятности. Пусть 
X — случайная величина, т. е, совокупность всевозможных 
вещественных чисел х, принимающих случайные значения. 
Исчерпывающее описание стнтистических свойств X можно 
получить, располагая неслучайной функцией F(x) веществен­
ного аргумента х, которая равна вероятности того, что 
случайное число из X примет значение, равное или меньшее 
конкретного х:

F(x) = P(X^x).

•

функция распреде­
ления

Функция F(x) называется функцией распределения слу­
чайной величины X. Если X может принимать любые зна­
чения, то F(x) является гладкой неубывающей функцией, 
значения которой лежат иа отрезке 0 < F(x) < 1. Имеют

•

пло1ность верояI- 
ности

место следующие предельные равенства: F(— оо) = 0, F(oo) = 1.
Производная от функции распределения р(х) = dF/dx есть 

плотность распределения вероятности (или, короче, плотность 
вероятности) данной случайной величины. Очевидно, что 

p(x)dx = Р(х < X < х + dx),

т. е. величина p(x)dx есть вероятность попадания случайной 
величины X в полуинтервал (х, х + dx].

Для непрерывной случайной величины X плотность вероят­
ности р(х) представляет собой гладкую функцию. Если же X — 
дискретная случайная величина, принимающая фиксирован­
ные значения {хьх2,... ,хт..с вероятностями {Рь Р2,..., Pm 
соответственно, то для нее плотность вероятности выра­
жается как сумма дельта-фуикций:

р(х) = ^Р,-8(х-х().

▲

решите задачу 2

В обоих случаях плотность вероятности должна быть 
неотрицательной: р(х)>0 и удовлетворять условию норми­
ровки

f p(x)dx = 1.

Усреднение. Моменты случайной величию. Результатами 
экспериментов над случайными величинами, как правило, 
служат средние значения тех или иных функций от этих 
величии. Если <р(х) — известная функция от х (исхода слу­
чайного испытания), то, по определению, ее среднее значение

Черта сверху озна­
чает операцию ус- 
реднегая ио множе­
ству исходов слу­
чайных испытаний

!____ |
i<p(x)=-f <p(*)p(x)d* i (б'2)

Следует заметить следующее: наибольший вклад в сред­
нее значение дают те участки оси х, где одновременно 
велики как усредняемая функция <р(х), так и плотность 
вероятности р(х).

В статистической радиотехнике широко применяются 
особые числовые характеристики случайных величин, назы­
ваемые их моментами. Момент n-го порядка случайной ве-
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личины X есть среднее значение n-й степени случайной 
переменной:

т„ —х"— J x"p(x)dx. (6.3)

(6.4)

(6.5)

(6.6)

•
момент случайной 
величины

Математическое 
ожндаше обобща­
ет в вероятностном 
смысле понятие 
среднего арифме­
тического

Простейшим является момент первого порядка, так назы­
ваемое математическое ожидание

mt =х = j xp(x)dx,

которое служит теоретической оценкой среднего значения 
случайной величины, получаемого в достаточно обширных се­
риях испытаний.

Момент второго порядка

m2 = x2 = j xap(x)dx

является средним квадратом случайной величины.
Используются также центральные моменты случайных 

величин, задаваемые следующей общей формулой:

щ = (х-х)" = f (х — x)"p(x)dx.

Важнейший центральный момент — так называемая диспер­
сия 

ст? = Рг = (X - х)2.

Очевидно, что

о2 = х2 — 2хх + х2 = х2 — (х)2. (6.8)

Величина т. е. квадратный корень из дисперсии, назы­
вается средним квадратическим отклонением, которое служит 
для количественного описания меры разброса результатов 
отдельных случайных испытаний относительно математическо­
го ожидания.

Равномерное распределение. Пусть некоторая случайная 
величина X может принимать значения, принадлежащие липА> 
отрезку xt С х <<с2, причем вероятности попадания в любые 
внутренние интервалы одинаковой ширины Ах равны. Тогда 
плотность вероятности

Г 0, х < хь

р(х) = < 1/(*2 - Xi), Х1 X «£ Х2,
I 0, х > х2.

Функцию распределения находят путем интегрирования*, 

г 0, х<хх,

F(x)= Ь©<4=< х,

-® / Х2 ~ Х1
1, X > Х2.

дисперсия

, (6.7)

средиеквадратиче- 
ское отклонение

▲
решите заднчи 3 
и 4
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Математическое ожидание

х =
1

х2 -Х1
*1 +х2

2 ’
Х1

естественно, совпадает с центром отрезка [хь х^].
Как легко проверить, дисперсия случайной величины, имею­

щей равномерное распределение вероятности, 

nJ = (х2 - Х1)2/>2.
I

Гауссово (нормальное) распределение*. В теории случайных 
сигналов фундаментальное значение имеет гауссова плотность 
вероятности

содержащая даа числовых параметра m и ст. График дай­
ной функции представляет собой колоколообра^ную кривую 
с единственным максимумом в точке х = m (рис. 6.1).

Непосредственным вычислением можно убедиться, что 
параметры гауссова распределения имеют смысл соответст­
венно математического ожидания и дисперсии: х = т; 
ст2 = ст2.

Функция распределения гауссовой случайной величины

Следует обратить 
вшмаше на то, что 
при уменьшеюш о 
график все более 
локализуется в ок­
рестности точки 
х = т

Замена переменной t = (£ — т)/ст дает
(х-пЫс

F(x) = pU J exp(-f2/2)dt = O^i^. (6.10)

Здесь Ф — хорошо изученная иезлементариая функция, так 
называемый интеграл вероятностей [15]?

Рис. 6.1. График гауссовой плотности вероятности при различных 
значениях параметра ст , .
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Рис. 6.2. График функции распределения гауссовой случайной вели­
чины

График функции F(x) (рис. 62) имеет вид монотонной 
кривой, изменяющейся от нуля до единицы.

Плотность вероятности функции от случайной величшы. 
Пусть Y — случайная величина, связанная с X однознач­
ной функциональной зависимостью вида у — f(x). Попадание 
случайной точки х в интервал шириной dx и попадание 
случайной точки у в отвечающий ему интервал шириной 
|dy | = |/'(x)|dx являются эквивалентными событиями, по­
этому вероятности их совпадают: px(x)dx — p,(y)|dy|. Отсюда

р.Ы = р«(х)|^|=р,[?Ы]|^|, (6.11)

где х =g (у) — функция, обратная по отношению к y=f(x).
Если функциональная связь между X и У неоднозиична, 

так что имеется несколько обратных функций x1=g1(y), 
х2 —giiy), ...» хк=ЯгЛу), то формула (6.11) обобщается сле­
дующим образом: Используется то, 

что вероятности 
несовместимых со- 
бытш складыва­
ются

2V

(6.12)

Пример (у2. Линейное преобразование гауссовой случайной вели­
чины.

Пусть Y = аХ + 6, причем плотность вероятности

Так как | dx/dy | = 1/| а |, то на основании (6.11)

р,(у) =
1

l/2nulal
(у-b- та)2 ~|

2а2сг J*

реивгге задачу б Итак, гауссов характер случайной величины прн линейном 
преобразовании сохраняется. Величина, полученная в результате 
такого преобразования, имеет математическое ожидание у = b + та 
и дисперсию uj = о2и2.

• - . шй
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Характеристическая функция. В теории вероятностей боль­
шую роль играет статистическое среднее вида

®(v) = exp(jvx) = j (6.13)

называемое характеристической функцией случайной воли- 
чины X. С точностью до коэффициента фужции ®(п) есть 
преобразование Фурье от плотности вероятности, поэтому

(6.14)

Опуская элементарные выкладки, приведем некоторые 
результаты:

для случайной величины, равномерно распределенной на 
отрезке 0< х < а,

®(») = [expOav) - l]/(/of); (6.15)

для гауссовой случайной величины с заданными пара­
метрами ту с
®(г) = ехр(рпр —а2рг/2). (6.16)

Располагая характеристической функцией, легко найти мо­
менты случайной величины. Действительно, так как 

то, полагая здесь v = 0 и сравнивая результат с (6.3), нахо­
дим

ти=у-"®<и\0). (6.17)

С помощью характеристической функции удобно также 
находить плотность вероятности случайной величины, под­
вергнутой функциональному преобразованию. Так, если 

▲ У — то ©Ди) — exp(/vy) = exp[/v/(x)J. Если удастся вы­
решите задачу 7 числить преобразование Фурье вида (6.14), то поставленная 

задача будет решена.

Пример 6.3. Пусть у = U0cosx, где Uo = const, в то время как 
х — значение случайной величины, равномерно распределенной на 
отрезке — я < х < я.

Так как рж(х) = 1/(2п), то

exp(/vU0cosx)dx = J0(f^o)> 

где Jo — функция Бесселя первого рода с нулевым индексом.
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Используя табличный интеграл [15], получаем

Вид графика плотности вероятности связан с тем, что если 
выполнить большую серию опытов, каждый раз случайным образом 
выбирая значения х из указанной области, то величина 
U0cosx чаще будет принимать значения, близкие к ±V0, нежели 
близкие к нулю.

6.2. Статистические характеристики систем 
случайных вели'ин

Свойства случайных сигналов принято описывать, рассмат­
ривая не просто те величины, которые наблюдаются в 
какой-нибудь момент времени, а изучая совокупности этих 
величии, относящихся к различным фиксированным моментам 
времени. Займемся теорией подббных многомерных случай­
ных величин.

Функция распределения ■ плотность вероятности. Пусть 
даны случайные величины [Хь Х2,...,Х„}, образующие «-мер­
ный случайный вектор X. По аналогии, с одномерным 
случаем функция распределения этого вектора

F(xb x2,-..,xj = P(Xt < хь Х2 < х2,...,Хя < хД

Отвечающая ей w-меряая плотность вероятности 
р(хьх2,...,х^ удовлетворяет соотношению

р(х>, x2,...,xjdxi dxj.-.dxj, =

= P{xt <%! <xt + дХ1,...,хл<Хя<^ + ахя}.

Очевидно, функция распределения может быть найдена 
путем интегрирования плотности вероятности:

F(xbx2,...,^ = f f

Любая многомерная плотность обладает свойствами, 
обычными для плотности вероятности:

p(x1,x2,...,xJ>0; f f р(хь х,........xjdx1dx2...dx^= 1.

Зиая «-мерную плотность, всегда «можно найти m-мерную а 
плотность при т<п, интегрируя по «лишним» координатам: решите задачу 8 

p(x1,x2,...,xj = { J p(x1,x2,...,xjdx»+1...dx,.
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Вычислете моментов. Располагая соответствующей много­
мерной плотностью вероятности, можно находить средние 
значения любых комбинаций из рассматриваемых случайных 
величин и, в частности, вычислять их моменты. Так, ограни­
чиваясь наиболее важным для дальнейшего случаем двумер­
ной случайной величины, по аналогии с (6.4), (6.7) находим 
математические ожидания

X1= П х,р(Х1, x2)dx,dx2,

(618) 

х2 = ff х2р(хь x2)dx,dx2

и дисперсии

с? - ff <xi - Xi)2p(xi, x2)dx! dx2, I

J (619)

°2 = ff (x2 - x2)2p(xb x2)dx,dx2.

Новой по сравнению с одномерным случаем является 
возможность образования смешанного момента второго по­
рядка

К12 = Х1Х2 = ff Xix2p(xi, x2)dxj dx2, (6.20)

ковариационный
момевт

корреляционный

называемого ковариационным моментом системы двух слу­
чайных величин.

Корреляция. Предположим, что проведена серия опытов, в 
результате которых каждый раз наблюдалась двумерная 
случайная величина {Xlt Х2}- Условимся исход каждого 
опыта изображать точкой на декартовой плоскости.

Может оказаться, что изображающие точки в среднем 
располагаются вдоль некоторой прямой, так что в каждом 
отдельном испытании величины Xi и х2 имеют чаще всего 
одинаковый знак. Это наводит на мысль о том, что между 
Xi и х2 есть статистическая связь, называемая корреляцией.

Однако возможен случаи хаотического расположения 
точек на плоскости. Говорят, что при этом рассматри­
ваемые величины некоррелированы, т. е. между ними нет 
устойчивой связи в вероятностном смысле.

Количественной характеристикой степени статистической 
связи двух случайных величин служит их ковариационный 
момент К12 или, что часто удобнее, корреляционный мо­
мент К)2, определяемый как среднее значение произведения 

(х, — Xt)(x2 — х2):

л>2= ff (xt-х,)(х2-х2)р(хц x2)dxidx2 = К12-х,х2.

' ' (6.21)



6.2. Системм случайных величин 145

Вводят также безразмерный коэффициент корреляции

Г12 = Л,2/(а,а2). (6.22)

Для совпадающих случайных величин, когда хх = х2, имеют 
место равенства

Ли = Л22 = о2, r„ = r22 = 1.

Если размерность случайного вектора больше двух, то 
можно построить всевозможные перекрестные корреляцион­
ные моменты

Ru= f ” f (x/-xi)(xj-xj)p(x1,...,xjdx1...dxe,

i,j = 1, 2,...,и,

и коэффициенты корреляции r(J = RijfatVjb которые объеди­
няются в соответствующие матрицы

коэффициент кор­
реляции

Можно показать, что всегда |гу| < 1, причем равенство 
возможно лишь при условии Х{ = ±Xj (полностью коррели­
рованные величины).

Статистическая независимость случайных величин. По опре­
делению, случайные величины Xit Хц...»Х„ статистически 
независимы, если их многомерная плотность вероятности 
может быть представлена в виде произведения соответ­
ствующих одномерных плотностей:
I Р U1, Х2....... х„) = р, (х, )р2 (х2)... р„ (хД~[ (6.23)

Статистически независимые случайные величины иекор- 
релированы между собой. Действительно, для них

Ru= f J (Xj-Xj)pj(xj)dx, = o

прн i j. Обратное утверждение в общем случае неверно: 
из некоррелированности не вытекает автоматически статисти­
ческая независимость случайных величин.

Функциональные преобразования многомерных случайных 
велишь Предположим, что составляющие двух случайных 
векторов X и Т связаны однозначной зависимостью

У1 =/1(Хь х2,...,хж),

принцип статисти­
ческой независи­
мости

Л "/*(*1, *2»-••»*■)>
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причем известны обратные функции 

Xi = gi(yi, уД

Якобиан служит 
коэффициентом 
пропорционально­
сти между эле­
ментарными объе­
мами при функцио­
нальном преобра­
зовании

Уз.-^Уп).

Исходная плотность вероятности рисх(Х1» задана.
Для того чтобы обобщить формулу (6.11) на многомерный 
случай н вычислить плотность вероятности Рпр(Уь У2»---»Ул) 
преобразованного вектора, следует найти якобиан преобра­
зования

8gi 3gi 8gt
fyi ду2 ду„

dg, SgK dg,
fyi дуг ду„

(6.24)

Тогда искомая плотность вероятности

Р,„>(Уъ У2..........jJ =Рк«(?1, &..............g.)|Dl- (6-25)

Пример 6.4. Пусть xt и х3 — случайные координаты конца 
вектора на плоскости.

Перейдем к полярным координатам (р, <р): 
xt=pcos(p, ( О$р<со. 

x2 = psin<p, ( 0<ф<2я.

Якобиан такого преобразования
Р |cos(p —psintpl

| sin <р pcostp]

Поэтому если задана плотность вероятности р„я(х1,х2), то 
Рпр(р, ф) - РРисх(Р COS ф, psin ф). решите задачу 14

Многомерное гауссово распределение. Предположим, что для 
и-мерной случайной величины Я — .Х2........  Х„} известны
совокупности средних значений тъ m2,...,»j„ и дисперсий 
Qi, о2........а также матрица коэффициентов корреляции г.

В общем случае этих сведений недостаточно для построе­
ния и-мериой плотности вероятности. Исключением является 
случай, когда Я — многомерная гауссова величина. Тогда, 
по определению,

«.....-..J- „.„.,,^1,11» -

и»1

где | г | — определитель матрицы г; Лу — алгебраическое 
дополнение элемента rtJ определителя | г J.
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Важное свойство гауссова распределения заключается в 
следующем. Пусть вектор X образован некоррелированными 
случайными величинами, так что в матрице г отличны от 
нуля лишь элементы на главной диагонали: гу = 6у. При 
этом | г | = 1, алгебраические дополнения Лу = 6У. Представим 
эти величины в (626), получим

Символ Кронекера

₽(Х- *..........Xj “ CT1...a.p~^TeXPL-2 £Г^~1 =

1=1

= р(Х1)р(х2')’-р(х& 

где каждое из одномерных гауссовых распределений обладает 
параметрами т^ о,-.

Итак, если гауссова совокупность образована некоррели­
рованными случайными величинами, то все они статисти­
чески независимы.

В дальнейшем часто используется двумерная гауссова
плотность вероятности

p(xi, х2) =

2r (Х1 - т,)(х2 - т2)

<71 <72

1 Г (*i ~ mi)2 
2(1 -r2)L <72

(627)

где г = ria = Г21 — коэффициент корреляции составляющих
Xi и х2.

Эта формула упрощается, если mt = т2 = 0 и ох = о2 = о: 
Р<Х” Х2> = 2Ла21Л^еХР[~ Л)<,2(Х?-2”С»*2+ХЙ]-

(6.28)

Подобная плотность вероятности отображается гладкой 
поверхностью, построенной над координатной плоскостью 
(xi, х2). Величина р (xi, х2) достигает максимума в начале коор­
динат. Конфигурация поверхности зависит от коэффициента 
корреляции г.

Многомерная характеристическая функция. Обобщением по­
нятий характеристической функции на многомерный случай 
служит и-мерное преобразование Фурье от соответствующей 
плотности вероятности:

р(х..х»)

»2........Oj = exp[/(x!t!i + х21>2 +... + x,uj] =

= f ■■■ f exp[/(xi<>i + ... + x.i>j]p(x1,...,xjdx1...dx«. (6.29)

Многомерная характеристическая функция описывает систе­
му случайных величин с той же степенью полноты, как 
и отвечающая ей плотность вероятности, выражааиая обрат- 
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иым преобразованием Фурье:

P(xi>*2..........*”) = (2^ J" + ...

... + (6.30)

Представление 
функции в виде 
произведения со­
множителей назы­
вают факториза­
цией этой функции

Если {Xj,.. .,XJ — совокупность статистически независи­
мых величин, то на основании (6.29) многомерная характе­
ристическая функция распадается на произведение одно­
мерных характеристических функций отдельных случайных 
величин:

,I>J = П 0,(г,). (6.31)

Можно^ показать, что многомерной гауссовой случайной 
величине X = {ХЬ...,ХЯ} отвечает характеристическая функция

0(t?i, v2, (6.32)

где тк и Ofc — среднее значение и дисперсия случайной 
величины Xk, rkl — элемент корреляционной матрицы.

Плотвость вероятности суммы случайных вели*ян. Если 
в формуле (6.29) положить t-j = v2 =. . - = v„ = v, то многомер­
ная характеристическая функция переходит в одномерную 
характеристическую функцию суммы хх + х2 + ... + х„:

©г (г) = expjr (Xj +х2 + ... + xj.

свойство характе­
ристической функ­
ции

Отсюда, выполнив обратное преобразование Фурье, можно 
найти плотность вероятности этой суммы. Например, если 
{Xi,... ,Х„} — гауссовы некоррелированные (а значит, и незави­
симые) случайные величины с параметрами т*, <зк каждая, 
то из (6.32) следует, что

(6.33)

*=i *=1

Сравнивая этот результат с формулой (6.16), убеждаемся, 
что сумма нормальных случайных величии распределена 
также нормально, причем математические ожидания и диспер­
сии слагаемых суммируются:

П% =
к=1 к=1

(6.34)

центральная пре­
дельная теорема

В теории вероятностен доказывается гораздо более сильное 
утверждение, составляющее сущность центральной предельной 
теоремы А. М. Ляпунова [21]. Согласно этой теореме, 
распределение суммы независимых случ&йвьа вслизиш, даспер»
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син которых конечны, а распределения-вероятности произволь­
ны, при некоторых ограничениях, как правило, выполняемых 
в физических задачах, стремится к гауссову с ростом числа 
слагаемых.

6.3. Случайные процессы

Теория случайных величин изучает вероятностные яв­
ления «в статике», рассматривая их как некоторые зафикси­
рованные результаты экспериментов. Для описания сигналов, 
которые отображают развивающиеся во времени случайные 
явления, методы классической теории вероятностей оказы­
ваются недостаточными. Подобные задачи изучает особая 
ветвь математики, получившая название теории случайных 
процессов.

По определению, случайный процесс X (t) — это особого 
вида функция, характеризующаяся тем, что в любой момент 
времени t принимаемые ею значения являются случайными 
величи иамн.

Ансамбли реализаций. Имея дело с детерминированными 
сигналами, мы отображаем их функциональными зависимос­
тями или осциллограммами. Если же речь идет о случайных 
процессах, то ситуация оказывается сложнее. Фиксируя на 
определенном промежутке .времени мгновенные значения 
случайного сигнала, получаем лишь единственную реализацию 
случайного процесса. Случайный процесс представляет собой 
бесконечную совокупность таких реализаций, образующих 
статистический ансамбль. Например, ансамблем является 
набор сигналов {xt (t), х2 (t), .. ■}, которые можно одновременно 
наблюдать на выходах совершенно одинаковых генераторов 
шумового напряжения.

Совсем необязательно, чтобы реализации случайного про­
цесса представлялись функциями со сложным, нерегулярным 
во времени поведением. Часто приходится рассматривать 
случайные процессы, образованные, например, всевозможными 
гармоническими сигналами V cos (cot + <р), у которых одни из 
трех параметров I/, со, <р — случайная величина, принимаю­
щая определенное значение в каждой реализации. Случайный 
характер такого сигнала заключен в невозможности заранее, 
до опыта зиатЬ значение этого параметра.

Случайные процессы, образованные реализациями, зави­
сящими от конечного числа параметров, принято называть 
квазидетерминированными случайными процессами.

Плотности вероятности случайных процессов. Пусть X (г) — 
случайный процесс, заданный ансамблем реализаций, a tt — 
некоторый произвольный момент времени. Фиксируя величины 
(xi(ti), х2 (ГД...,Xk (ti),...}, получаемые в отдельных реализа­
циях, осуществляем одномерное сечение данного случайного 
процесса н наблюдаем случайную величину X(tj). Ее плот­
ность вероятности р(х, G) называют одномерной плотностью 
вероятности процесса X(t) в момент времени tt. Согласно 
определению, величина dP — р (х, ti) dx есть вероятность того,

определение поня­
тия случайного 
пропесса

лМл1

Ансамбль реализа­
ций

одномерная плот­
ность вероятности
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многомерные плот­
ности вероятности

что реализации случайного процесса в момент времени 
примут значения, лежащие в интервале (х, х + dx).

Информация, которую можно извлечь из одномерной 
плотности, недостаточна для того, чтобы судить о характере 
развития реализаций случайного процесса во времени. 
Гораздо больше сведений можно получить, располагая двумя 
сечениями случайного процесса в несовпадающие моменты 
времени н t2. Возникающая при таком мысленном 
эксперименте двумерная случайная величина {X(tt), X(t2)} 
описывается двумерной плотностью вероятности p(xlf x2t tit t2). 
Эта характеристика случайного процесса позволяет вычислить 
вероятность события, заключающегося в том, что реализация 
случайного процесса прн t = ti проходит в малой окрестности 
точки Xi, а при t = t2 — в малой окрестности точки х2.

Естественным обобщением является n-мерное сечение слу­
чайного процесса (и > 2), приводящее к и-мериой плотности 
вероятности р(хь x2,...,x„, tif t2,...,tj.

Многомерная плотность вероятности случайного процесса 
должна удовлетворять обычным условиям, налагаемым на 
плотность вероятности совокупности случайных величин (см. 
§ 6.2). Помимо этого, величина р(хь х2,...,х„ tb t2,...не 
должна зависеть от того, в каком порядке располагаются ее 
аргументы (условие симметрии).

Иногда вместо и-мерной плотности вероятности удобно 
пользоваться и-мерной характеристической функцией, которая 
связана с соответствующей плотностью преобразованием 
Фурье:

0(1>1, «>2.................................<«) =

= f J р(Х1, х2........tu t2............... (Jexp[/(i>1xi +

математическое 
ожидание случай­
ного процесса

+ »2х2 + ■■’ + Vexj] dxt dx2... dx.. (6.35)

Описание свойств случайных процессов с помощью много­
мерных плотностей вероятности высокой размерности может 
быть весьма подробным. Однако на этом пути часто 
встречаются серьезные математические трудности.

Моментные функция случайных процессов. Менее деталь­
ные, но, как правило, вполне удовлетворительные в практи­
ческом смысле характеристики случайных процессов можно 
получить, вычисляя моменты тех случайных величин, которые 
наблюдаются в сечениях этих процессов. Поскольку в общем 
случае эти моменты зависят от временных аргументов, они 
получили название моментных функций.

Для статистической радиотехники наибольшее значение 
имеют три моментные функции низших порядков, назы­
ваемые математическим ожиданием, дисперсией и функцией 
корреляции.

Математическое ожидание

т (г) = х (t) = J хр (х, t) dx (6.36)
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есть среднее значение процесса X(t) в текущий момент 
времени г, усреднение проводится по всему ансамблю реали­
заций процесса.

Дисперсия

о2 (t) = [х (t) - т (t)]2 = f [х (t) - т (t)]2p (х, t) dx (6.37) .дисперсия случай­
ного процесса

позволяет судить о степени разброса мгновенных значе­
ний, принимаемых отдельными реализациями в фиксирован­
ном сечении t, относительно среднего значения.

Двумерный центральный момент

K(t2. t2) = [x(ti) - m(;,)] [x(t2) - m(t2)J =

= Й M'i) - m('i)] M'l) - т(<2)]р(Х1, x2, t„ (2)dx, dx2 (6.38) 
функция корреля­
ции

называется функцией корреляции случайного процесса X(t). 
Эта моментная функция характеризует степень статисти­
ческой связи тех случайных величин, которые наблюдаются 
при t = tj и t = t2. Сравнивая формулы (6.37), (6.38), заметим, 
что при совмещении сечений функция корреляции численно 
равна дисперсии:

K(ti,t2)lr1=G»f=a2(t). (6-39)

Стационарные случайные процессы. Так принято называть 
случайные процессы, статистические характеристики которых 
одинаковы во всех сечениях.

Говорят, что случайный процесс стационарен в узком 
смысле, если любая его л-мерная плотность вероятности 
инвариантна относительно временнбго сдаига с: 

р(Х1,...,х^, ti,...,tj=p(x1,...,x„, ti +т,...,г„ +t). (6.40)

Если же ограничить требования тем, чтобы математическое 
ожидание т и дисперсия о2 процесса не зависели от вре­
мени, а функция корреляции зависела лишь от разности 

т — 112 — tt|, т. е. jR(tb t2) — то подобный случайный 
процесс будет стационарен в широком смысле. Понятно, что 
из стационарности в узком смысле следует стационарность 
в широком смысле, но не наоборот.

Как следует из определения, функция корреляции ста­
ционарного случайного процесса является четной:

К(т) = К(-т).

Кроме того, абсолютные значения этой функции при любых т 
не превышают ее значения при т — 0:

|К(т)|$К(0) = о2. (6.41)

Случайные сигна­
лы, являющиеся 
типичными реали­
зациями стацио­
нарных случайных 
процессов, состав­
ляют широко рас­
пространенный 
класс случайных 
колебаний, важный 
для радиотехники

с г ационариость в 
широком и узком 
смыслах

Метод доказательства таков: из очевидного неравенства 

[(x(t) - m) - (x(t + т) - m)]2 > О
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•
нормированная 
функция корреля­
ции

следует, что

откуда непосредственно вытекает неравенство (6.41).
Часто удобно использовать нормированную функцию кор­

реляции

(6.42) 

для которой г (О) = 1.
Чтобы проиллюстрировать понятие стационарного слу­

чайного процесса, рассмотрим два примера.

Пример 6.5. Случайный процесс образован реализациями
вида u(t) = Umcos(c>ot + ф), где V„ и <оо известны заранее, в то 
время как фазовый угол » Ф — случайная величина, равномерно 
распределенная на отрезке —л$ф$л.

Так как плотность вероятности фазового угла р, =; 1/(2л), то 
математическое ожидание процесса

Аналогично можно найти дисперсию:

▲
Наконец, функция корреляции

решите задачу 9

Итак, данный случайный процесс удовлетворяет всем условиям, 
которые необходимы для того, чтобы обеспечить стационарность 

в широком смысле.
Пример 6.6. Случайный процесс имеет реализации вида

u(t) « cos (<oot + Ф), причем ©о н ф — заданные числа. Un — слу­
чайная величина с произвольным законом распределения.

Математическое ожидание

й = U„ cos (шог + Ф)

будет не зависимым от времени лишь при U„ = 0. Поэтому в 
общем случае рассматриваемый случайный процесс будет нестацио­

нарным.

Большинство слу­
чайных процессов в 
радиотехнике яв­
ляются эргодиче­
скими

Свойство эргодв'иости. Стационарный случайный процесс 
называют эргодическим, если при нахождении его моментных 
функций усреднение по статистическому ансамблю можно 
заменить усреднением по времени. Операция усреднения 
выполняется над единственной реализацией х (t), длительность 
Т которой теоретически может быть сколь угодно велика. 
Обозначая усреднение по времени углОкйми скобками, эапи-
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шем математическое ожидание эргодического случайного про­
цесса:

т
т = <-к(0> = Нт-| J х (I) dt, (6.43)

0

которое равно постоянной составляющей выбранной реали­
зации. .

Дисперсия подобного процесса
т

а2 = <[х (I) - т]2> = Пт у J [х (1) - т]2 dt = <х2 (1)> - т2.

° (6.44)

Поскольку величина <х2> представляет собой среднюю 
мощность реализации, а величина т2 — мощность -постоян­
ной составляющей, дисперсия имеет наглядный смысл 
мощности флуктуационной составляющей эргодического про­
цесса.

Аналогично находят функцию корреляции:

К(т) = <[х(I) — m] [х(I + т) — т]> = <х(I)х(I 4- т)> — т2 =

т
— \\та. -у J х (I) х (I + т) dt — т2. (6.45)

о

Достаточным условием эргодичности случайного процесса, 
стационарного в широком смысле, является стремление к нулю 
функции корреляции при неограниченном росте временного 
сдвига т:

lim R (т) = 0. (6.46)

В математике показано, что это требование можно 
несколько осЛабить. Оказывается, что случайный пропесс 
эргодичен, если выполнено условие Слуцкого [21]:

т
lim у J R (т) dr = 0. (6.47)

о

Так, равенство (6.47) справедливо применительно к гар­
моническому процессу со случайной начальной фазой (см. 
пример 6.5).

Измерение характеристик случайных процессов. Если слу­
чайный процесс является эргодическим, то его реализация 
достаточной длины есть «типичный» представитель статисти­
ческого ансамбля. Изучая эту реализацию эксперименталь­
но, можно получить много сведений, характеризующих 
данный случайный процесс.

физический смысл 
дисперсии случай­
ного процесса

условия эргодич­
ности случайного 
процесса
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Измереше плотно­
сти вероятности

Коррелометр

▲
peiUHie задачу 14

•
сзационарио свя­
занные случайные 
процессы

Прибор для измерения одномерной плотности вероят­
ности случайного процесса может быть выполнен следую­
щим образом. Одномерная плотность вероятности эргоди­
ческого случайного процесса есть величина, пропорциональ­
ная относительному времени пребывания его реализации на 
уровне между х и х + Дх. Предположим, что имеется 
устройство с двумя входами, на один из которых подается 
исследуемая реализация х (г), а на другой — опорное постоян­
ное напряжение, уровень которого можно регулировать. На 
выходе устройства возникают прямоугольные видеоимпульсы 
постоянной амплитуды, начало и конец которых определяются 
моментами иремени, когда текущие значения случайного 
сигнала совпадают либо с уровнем х0, либо с уровнем 
х0 + Дх. Если теперь измерить, скажем, с помощью обычно­
го стрелочного прибора среднее значение тока, создаваемого 
последовательностью видеоимпульсов, то показания этого 
прибора будут пропорциональны плотности вероятности 
рЫ.

Любой достаточно инерционный стрелочный прибор 
может быть использован для измерения математического 
ожидания случайного процесса [см. формулу (6.43)].

Прибор, измеряющий дисперсию случайного процесса, как 
это следует из (6.44), должен иметь на входе конденсатор, 
отделяющий постоянную составляющую. Дальнейшие этапы 
процесса измерения — возведение в квадрат и усреднение по 
времени — выполняются инерционным квадратичным вольт­
метром.

Принцип работы измерителя функции корреляции (корре­
лометра) вытекает из формулы (6.45). Здесь мгновенные 
значения случайного сигнала после фильтрации постоянной 
составляющей, разделяясь на даа канала, поступают на пере- 
множитель, причем в одном из каналов сигнал задержи­
вается на время т. Для получения значения функции кор­
реляции сигнал с выхода перемножнтеля обрабатывается 
инерционным звеном, которое осуществляет усреднение.

Взаимная функция коррелявди двух случайных процессов. 
Во многих случаях представляет интерес вопрос о том, 
какова статистическая связь между двумя стационарными 
случайными процессами X(t) и У (Г). Принято вводить 
взаимные функции корреляции этих процессов по формулам

<г) = [х(*i) - mJ [y(t2) - mJ,

h) = [?(*i) - mJ [x (t2) - mJ. (6.48)

Случайные процессы называют стационарно связанными, 
если функции Rxy(ti, t2), h) зависят не от самих аргу­
ментов ti и t2, а лишь от разности т = t2 — t2. В этом 
случае, очевидно,

Кх,(т)=Н„(-т). (6.49)

Предположим, что случайные процессы X(t) и У(1) 
статистически независимы в том смысле, что для мгновен­
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ных значений х — x(t) и у, = у (г + т) независимо от величины т 
двумерная совместная плотность вероятности р (х, у,) = 
= ₽i(x)p26>,). Тогда

I (x-mjpi(x)dx f G’.-m.JpzG’Ody. = 0,

т. е. из статистической независимости случайных процессов 
вытекает их некоррелированность. Одиако в общем случае 
обратное утверждение не справедливо.

Стшшонараые гауссовы случайные процессы. Эти математи­
ческие модели случайных сигналов широко используются 
в радиотехнике для описания статистических явлений, 
обусловленных большим числом независимых слагаемых, т. е. 
в условиях применимости центральной предельной теоремы. 
По определению, и-мерная плотность вероятности стационар­
ного гауссова процесса следующим образом зависит от 
и — 1 временных аргументов т( = t( — tlr i = 2, 3,...,и:

Р<Х1........Х” Т1.........т"" 0 _ <т"(2лГ21 г |‘« Х

* ехр[~ 2|r‘a2 X Лу(х' ~ m)(Xj _ т)]
▲

(6.50) решите задачу 10

Здесь приняты те же обозначения, что и в формуле (6.26). 
Элементы корреляционной матрицы этого случайного про­
цесса определяются нормированной функцией корреляции: 
Ги = г(т1-т>).

В дальнейшем часто будет использоваться двумерная 
гауссова плотность

р(хь Х2, Т) = ----- 1 X
2ла2|/1 — г2 (т)

_____ Г (х1-т)2-2г(т)(х1-т)(х2-т) + (х2-т)2]
ХеХР1------------------------- 2ст2 [1 — г2 (т)]--------------------- J' <651)2ст2[1 —г2(т)]

Стационарный гауссов процесс занимает исключительное 
место среди прочих случайных процессов — любая сто много­
мерная плотность вероятности определяется даумя характе­
ристиками: математическим ожиданием и функцией корре­
ляции.

Современная ради­
отехника все шире 
применяет гофро­
вые измерители па­
раметров случай­
ных процессов, ра­
бота которых осно­
вана на дискретн- 
защш случайного 
сигнала н после­
дующих операциях 
над числами-вы­
борками

Наибольшее число 
теоретических ре­
зультатов в стати­
стической радио­
технике получено 
именно примето­
тельно к стагоо- 
нарным гауссовым 
процессам

Результаты

ОО Вероятностные закономерности проявляются в физических системах, образо­
ванных из большого числа более мелких подсистем.

ОО Основными характеристиками случайной величины являются ее функция 
распределения и плотность вероятности.

ОО Числовыми параметрами, описывающими случайную величину, служат моменты, 
такие, например, как математическое ожидание и дисперсия.
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ОО Статистические связи между отдельными составляющими многомерной 
случайной величины принято описывать смешанными моментами второго 
порядка, называемыми коэффициентами корреляции.

ОО Некоррелированные гауссовы величины статистически независимы.
ОО Согласно центральной предельной теореме, сумма большого числа незави­

симых случайных величин в пределе, с ростом числа слагаемых, распре­
делена по нормальному закону.

ОО Случайный процесс -задается бесконечным ансамблем своих реализаций.
. ОО Важнейшими моментными функциями случайного процесса являются матема­

тическое ожидание, дисперсия и функция корреляции.
ОО Если статистические характеристики случойного процесса неизменны во 

времени, то такой процесс называется стационарным.
ОО Характеристики стационарных эргодических случайных процессов можно 

изучать экспериментально, анализируя единственную реализацию достаточно 
большой длины.

ОО Любую многомерную плотность вероятности стационарного гауссова слу­
чайного процесса можно вычислить, зная математическое ожидание и 
функцию корреляции.

Вопросы

1. Как формулируются аксиомы теории 
вероятностей?

2. В чем разница между понятиями 
математической и эмпирической (выбороч­
ной} вероятностей?

3. Каковы освойиые свойства плотности 
вероятности случайной величины?

4. Как следует находить плотность вероят­
ности функции от случайной величины при 
однозначной и неоднозначной связях?

5. Как связаны между собой плотность 
вероятности и характеристическая функция 
случайной величины?

6. Каков смысл понятия корреляции двух 
случайных величин?

7. Что является более жестким требова­
нием — некоррелированность или статисти­
ческая независимость случайных величин?

8. Каковы отличительные свойства много­
мерной гауссовой случайной величины?

9. Как формулируется центральная пре­
дельная теорема?

10. В чем разница между двумя поня­
тиями — «случайный процесс» и «случайная 
реализация»?

Задачи

1. При передаче текста по некоторому 
каналу связи в среднем 0.5% символов 
воспринимаются с ошибкой. Передан текст 
длиной 120 символов. Какова вероятность 
правильного воспроизведения данного сооб­
щения?

11. Экспериментально получена следую­
щая реализация случайного сигнала:

Может ли оиа в принципе принадлежать 
ансамблю реализаций гауссова случайного 
процесса? Правдоподобно ли такое утвержде­
ние?

12. Дайте определение понятия случайного 
процесса, стационарного в широком и в узком 
смыслах?

13. В чем заключается отлвчительное 
свойство эргодического случайного процесса?

14. Каков физический смысл дисперсии 
эргодического случайного процесса?

15. Как определяется понятие взаимной 
функции корреляции двух случайных процес­
сов?

2. Случайная величина X имеет плотность 
вероятности 

р(х) = аехр(—Ь| х |).

Найдите связь между числами а и Ь, вы­
текающую из условия нормировки.
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3. Случайная величина X равномерно рас­
пределена во внутренних точках отрезка 
[О, 5]; вероятности обнаружить эту величину 
иа концах отрезка одинаковы и равны 0.3. 
Постройте графики функции распределения 
и плотности вероятности для данной слу­
чайной величины.

4. Вычислите среднее значение и диспер­
сию случайной величины, рассмотренной в 
задаче 3.

5. Найдите среднее значение и дисперсию 
случайной величины, имеющей плотность 
вероятности р(х) = */2аехр(—а| * I) при 
а>0.

6. Найдите связь между плотностью 
вероятности pi(x) случайной величины X 
и плотностью вероятности р2(у) случайной 
величины У, которая получена путем функ­
ционального преобразования у = ехр(— х2).

7. Характеристическая функция ®(t>) слу­
чайной величины X имеет вид О (г) = 
= 1/(1 + v2). Найдите плотность вероятности 
р(х) данной случайной величины.

8. Совместная плотность вероятности 
р(*ь*а) двумерной случайной величины 
имеет вид
Р (Х1. Х2)=(я7я)ехр [ - аг(х1 + хЙ].

Определите плотности вероятности случай­
ных величин х1} х2, а также их математи­
ческие ожидания н дисперсии.

9. Докажите, что для стационарности в
широком смысле случайного процесса X(t) 
с реализациями х(t) = A cosot + В sin at не­
обходимо и достаточно, чтобы случайные 
величины А и В обладали следующими 
свойствами; __
а) А = В = 0, б) ст^ = ст в, в) АВ = 0.

10. Случайный процесс Z(t) является 
суммой двух независимых гауссовых случай­
ных процессов X (г)', н У (t), имеющих пос­
тоянные во времени математические ожида­
ния тх, ту и дисперсии ст£, ст2 соответ­
ственно. Найдите одномерную плотность ве­
роятности суммарного процесса.

Более сложные задания

11. Сигнал представляет собой сумму гар­
монических колебаний одной и той же часто­
ты. Амплитуды слагаемых одинаковы и равны 
5 В, начальные фазы могут независимо 
принимать лишь два значения: 0 и 180°. 
Число слагаемых равно 30. Вычислите вероят­
ность того, что результирующая амплитуда 
сигнала окажется больше 50 В.

12. Докажите, что если случайная вели­
чина Z является суммой независимых 
случайных величии X и У, то ее плотность 
вероятности есть свертка плотностей, отве­
чающих каждому из слагаемых:

Р.й = S

13. Координаты х,»у случайной точки на
плоскости являются независимыми гауссо­
выми случайными величинами с параметрами 
тх = = 0, их = с, ~ ст2. Наедите плотность
вероятности длины случайного радиуса-век­
тора этой точки.

14. Предложите структурную схему при­
бора для измерения двумерной плотности 
вероятности эргодического случайного про^ 
несся.



Глава 7

корреляционная te- 
ория

Корреляционная теория 
случайных процессов

Наряду с полным описанием свойств случайных сигналов 
с помощью многомерных плотностей вероятности возможен 
упрощенный подход, когда случайные процессы характери­
зуются своими моментными функциями. Теория случайных 
процессе», основанная на использовании моментных функций 
не выше второго порядка, получила название корреляцион­
ной теории, В данной главе будет показано, что между 
корреляционными и спектральными свойствами случайных 
сигналов существует глубокая и тесная связь.

7.1. Спектральные представления стационарных 
случайных процессов

В гл. 2 была развита спектральная теория детерминиро­
ванных сигналов. Из-за вероятностного характера отдельных 
реализаций прямой перенос методов спектрального анализа 
в теорию случайных процессов невозможен. Однако удается 
получить ряд важных спектральных характеристик случайных 
колебаний, преобразуя по Фурье некоторые функции, полу­
чаемые путем усреднения реализаций.

Спектральные плотности реализаций. Рассмотрим стацио­
нарный случайный процесс X (t) с нулевым математическим 
ожиданием: х — 0. Отдельно взятая реализация этого про­
цесса есть детерминированная функция, которую можно пред­
ставить в виде, обратного преобразования Фурье 

x(t) = ^ Г Sx(ffl)e^'do> (7.1)

В общем случае 
реализащш случай­
ного процесса не 
являются абсолют­
но интегрируемыми 
на всей осн време­
ни. Поэтому к их 
спектральным 
плотностям следу­
ет относиться как 
к обобщенным фун­
кциям (см. гл. 2)

с некоторой детерминированной спектральной плотностью 
Sx(©).

Для того чтобы описать весь ансамбль реализаций, обра­
зующий процесс X (t), естественно допустить, что спектраль­
ные плотности Sx(<o) сами являются случайными функциями 
частоты. Таким образом, случайный процесс во временнбй 
области порождает другой случайный процесс в частотной 
области. Если реализация случайного процесса представлена 
в форме (7.1), то говорят, что осуществлено спектральное 
представление этого процесса.

Ключевую роль в спектральной теории случайных про­
цессов играет ответ на следующий вопрос: какими свойст­
вами должны обладать случайные функции Sx(co) для того, 
чтобы процесс X (t) был стационарным в широком смысле?

Свойства случайной спектральной плотности. Для ответа 
на поставленный вопрос прежде всего усредним мгновенные
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значения сигналов х(г) по ансамблю реализаций:

x(t) =
1

2я

Это равенство будет выполняться тождественно при лю- 
бом значении t, если потребовать выполнения условия 
Sx (со) — 0. Итак, случайная спектральная плотность отдельных 
реализаций стационарного случайного процесса должна иметь 
нулевое математическое ожидание на всех частотах.

Теперь нужно определить, при каких условиях функция 
корреляции Rx (т) зависит лишь от сдвига т между сечениями. 
Воспользуемся тем, что сигнал x(t) вещественный, так что 
наряду с (7.1) справедливо равенство

(7.2)

Запишем выражение функции корреляции процесса X (t), 
используя спектральные разложения случайных реализаций:

К» W = X (I) X (t + т) = х* (г) X (t + т) =

= Я5.И8:(«0е*"е*—тdodffi- =

(7.3)

Здесь во внутреннем подынтегральном выражении содер­
жится множитель Sx (со) S£ (o'), имеющий смысл функции кор­
реляции случайной спектральной плотности. Для того чтобы 
функция Кх(т) не зависела от времени t, необходимо, как 
это видно из выражения (7.3), потребовать выполнения сле­
дующей пропорциональности:

Sx(oj) S* (со') ~ 5(со — со'). (7.4)

Таким образом, случайная спектральная плотность Sx(co) 
стационарного процесса имеет специфическую структуру: ее 
значения, отвечающие любым двум несовпадающим частотам, 
иекрррелированы между собой. В то же время средний 
квадрат (дисперсия) случайной спектральной плотности неог­
раниченно велик при любых частотах. Такой вид корреля­
ционной связи, с которым мы часто будем сталкиваться 
в дальнейшем, называется делъта-коррелированностъю.

Спектральная плотность мощности ставдонарного случайно­
го процесса. Введем в формулу (7.4) множитель пропорцио­
нальности, зависящий от частоты, н запишем это равенство 
таким образом:

Sx (<») Si (<»') = 2л 8 (<а-<»'). (7.5)

•

дельта-коррелиро- 
ваниость

•
спектральная 
плотность 
мощности
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Здесь и в дальней­
шем отсутствие ин­
дексов ири функци­
ях показывает, что 
результаты спра­
ведливы по отно­
шению к любым 
случайным процес­
сам

теорема 
Винера—Хинчииа

Если случайный си­
гнал является на­
пряжением, то его 
спектр мощности 
имеет размерность 
В2 • с/рад, т. е. раз­
мерность удельной 
мощности, выделя­
емой па единичном 
резисторе

▲
решите задачи 1 
и 2

Функция И£(со), играющая фундаментальную роль в тео­
рии стационарных случайных процессов, называется спект­
ральной плотностью мощности процесса X (t). В дальнейшем 
для краткости эту функцию будем называть также спектром 
мощности.

Подставив (7.5) в (7.3), приходим к важному результату:

(7.6)

.Итак, функции корреляции и спектр мощности стацио­
нарного случайного процесса связаны между собой преобра­
зованием Фурье. Поэтому

№)= j R(x)e_>tdT. (7.7)

Формулы (7.6) н (7.7) составляют содержащее теоремы, 
доказанной в 1934 г. известным советским математиком 
А. Я. Хинчиным и независимо от него американским ученым 
Н. Винером. Данная теорема в теории случайных процессов 
получила название теоремы Винера — Хинчина.

Для того чтобы выяснить физический смысл понятия 
энергетического спектра, положим в (7.6) т = 0. Тогда, по­
скольку R (0) = ст2, получаем

1У(<о)(1©. (7.8)

Дисперсия ст2, равная средней Мощности флуктуаций ста­
ционарного случайного процесса, есть, таким образом, сумма 
вкладов от всех участков частотной оси.

Следует подчеркнуть различие между энергетическим 
спектром Wu (со) детерминированного импульсного сигнала 
ц(Г) (см. гл. 3) и спектральной плотностью мощности И£(со) 
стационарного случайного процесса X (г). Функция (со) ха­
рактеризует меру энергии, приходящуюся на единичную полосу 
частот. В отлйчне от этого функция Wx (со) характеризует 
удельную меру мощности. Этот факт находит отражение н в 
разных физических размерностях данных функций.

По своему физическому смыслу спектр мощности веще­
ствен и неотрицателен: W(co) > 0. Данное свойство наклады­
вает весьма жесткие ограничения на вид допустимых функ­
ций корреляции (с этим мы уже сталкивались в гл. 3, 
изучая корреляционные свойства детерминированных сиг­
налов).

Необходимо указать также на следующее обстоятельство. 
Спектральная плотность мощности стационарного случайного 
процесса, будучи всегда вещественной, не содержит никакой 
информации о фазовых соотношениях между отдельными 
спектральными составляющими. Поэтому йо спектру Мощ­
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ности принципиально невозможно восстановить какую-либо 
отдельно взятую реализацию случайного процесса.

Односторонний спектр мощности. Поскольку R (т) — четная 
функция аргумента т, то соответствующий спектр мощности 
14^(со) представляет собой четную функцию частоты со. Отсюда 
следует, что пару преобразований Фурье (7.6), (7.7) можно 
записать, используя лишь интегралы в полубескоиечных 
пределах:

R (т) = J W(io) cos ют din, {IS}

о

JF(co) = 21R (т) cos сот dx.
о

(7.10)

Целесообразно ввести так называемый односторонний- 
спектр мощности Г (со) случайного процесса, определив его 
следующим образом:

et \ J и,F(t0) (1У(<О)/Я, <0^0. (7.11)

Функция Г (со) позволяет вычислить дисперсию стационар­
ного случайного процесса путем интегрирования по положи­
тельным (физическим) частотам:

су2 = R(0) = f F(co)dco.
о

(7.12)

В технических расчетах часто вводят односторонний спектр 
мощности N (/), представляющий собой среднюю мощность 
случайного процесса, приходящуюся на интервал частот 
шириной в 1 Гц:

йо. <71з)

При этом, как легко видеть,

▲
решите задачу 3

Если реализации 
случайного процес­
са имеют размер­
ность папряженш 
(В), то односторои- 
нийспектр мощнос­
ти N имеет раз­
мерность В2/Гц

a2=fN(/)d/.
о

(7.14)

Теорема Винера — Хинчина является важнейшим инстру­
ментом прикладной теории случайных процессов.

о

Пример 7.1. Спектр мощности случайного процесса с экспонен­
циальной функцией корреляции.

Пусть процесс X (t) имеет функцию корреляции вида

Я.(*) = <’2ехр(-а|-г|)
с некоторым положительным параметром а. На основании (7.10) 
его спектральная плотность мощности

W* (ш) = 2ст2 Ге~” cos ют dr = —
J а2 + ю2
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Односторонний спектр мощности

График данной функции указывает иа то, что спектр мощности 
рассматриваемого процесса имеет выраженный низкочастотный ха­
рактер — его максимум наблюдается на нулевой частоте.

Пример 7.2. Функция корреляции стационарного случайного про­
цесса со спектром мощности гауссова вида.

Здесь , ■'

1К(©) = ИЬехр(-рЬ)2).

Для нахождения функции корреляции применим формулу (79):

Rx (0 * Гe_₽“2 cos сот dco = - W2_ exp [—т2/(40)1.
* J 20ф

о ’

Итак, гауссов характер спектра мощности приводит к функции 
корреляции также гауссова вида. Дисперсия данного случайного 
процесса
П; = И4,/(20ф).

Пример 7.3. Функция корреляции стационарного случайного про­
цесса с ограниченным спектром мощности низкочастотного вида.

Пусть процесс X (t) характеризуется спектром мощности 

(©) =
f ИЬ
10

при —
вне полосы [—<о>, <oj.

По формуле (79) находим функцию корреляции:

И&Шв sinuyt 
я cogT

Дисперсия этого случайного процесса
а2 в R (0) = .

Если воспользоваться односторонним спектром мощности

Го = И4>/л при 0 < со < <о>,
0 вне полосы [0, <oj, 

то формула для дисперсии приобретает легко запоминающийся вид 
произведения спектра мощности на полосу частот, занимаемую 
сигналом: ст2 = Fo®*-

Интересно и важно отметить, что функция корреляции данного 
случайного процесса знакопеременна, причем знак изменяется при 
сдвигах т, кратных величине Среднее значение произведения
x(t)x(t + t) будет вначале положительным, затем с увеличением 
т отрицательным, вновь положительным и т. д. Такое свойство 
функции корреляции говорит о квазипериодичности любой реализа­
ции этого случайного процесса, понимаемой, конечно, не в абсолют­
ном, а в вероятностном смысле.

-СО, о со,

Квазвпернодиче- 
ская реализация
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Интервал корреляции. Случайные процессы, изучаемые ста­
тистической радиотехникой, как правило, обладают следую­
щим свойством: их функция корреляции стремится к нулю 
с увеличением временного сдвига т. Чем быстрее убывает 
функция R (т), тем меньшей оказывается статистическая связь 
между мгновенными значениями случайного сигнала в два 
несовпадающих момента времени.

Числовой характеристикой, служащей для оценки «ско­
рости изменения» реализаций случайного процесса, является 
интервал корреляции тж, определяемый выражением

’•= wf1 R(T)|dT = f|r(T)|dT- 

о о

(7.15)

0 ъ
Если йзвертна информация о поведении какой-либо реали­

зации «в прошлом», то возможен вероятностный прогноз 
случайного процесса на время порядка тк. Однако попытка 
прогнозирования на время, существенно превышающее интер­
вал корреляции, окажется безрезультатной — мгновенные зна­
чения, столь далеко отстоящие во времени, практически

Площади обеих фи­
гур равновелики

иекоррелированы, т. е. среднее значение произведения 
х (t) х (t + т) стремится к нулю.

Эффективная пирина спектра. Пусть исследуемый случай­
ный процесс характеризуется функцией F (со) — односторонним 
спектром мощности, причем Fmax — экстремальное значение 
этой функции. Заменим мысленно данный случайный про­

▲
решите задачу 4

цесс другим процессом, у которого спектральная плотность 
мощности постоянна и равна в пределах эффективной 
полосы частот До^ф, выбираемой из условия равенства сред­
них мощностей обоих пропессов:

Гт.хДв>эф= jF(<o)dm.
■ о

Отсюда получается формула для эффективной ширины 
спектра:

(7.16)

Вне пределов ука- 
зашой нолосы 
спектральная нлот- 
ность мощности 
случайного процес­
са считаетсп рав­
ной нулю

▲
решите задачу 5

Этой числовой характеристикой часто пользуются для 
инженерного расчета дисперсии шумового сигнала: ст2 = 
= Fmax ДсрэФ- Например, если известно, что F^ = 5 • 10”® В2 • с, 
ДЮэф = 3-105 с-1, то с2 = 1.5-10“3 В2, откуда среднеквадра­
тическое значение напряжения шума с = 39 мВ.

Эффективную ширину спектра случайного процесса можно 
определить множеством способов, например, исходя из усло­
вия уменьшения значений спектра мощности на границе этого 
частотного интервала до уровня 0.1Fmax. В любом случае ве­
личины тк и Дсоэф должны быть связаны соотношением

Чем шире спектр 
случайного сигна­
ла, тем хаотичнее 
изменяются во вре­
мени его реализа- 
iym
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белый шум

неопределенности A<o^Tr = О (1), вытекающим из свойств пре­
образования Фурье (см. гл. 2).

Бельй шум. В радиотехнике так принято называть ста­
ционарный случайный процесс с постоянной на всех частотах 
спектральной плотностью мощности:

И^со) = Wo = const. (7.17)

Термин «белый шум» образно подчеркивает аналогию 
с «белым» (естественным) светом, у которого в пределах 
видимого диапазона интенсивность всех спектральных состав­
ляющих приблизительно одинакова.

По теореме Винера — Хинчина функция корреляции белого 
шума

|е*,,<ко = И'08(т)

Часто вводят так­
же односторонний 
спектр мощности 
белого шума No, 
такой, что И^о — 
No/2 [см. формулу 
(7.13)1

равна нулю всюду, кроме точки т = 0. Средняя мощность 
(дисперсия) белого шума иеограничено велика.

Белый шум является дельта-коррелированным случайным 
процессом. Некоррелированность мгновенных значений такого 
случайного сигнала означает бесконечно большую скорость 
изменения их во времени — как бы мал ии был интервал т, 
сигнал за это время может измениться на любую наперед 
заданную величину.

Белый шум является абстрактной математической моделью 
и отвечающий ему физический процесс в природе, безусловно, 
не существует. Однако это не мешает приближенно заменять 
реальные достаточно широкополосные случайные процессы 
белым шумом в тех случаях, когда полоса пропускания 
цепи, на которую воздействует случайный сигнал, оказыва­
ется существенно уже эффективной ширины спектра шума.

7.2. Дифференцирование и интегрирование 
случайных процессов

В этом параграфе изучаются свойства реализаций слу­
чайных процессов, подвергнутых операциям дифференцирова­
ния и интегрирования. Показано, что дифференциальные 
свойства случайного процесса определяются видом его функ­
ции корреляции.

Вероятностная трактовка сходимости я непрерывности. В 
теории случайных процессов приходится несколько расширить 
обычное понятие сходимости последовательности чисел к 
своему пределу. Так, если {х„} — случайная последователь­
ность, пронумерованная числами натурального ряда, то для 
ее сходимости ие обязательно, чтобы при ш, и -> со величина 
| хж — х„ | всегда была меньше любого наперед заданного 
малого числа.
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Говорят, что случайная последовательность {х„} сходится 
к некоторому числу х в среднеквадратическом смысле, если

lim (х„ - х)2 = 0. (7.18)

Требование сходимости в среднеквадратическом смысле 
является менее жестким по сравнению с классическим кри­
терием сходимости детерминированных последовательностей.

Подобным же образом определяют понятие непрерыв­
ности случайного процесса. Считают, что случайный процесс 
X (t) непрерывен в точке t = t0, если справедливо предельное 
равенство

lim [х(М-хМ]2 = 0. (7.19)

Производная от случайного процесса. Предположим, что 
реализация х (t) случайного процесса X (t) подается на диффе­
ренцирующее устройство, создающее на выходе новую реали­
зацию у (t) = dx/dt. Совокупность реализаций у (t) образует 
случайный процесс У(1), называемый производной процесса 
X (t). Символически этот факт обозначается равенством 

У(0 = dX/dt.

Положим, что X (t) — стационарный случайный процесс с 
известным математическим ожиданием х = тх. Чтобы найти 
математическое ожидание производной, проведем усреднение 
по ансамблю реализаций:

dx d
dFm«=°- (7.20)

Итак, при дифференцировании стационарного случайного 
процесса возникает новый случайный процесс* с нулевым ма­
тематическим ожиданием.

Решим несколько более сложную задачу нахождения 
функции корреляции производной. Без ограничения общности 
положим, что математическое ожидание исходного процесса 
тх = 0 (если это ие так, всегда можно перейти к новому 
процессу Z (t), реализации которого z(t) = x(t) - тх). Восполь­
зуемся тем, что

dx ljm x(t + At) - x(t)
dt дг-»о At

и представим функцию корреляции производной таким обра­
зом:

^,W=J'(t)j'(t+r) =
= lim x(t + At) — x(tj~ x(t + т + At) — x(t + т)

At-»o At At

= (ЙрМ + dt)x(t 4- т + At) —

сходимость в сред­
неквадратическом 
смысле

Заметим, что сред­
ине значения произ­
ведений зависят 
только от модуля 
разности аргумен­
тов сомножителей, 
носкольку процесс 
стационарен

- x(t + At)x(t + т) - x(t)x(t 4- т 4- At) + x(t)x(t 4-т)].
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▲
решите задачу 7

Все четыре слагаемых в квадратных скобках представляют 
собой функции корреляции исходного процесса, вычисленные 
при различных величинах задержки. Легко видеть, что 

К,(т) = Wn ^-[2Я,(т)-К.(т-Д»)-К.(г + Дг)].

Можно заметить, что правая часть последнего равенства 
представляет собой вторую производную функции Rx (т), взя­
тую с обратным знаком. Таким образом, приходим к фор­
муле

условие дифферен­
цируемости случай­
ного процесса

ад = -ЛИт) = -сад. (7-21)

Дифференцируемые я неднфференцируемые случайные про­
цессы. По определению, случайный процесс X(t) является 
дифференцируемым, если его производная имеет конечную 
дисперсию. В соответствии с (7.21) дисперсия производной 
с* = — К,(0) = — с2г"(0). Поэтому для дифференцируемости 
случайного процесса необходимо, чтобы вторая производная 
его функции корреляции в нуле была конечной величиной, 
а значит, первая производная этой функции в нуле — не­
прерывной.

Неднфференцируемым является случайный процесс с функ­
цией корреляции вида с2ехр(—а|т|), рассмотренный в при­
мере 7.1. Дифференцируя эту функцию один раз, убеждаемся, 
что производная в нуле изменяется скачком на величину 
—2с2а.

В радиотехнике часто рассматривают случайные процессы 
с функциями корреляции вида

К(т) = а2(1 + а|т|)ехр(—а|т|). (7.22)

Простое вычисление показывает, что. первая производная 
этой функции

—сЛу2техр(- ат),
—а2с2техр(ат),

т>0, 
т<0

▲
решите задачу 8

Подобным свойст­
вом обладают реа­
лизации так назы­
ваемых непрерыв­
ных марковских 
процессов

в нуле непрерывна, поэтому функция корреляции (7.22) отве­
чает дифференцируемому процессу.

Несомненно, что реализации любых случайных сигналов, 
с которыми приходится встречаться в технике, всегда доста­
точно «гладкие» для того, чтобы быть дифференцируемыми. 
Однако в теоретических исследованиях часто возникают ма­
тематические модели, соответствующие неднфференцируемым 
процессам. Как правило, это имеет место тогда, когда 
реализации случайного процесса образуются из очень боль­
шого числа малых независимых слагаемых. Несмотря на то 
что вклад одного такого слагаемого (например, импульса 
тока от движения отдельно взятого электрона) ничтожен, 
именно эти слагаемые определяют «тонкую структуру» реа­
лизации. Как следствие, реализации такого процесса могут 
приобрести вид функции, всюду непрерывной, однако ни 
в одной точке не дифференцируемой.
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Спектральная плотность моорюстн производной. Найдем 
связь между спектрами мощности исходного процесса и его 
производной. Пусть задано соответствие Х(1)<-»И£(со). По 
теореме Винера — Хинчина функция корреляции исходного 
процесса

Кх (т) = J Wx (со) ехр (/сот) dco.

На основании формулы (7.21) функция корреляции произ­
водной

Л,(т) = со2 Wx (со) ехр (/сот) do,

откуда получается искомая формула связи

Wy (со) = со2 (со). (7.23)

Примечательно, что в спектре мощности производной 
наблюдается уменьшение низкочастотных и увеличение высо­
кочастотных составляющих. Формула (7.23) позволяет судить 
о дифференцируемости процесса X (t), исходя из свойств его 
спектра мощности: указанный случайный процесс дифферен­
цируем, если

с2 = I coaW5t (ш) dco < оо.

Так, для случайного процесса со спектром мощности 
низкочастотного вида (см. пример 7.3) дисперсия производной

J со2 dco = Иосо2/(3л),

-«в

поэтому такой процесс дифференцируем.
Корреляконная связь между случайным процессом я его 

производной. Во многих задачах статистической радиотехники 
существен вопрос вероятностной связи между мгновенными 
значениями случайного сигнала и его производной. Для 
ответа на него вычислим функцию взаимной корреляции 
Кж,(т) случайных процессов X(t) и Y(t) = dX/dt, проведя 
усреднение:

Rx^0) = x(i)y (i + т) = x(i) ^-x(t + т) = ^-x(t)x(t + т), 

откуда

*х>(т) = К;(т). (7.24)

Здесь принято во 
внимание, что оба 
рассматриваемых 
случайных процес­
са стационарны н 
имеют нулевые 
средние значеон
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некоррелирован­
ность случайного 
процесса н его про­
изводной

Как известно, функция К* (т) всегда является четной. Если 
же процесс дифференцируем, то при т = 0 производная 

(т) обращается в нуль. На основании (7.24) отсюда следует, 
что мгновенные значения такого случайного сигнала и его 
производной, взятые в один и тот же момент времени, 
являются некоррелированными. Еще более сильное утверждение 
справедливо применительно к гауссовым случайным про­
цессам: здесь случайный сигнал и его производная стати­
стически независимы.

Интеграл от случайного процесса. Будем называть слу­
чайный процесс Z (t) определенным интегралом с переменным 
верхним пределом от случайного процесса X (t), если между 
реализациями z(t) и х(г) имеется соответствие вида

z(l) = fx©d£. (7.25)
О

Физически это означает, что сигналы z(t) наблюдаются на 
выходе идеального интегратора, причем входные сигналы 
x(t) начинают поступать в нулевой момент времени.

Если процесс X (t) стационарен и имеет постоянное сред­
нее значение тх, то математическое ожидание сигнала на 
выходе интегратора

(7.26) 
О

Случайный сигнал 
на входе

Таким образом, условие тх #0 сразу приводит к иеста- 
ционарносгн случайного процесса Z (t).

Однако даже при нулевом математическом ожидании 
входного процесса сигнал на выходе интегратора будет 
представлять собой реализнцию нестационарного случайного 
процесса. Чтобы убедиться в этом, вычислим функцию кор­
реляции интеграла:

RAh. «2)= j Jx@x(n)d^dn =
о о

= if x©x(n)d^dn = j n)dyn.

0 0 0 0

н на выходе ин­
тегратора

Если процесс X (t) стационарен, то аргумент функции 
корреляции, стоящей под знаком интеграла в последней 
формуле, будет представлять собой разность rj — поэтому

R, (tn t2) = JpMn - (7.27)
о о

Поскольку правая часть формулы (7.27) зависит непосред­
ственно от tx и t2, а не от их разности, случайный про­
цесс на выходе интегратора является нестационарным.

Нестационариость интеграла от случайного процесса имеет 
глубокий физический смысл, свидетельствуя о безграничном
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нарастании флуктуаций на выходе идеального интегратора, 
что связано с эффектом их накопления.

Сходные задачи часто встречаются в различных областях 
физики. В качестве примера можно привести известную 
проблему одномерного случайного блуждания точки (броунов­
ского движения) [21]. Здесь материальная точка, выходя из 
начала координат и получая равновероятные толчки в двух 
противоположных направлениях, в среднем остается на месте, 
однако величина ее отклонения от среднего положения неог­
раниченно нарастает во времени.

Задача о выбросах случайных процессов. В статистической 
радиотехнике большой интерес представляет следующая 
проблема, тесно связанная с дифференциальными свойствами 
случайных процессов. Предположим, что реализациями слу­
чайного процесса X (t) служат достаточно «гладкие» функпии 
времени. Требуется определить, сколь часто эти реализации 
пересекают некоторый фиксированный уровень х0. Такая 
проблема естественно возникает, например, при анализе поме­
хоустойчивости радиотехнических устройств, находящихся под 
воздействием случайных флуктуационных или импульсных 
помех.

Событие, состоящее в том, что реализация х (t) пересекает 
заданный уровень х0 «снизу вверх», называют положительным 
выбросом процесса X (t) иа уровне х0.

Решим простейшую задачу — найдем среднее число поло­
жительных выбросов, происходящих в единицу времени. Для 
этого мысленно выделим на временной оси t малый интер­
вал длительностью Дг. Считая, что процесс X (Г) стационарен 
и непрерывен, всегда можно указать столь малое время Д1, 
что в пределах этого интервала либо ие будет ии одного 
положительного выброса, либо он будет единственным.

Найдем вначале вероятность элементарного события, 
заключающегося в том, что за время Дг происходит один 
положительный выброс. Для этого заметим, что единствен­
ный положительный выброс возникает в том случае, если: 
а) х(Г)<Хо,- б) х(Г + Д1)>Х(). Но, поскольку х(1 + Д?)« 
» х (Г) + х'Дг, условие б) означает, что Xq — х'Дг < х (t). Таким 
образом, единственный положительный выброс в пределах 
интервала времени At произойдет, если реализация случай­
ного процесса будет иметь здесь положительную производ­
ную (х' > 0), удовлетворяя неравенству х0 — х'Дг < х (t) < Xq.

Вероятность Р этого события легко вычислить, зиая сов­
местную даумерную плотность вероятности р (х, х) процесса 
и его производной, относящуюся к одному и тому же мо­
менту времени:

Р= Jdx' J р(х, x'jdx = Л1 •Jp(x<),y)x'dx'. (7.28)
о Хо-х'Д» О

То, что эта вероятность пропорциональна длительности 
интервала Дг, указывает иа следующее: величина и(х0) — 
среднее число положительных выбросов на уровне х0, провс­

Нестационарный 
случайный процесс, 
получаемый нутем 
интегрирования бе­
лого шума, принято 
называть случай­
ным процессом 
Винера

о

Положительный 
выброс

О г t+дг
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ходящих в 1 с, выражается формулой

(7.29)"М= Jp(Xo, x'Jx'dx'. 
О

Выбросы гауссовых процессов. Вычисления по формуле 
(7.29) значительно упрощаются, если процесс X(t) является 
гауссовым. При этом мгновенные значения реализации и ее 
производной в совпадающие моменты времени статистически 
независимы, поэтому

р (х0, хЭ = Р1 (х„) р2 (х"). (7.30)

Производная, по­
лучаемая путем 
линейных операций 
над исходным про­
цессом, также нор­
мальна

Объединив формулы (7.29) и (7.30), находим

n(xo) = Pi(xo)fp2(x9x'dx'. (7.31)
О

Будем полагать, что функция корреляции исходного про­
цесса Rx (т) = схгх (?) известна. Тот да дисперсия производной 
сх. = —схг"(0), откуда следует формула для плотности ве­
роятности производной:

р2 (х) = 1-----------ехрГ-—ML—]. (7.32)

I ₽2 М х' dx' = (/—г" (0),

J
о
подстановка которото в (7.31) дает окончательную формулу 
для вычисления среднего числа положительных выбросов ста­
ционарного гауссова процесса:

|/2лсх|/-г;(0) L 2cx(-rx(0))J

Элементарные выкладки приводят к результату

квазичастота

Квазичастота мо­
жет быть определе­
на только для диф­
ференцируемого 
случайного процес­
са

Квазичастота стационарного случайного процесса. В § 7.1 
отмечалось, что реализации некоторых случайных процессов 
изменяются во времени квазипериоднчески. Числовой харак­
теристикой, отражающей темп колебаний, может служить 
квазичастота, определяемая как среднее число пересечений 
нулевого уровня. Согласно (7.33), квазичастота гауссова 
процесса

„(0)= ^-'•ЛО) (734)

хл

целиком определяется поведением функции корреляции в нуле. 
Поскольку — г"(0) = сХ'/сх, а дисперсия производной выра­
жается через односторонний спектр мощности процесса X (t):

= fo)2Fx(o))dro,
О
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формула для квазичастоты может быть записана в виде, 
эквивалентном (7.34):

▲

решите задачу 9

(7.35)

Пример ТА. Квазичастота стационарного гауссова процесса с 
ограниченным низкочастотным спектром (см. пример 7.3).

Здесь

f a>2Fx (о) do — FoC^/3, = [^FqCOb.

Подставляя эти выражения в формулу (7.35), получаем

и(0) =
СОц = Л

2п[/з l/з ‘

о

Этот интересный результат нельзя усмотреть непосредственно.

§ 7.3. Узкополосные случайные процессы

В радиотехнических приложениях исключительную роль 
играет особый класс случайных процессов, спектральная 
плотность мощности которых имеет резко выраженный мак­
симум вблизи некоторой частоты соо, отличной от нуля. Ниже 
исследуются статистические свойства подобных узкополосных 
случайных процессов. Рассмотрение ограничено случаем гаус­
совых процессов, часто встречающихся на практике. К тому 
же именно для гауссовых процессов удается получить ряд 
важных результатов, ие выходя за рамки корреляционной 
теории.

Функция коррелщии узкополосного случайного процесса. 
Рассмотрим стационарный случайный процесс X (t), одно­
сторонний спектр мощности которого F (со) концентрируется 
в окрестности некоторой частоты соо > 0.

По теореме Винера — Хинчина функция корреляции дан­
ного процесса

К (т) = J F (со) cos cor dco. (7.36)
о

Мысленно сместим спектр процесса из окрестности часто­
ты соо в окрестность нулевой частоты, выполнив замену пере­
менной со = соо + Q. Тогда формула (7.36) приобретает вид

К(т) = J F(co0+fi)cos[(co0+n)T]dft. (7.37)
-<0о

В соответствии с исходным предположением об уэкопо- 
лосности процесса X(t) его спектр мощности F(co) нсчезаю-

F

ш0

Спектр мощности 
узкополосного слу­
чайного процесса
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Заметим, что функ­
ция а(т) четна, а 
функция Ь(х) не­
четна

ще мал на частотах, близких к нулю. Поэтому в выраже­
нии (7.37) можно заменить нижний предел интегрирования 
на —со, ие внося ощутимой погрешности, и записать функ­
цию корреляции в виде

| К (т) = а (т) cos соот — b (т) sin соот, | (7.38)

где

о(т) = J Г(со0 + П)со8ПтсК},

Ь(т) = J Г(ш0 + Q) sin Пт dfi

— медленно меняющиеся функции аргумента т.
Особенно простой функция корреляции узкополосного 

случайного процесса получается в случае, когда спектр мощ­
ности F (со) симметричен относительно центральной частоты 
со0. При этом b (т) = 0, так что

R (т) = а (т) cos сорт. (7.39)

Типичная функция 
корреляции узко­
полосного случай­
ного процесса

Здесь коэффициент а(т) играет роль огибающей, которая 
изменяется медленно но {равнению с множителем coscopx. 
Часто бывает удобным ввести нормированную огибающую 
р (т) функции корреляции узкополосного случайного процесса, 
определив ее с помощью равенства п(т) = с*р(т).

Тогда

| R (т) = Сур (t) cos сорт (7.40)

Огибающая я начальная фаза. Характерный вид функции 
корреляции (7.40) свидетельствует о том, что отдельные 
реализации узкополосного случайного процесса представляют 
собой квазигармоиические колебания:

х (I) = U (г) cos [copt 4- <р (£)], (7-41) 

у которых как огибающая U(t), так и начальная фаза ср (t) 
являются случайными функциями, медленно (в масштабе соо) 
изменяющимися во времени.

Представим реализацию (7.41) как сумму синфазной и 
квадратурной составляющих (см. гл. 5):

х (t) = A (t) cos copt — В (t) sin copt. (7.42)

Типичная реализа­
ция узкополосного 
случайного процес­
са

Обе амплитуды A (t) и В (t) являются низкочастотными 
сигналами, тем более медленными, чем меньше эффективная 
ширина спектра Дсрэф по сравнению с центральной часто­
той СОр.

Введем в рассмотрение случайный процесс F(t), сопряжен­
ный с исходным процессом X(t). Его реализацией является 
преобразование Гильберта: 
*>-4 J
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Предположение о медленности синфазной A (г) и квадра­
турной В (г) амплитуд позволяет весьма просто записать вы­
ражение для реализации сопряженного процесса, вынеся мед­
ленные множители за знак преобразования Гильберта: 

у (t) = A (t) sin <Dot + В (t) cos соо t. (7.43)

Отсюда получаем формулы для мгновенных значений 
реализации огибающей

и (Г) = ]/х2 (г) + у1 И = (ЛГ (Г) + В2 (Г) (7.44)

и начальной фазы

4>(t) = arg[A(t)+yB(t)J. (7.45)

Статистические свойства сопряженного процесса. Для даль­
нейшего анализа свойств огибающей и начальной фазы 
узкополосного случайного процесса необходимо изучить связь 
между статистическими характеристиками процессе® X (г) 
и m

Прежде всего отметим, что если х — 0, то у также рав­
но нулю. Далее, поскольку процесс Х(г) гауссов, а преоб­
разование Гильберта есть линейное интегральное преобразо­
вание, то гауссовым будет и сопряженный процесс У(г).

Как известно, если Sx (со) — спектральная плотность кон­
кретной реализации x(t), то спектр сопряженной реализации 
Sy (со) = —jSx (со) sgn (со).

Модули спектральных плотностей Sx (со) и Sy (со) совпадают, 
поэтому спектры мощности процессов X(t) и У(г) одина­
ковы: Wx (со) = Wy (со). Отсюда следует вывод о тождествен­
ности функций корреляции:

(т) = Ry (т) = J (со) cos сот dco
о

и о стационарности процесса У(г).
Вычислим, наконец, функцию взаимной корреляции:

R., W - х(г)у(г + г) = 1 <% =

Свойство нормаль­
ности сохраняется 
при любом линей­
ном преобразова­
нии случайного про­
цесса

1
я T-G-t) Т-Т]

которая оказывается равной преобразованию Гильберта от 
функции корреляции процесса X (Г). Аналогично можно до­
казать (вывод представляется читателю в качестве упраж­
нения), что
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Итак,

(т) — И [Кх (т)] — j Fx (to) sin от do. <7.46)
0

Интересно заметить, что функция Rxy (т) нечетна и обраща­
ется в нуль при т =0. Поэтому процессы X (г) и Y(t) 
в совпадающие моменты времени статистически независимы. 
Формуле (7.46) можно придать удобный вид, выполнив 
замену переменной о — оо + О. Тогда

Rxy (т) = $ (% + мп (о0 + О) т dil =
-«о

= а (т) sin о0т + Ь (х) cos соох, (7.47)

где функции о(т) и Ь(т) определяются в соответствии с 
формулой (7.38).

Корреляционные свойства синфазной и квадратурной ампли­
туд. Наша конечная цель — найти и изучить статистические 
характеристики огибающей U (г) и начальной фазы <р (г). Для 
этого удобно перейти от реализаций х(г), у (г) ж медленно 
меняющимся во времени реализациям А (г), В (г), которые на 
основании (7.42) и (7.43) выражаются следующим образом:

Процессы A(t), B(t) 
линейно связаны с 
гауссовыми про­
цессами X(t), Y(t). 
Поэтому они так­
же являются гаус­
совыми и, если х= 
— £= 0, то А — 
= В = 0

А (Г) = х (t) cos Wot + у (t) sin <м,
B(t) = — x(t)sincoot + y(t)cosco0t. '

Возьмем первую формулу из системы (7.48) и вычислим 
функцию корреляции процесса А (г). Выполнив элементарные 
тригонометрические преобразования, находим

Rx W = [* (t) cos mot + у (t) sin ш01] X

х [x(t + x)cosco0 (t + x) + у(t + T)sincoo(t + x)] =

~ Rx (t) cos coox + Rxy (x) sin coox. (7.49)

Подставив сюда выражения функций Кх(т) и К,^(х) из 
(7.38) и (7.47), приходим к очень простому результату: 

^(х) = й(х). (7.50)

Аналогично доказывается, что

RB(x) = fl(x) (7.51)

и

Клв(т) = 6(т). (7.52)

Положив в (7.50) и (7.51) х = 0, имеем

= J F, (со) dm = оТ (7.53)

▲
■ решите задачу 10

Таким образом, дисперсии синфазной и квадратурной амп­
литуд оказываются равными дисперсии исходного узкополос­
ного процесса.
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Совместная плотность вероятности огибающей н начальной 
фазы. Достоинства метода, основанного на переходе от 
узкополосного случайного процесса к его синфазной и квадра­
турной составляющим, становятся очевидными, когда требу­
ется вычислить двумерную плотность вероятности р (U, ф). 
Эта характеристика, в свою очередь, дает возможность найти 
одномерную плотность вероятности огибающей

p(U) = f р (£7, <р) dq> (7.54)
О 

и плотность вероятности начальной фазы

P(4>)=fp(t/.4>)dt7. (7.55)
О

Мгновенные значения амплитуд Л (с) и B(t) образуют 
двумерный гауссов вектор, обе составляющие которого 
независимы и имеют одинаковые дисперсии Поэтому
двумерная плотность вероятности

р(Л,В) = р(Л)р(В) = (756)

Используется 
предположение о 
том, что спектр 
мощности симмет­
ричен н функция 
Ь(т) обращается в 
нуль

Теперь, чтобы получить искомую плотность вероятности 
р (17, <р), следует выполнить функциональное преобразование, 
переводящее случайный вектор (А, В} в новую случайную 
совокупность {17, ф}:

А = U cos ф, В = U sin ф. (7_57)

Якобиан такого преобразования [см. формулу (6.24)] 

двумерная плотность вероятности

₽(t/’4,)=2^Fexp[-^]- (759)

Одномерная плотность вероятвости начальной фазы. Вос­
пользовавшись формулами (7.55) и (7.59), найдем плотность 
вероятности начальной фазы:

о

Замена переменной z = U/cx приводит к следующему ре­
зультату:

р(ф) = 2^-|zexp(-z!/2)dz = ~. (7.60)

О

Физически равно­
мерное распределе­
ние означает отсут­
ствие какого-либо 
преимущественно­
го значения началь­
ной фазы у отдель­
но взятых реали- 
задай
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Подчеркнем, что 
здесь и в дальней­
шем р(Ф) н p(U)- 
разяые функции

Таким образом, начальная фаза узкополосного случайного 
процесса распределена равномерно на отрезке [0,2л].

Одномерная плотность вероятности огибающей. Поскольку 
функция р (U, <р) не зависит от угла ф, на основании выра­
жений (7.54) и (7.59) плотность вероятности огибающей

(7.61)

Здесь также целесообразно перейти к безразмерной пере­
менной z = U/ux, относительно которой

p(z) = zexp(-z2/2). (7.62)

закон Рэлея
Плотность вероятности мгновенных значений огибающей 

узкополосного случайного процесса, устанавливаемая выра­
жением (7.61) или (7.62), известна под названием закона Рэлея. 
Соответствующий график (рис. 7.1) наглядно показывает, что 
наиболее вероятны некоторые средние (порядка с*) значения 
огибающей. В то же время маловероятно, чтобы огибающая 
принимала значения как близкие к нулю, так и значительно 
превосходящие среднеквадратичный уровень оя узкополос­
ного процесса.

Рис. 7.1. График плотности вероятности случайной величины, рас­
пределенной по закону Рэлея (по оси абсцисс отложен безразмер­
ный аргумент z = U/ox)

▲
решите задачу 11

Проводя усреднение с помощью плотности вероятности 
(7.61), находим среднее значение огибающей

mv = U = |/я/2 ст* = 1.253а* (7.63)

и ее дисперсию
а2и = иг-(17)2 = (2-п/2)а^ = 0.429а^. (7.64)

Располагая одномерной плотностью вероятности огибаю­
щей, можно решить ряд задач теории узкополосных слу­
чайных процессов, в частности, найти вероятность превыше­
ния огибающей некоторого заданного уровня.
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Событие, рассмат­
риваемое в этом 
примере, является 
достаточно редким

Пример 7.5. Узкополосный нормальный процесс имеет постоянное 
значение спектра мощности Fo=l-5-10'*3 В2-с 6 пределах полосы 
частот от са^ » 10* с-1 до (Ощ,» = 1.02-10* с'1. Найти вероят­
ность того, что огибающая этого процесса превосходит уровень 
Uo = 5 В.

По условию задачи, эффективная ширина спектра процесса 
= 2 -103 с-1. Поэтому дисперсия о* = F0Aco^ = 3 В2. Согласно 

определению понятия плотности вероятности, искомая величина 

P(U S> и„) = = «р[-^г] = ехр(—25/е) = 0.0155.

Vo

Случайные величины, распределенные по закону Рэлея, 
встречаются во многих физических и радиотехнических зада­
чах. Изящный вывод формулы (7.61), полученный Рэлеем из 
совсем иных предпосылок, читатель может найти в класси­
ческой книге [25].

Двумерная плотность вероятности огибающей. Для того 
чтобы исследовать динамику изменения огибающей во време­
ни, необходимо располагать более подробной информацией 
по сравнению с той, которая может быть почерпнута из 
закона Рэлея. Так, для вычисления функции корреляции 
огибающей требуется знать двумерную плотность вероятности 
p(V, JU

Воспользуемся тем, что синфазные и квадратурные 
амплитуды узкополосного нормального случайного процесса 
являются низкочастотными гауссовыми процессами с одина­
ковыми функциями корреляции

Кл(т) = Кв(т) = п’р(т)

и двумерными плотностями вероятности [см. формулу (6.28JJ:

Здесь в далее при­
нято сокращенное 
обозначение V, = 
= U(t + т)

р(АА) = 

р(В, в,) =

1 Г Л2 + Л2 - 2р/М, ~[ 
2яа2 [/1^7 L 2°1 (1 - Р2) J'

1 Г В2 + В? - 2рВВ, 1
2^1/'Г-р2 6XPL 2а2(1 —р2) J’

Если спектральная плотность мощности процесса сим­
метрична относительно центральной частоты <оо, то процессы 
Л (t), B(t) статистически независимы, так что совместная 
четырехмерная плотность вероятности

Р (A, A„ В, В.) = р (Л, А,) р (В, BJ. (7.65)

Перейдем от синфазной и квадратурной амплитуд к оги­
бающей и начальной фазе, вычисленным в различные мо­
менты времени:

А = U cos <р, А, = Ux cos ф,, 
В » U sin ф, В, = U, sin ф,.

(7.66)
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Якобиан данного преобразования
cos ф
О
— U sin q>

О

О
cos<pt 
О
— и, sin <р,

вШф 
О 
С/совф 
О

О 
sin<pt

О 
l/t COS ф,

= UUt. (7.67)

Используя этот результат, запишем плотность вероятности 
(7.65) в новых переменных:

172+ U* — 2pUU4co&(tp—ф,)
2й*(1-р2) .

(7.68)

Функция IQ(x)

двумерный закон 
Рэлея

Теперь, чтобы получить искомую двумерную плотность 
вероятности огибающей, следует дважды проинтегрировать 
правую часть формы (7.68) по угловым координатам:

2я 2х
р (U, Ut)» f ёф f р (U, Ut, ф, фт) d<pt. (7.69)

о о

Применяя известную в математике формулу 

~ 2fe*“«dq> = 70(х),
Z71 0

где 10 — модифицированная функция Бесселя нулевого индек­
са, из (7.68) и (7.69) получаем окончательно:

(7.70)
Плотность вероятности, определяемую формулой (7.70), 

иногда называют двумерным законом Рэлея. Отметим, что 
если сдвиг т значительно превышает интертал корреляции тк, 
свойственный функции р (т), то р —* 0. Отсюда, поскольку 
1О (0) = 1, получаем

р(1/, (7.71)

т. е. функция р (U, Ux) приближенно равна произведению двух 
одномерных рэлеевских плотностей.

Функцвя коррелят огибающей. По определению, функ­
ция корреляции огибающей

Ки(г)=Й1Л-(Й)2. (7.72)

Квадрат среднего значения огибающей находим на осно­
вании равенства (7.63): (U)2 =(л/2)сг2. Теперь необходимо 
вычислить среднее значение произведения

UU.= jdU J UUtp(U, Uz)dUr.
о о

(7.73)
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Нахождение интеграла (7.73) сопряжено с весьма гро­
моздкими вычислениями, основанными на том, что дву­
мерную плотность вероятности (7.70) разлагают в бесконеч­
ный ряд по многочленам Лагерра [22]. Опуская про­
межуточные выкладки, приведем окончательный результат:

(7.74)

Представляя функцию корреляции в виде К(Дт) = 
= °2vru(*), из (7.74) находим выражение для нормирован­
ной функции корреляции огибающей:

I Мт) = 0515р2(т) + 0.058р4(т) +... I (7.75)

▲

решите задачу 12

Можно приближен­
но считать, что 
коэффициент кор­
реляции огибаю­
щей нросто равен 
квадрату огибаю­
щей нормированной 
функции корреля­
ция узкополосного 
сигнала

Пример 7.6. Известно, что функция корреляции некоторого 
случайного процесса (В2)

Л,(т) »■ О.5ехр(—10*| т |)cos(2jt- 10®т).

Здесь высокочастотный сомножитель имеет период 10~6 с, 
амплитудный сомножитель изменяется за это время лишь в 
ехр(—10~2) = 0.99 раза. Поэтому рассматриваемый случайный про­
цесс можно считать узкополосным с центральной частотой 
fo = I МГц. Ограничиваясь первым членом ряда в формуле 
(7.75) и заменяя приближенно коэффициент 0.915 на единицу, 
находим нормированную функцию корреляции огибающей: 

Mt)wexp(-2-10*|r|).

Дисперсия огибающей сг2^ = 0.429с;2 »■ 0.2145 В2, откуда функция 
корреляции

Л(/(т)«0.21 ехр(—2-10*|т|).

Интервал корреляции огибающей

4 = Лги(т)|<1т = 5-10"’ с
о

составляет 50 периодов гармонического колебания с частотой f0. 
Наконец, односторонний спектр мощности огибающей (см. при­

мер 7.1) 

Ft/(<o) =
2,73-10s

4-108 + ю2

имеет низкочастотный характер.

Огибающая суммы гармонического сигнала и узкополосного 
нормального шума. В радиотехнике часто интересуются 
статистическими свойствами сигнала, наблюдаемого на выхо­
де некоторого частотио-избирательного устройства, например, 
резонансного усилителя. Будем считать, что помимо флуктуа­
ционного гауссова шума с центральной частотой со0, рав­
ной резонансной частоте усилителя, на выходе присутствует 



180 Глава 7. Корреляционная теория случайных процессов

также детерминированный гармонический сигнал (7„cosco0t 
с известной амплитудой U„.

Простейшей задачей является нахождение одномерной 
плотности вероятности сгибающей суммарного колебания. 
Считая, что полезный сигнал s(t) = Umcosto0z, в то время 
как шум и(г) = v4(t)cosco0f — JB(t)sinсо0Г, запишем выражение 
реализации суммарного процесса X(t): 

x(t) = s(t) + n(t) = [1/ж + A(t)]cosco0f — jB(t)sinwot. -

Данный случайный процесс узкополосен/. поэтому его 
реализация может быть выражена посредством медленно 
меняющихся сгибающей U (г) и начальной фазы ф(г): 

х(г) = U (t) cos [<Dot + <р (г)].

Очевидно, между парами {А, В}, {U, ф} имеется связь:
Л(Г) = Г(Г)С08ф(Г)-1/«,

B(t) = Г(г)ыпфГг). (7.76)

Легко проверить, что якобиан D этого преобразования 
равен U. Тогда, поскольку двумерная плотность вероят­
ности

[-Р(ДВ) =
1

2ai J’

Типичная реали­
зация огибающей 
ужонолосного шу­
ма

и огибающей про­
цесса вида «гармо­
нический сигнал + 
+ узкополосный 
шум»

в новых переменных имеем

Теперь, чтобы получить одномерную плотность вероят­
ности огибающей, следует проинтегрировать правую часть 
формулы (1.ТТ) по угловой координате:

Р(<Э = fp(<7, <p)d<p,
О

в результате чего находим
I p(U) = (U/n2Jexp[-(U2 + ua/(2ai)] (7.78)

Данная формула выражает закон, получивший в радиотехни­
ке название закона Райса. Отметим, что при U„ = 0, т. е. в от­
сутствие детерминированного сигнала, закон Райса переходит 
в закон Рэлея.

На рис. 7.2 представлены графики плотности вероятности 
случайной величины, распределенной по закону Райса при 
различных отношениях а = U„/<yx.

Отметим, что если амплитуда детерминированного 
сигнала значительно превышает среднеквадратический уровень 
шума, т. е. V„/csx» 1, то при U fa Um можно воспользо­
ваться асимптотическим представлением модифицированных 
функций Бесселя с большим аргументом:

ехр[Ш7м/стЭ а,ехр[<7<7ж/аД
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Цветом выделена 
кривая, отвечаю- 
щая закону Рэлея

Рис. 7.2. Графики плотности вероятности случайной величины, рас­
пределенной по закону Райса

' Подставив это выражение в (7.78), имеем 

т. е. огибающая результирующего сигнала распределена в 
этом случае приближенно нормально с дисперсией о* и 
математическим ожиданием 1/ж.

Практически считают, что уже при U„lcsx = 3 огибаю­
щая результирующего сигнала нормализуется. Полезно вспом­
нить, что огибающая чистого шума, распределенная по закону 
Рэлея, имеет дисперсию, равную 0.429а*. Таким образом, 
наложение достаточно большого гармонического сигнала 
приводит более чем к двукратному росту дисперсии 
огибающей. Тем не менее относительные флуктуации оги­
бающей при этом падают. Действительно, для чистого шума 
величина а^/С/, которую удобно принять в качестве число­
вой оценки флуктуаций, равна 0.523._ При большом детер- 
мированном сигнале величина &u/U — ux/Um, стремясь к 
нулю с ростом амплитуды Um.

Следует обратить 
внимание на изме­
нение средпего зна­
чения н дисперсии 
нод влиянием гар­
монического сиг­
нала

Результаты

ОО Случайная спеюйральная плотность отдельных реализаций стационарного 
случайного процесса дельта-коррелирована и имеет на всех частотах 
нулевое математическое ожидание.

ОО Преобразование Фурье от функции корреляции называется спектральной 
плотностью мощности стационарного случайного процесса. Чем шире этот 
спектр, тем хаотичнее реализации случайного процесса.

ОО Для того чтобы случайный процесс был дифференцируемым, необходимо 
существование второй производной функции корреляции при нулевом зна­
чении аргумента.

ОО Мгновенные значения реализации случайного процесса и его производной 
в совпадающие моменты времени некоррелированы.
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ОО Реализации случайного сигнала на выходе идеального интегратора обра­
зуют нестационарный случайный процесс даже в том случае, если входной 
случайный процесс стационарен.

ОО Реализации узкополосного случайного процесса представляют собой квазигар- 
монические колебания, случайно модулированные по амплитуде и по фазовому 
углу.

ОО Функция корреляции узкополосного случайного процесса представляется в 
виде произведения быстрого и медленного сомножителей.

ОО Узкополосный случайный процесс и его преобразование Гильберта в совпа­
дающие моменты времени некоррелированы между собой.

ОО Огибающая узкополосного нормального случайного процесса распределена по 
закону Рэлея; начальная фаза этого процесса имеет равномерное распре­
деление.

ОО Нормированная функция корреляции огибающей узкополосного случайного 
процесса приблизительно равна квадрату огибающей нормированной функции 
корреляции самого процесса.

ОО Огибающая суммы гармонического сигналу и узкополосного гауссова шума, 
центральная частота спектра мощности которого совпадает с частотой 
сигнала, распределена по закону Райса. При больших отношениях сигнал/шум
плотность вероятности огибающей

Вопросы

1. Некоторый случайный процесс изучают 
в рамках корреляционной теории. Какой 
смысл вкладывается в это высказыванве?

2. Как формулируется теорема Винера — 
Хинчина?

3. Каковы основные свойства спектраль­
ной плотности мощности стационарного слу­
чайного процесса?

4. Как определяется понятие односто­
роннего спектра мощности? Как, зная спектр 
мощности, вычислить дисперсию стационар­
ного случайного процесса?

5. Почему случайный процесс типа белого 
шума называют дельта-коррелированным 
случайным процессом? Каковы основные 
свойства белого шума? В каких случаях 
реальный случайный процесс можно прибли­
женно заменить белым шумом?

Задачи

1. Вычислите спектр мощности стационар­
ного случайного пропесса, описываемого 
функцией корреляции

R =j -1л 1ДЛI«I«<0,

I О, |т|>»о.

близка к нормальной.

6. Как в теории случайных процессов 
определяют понятия сходимости н непрерыв­
ности?

7. Каковы отличительные свойства иеднф- 
фереицируемых случайных процессов?

8. Как вычисляются дисперсия, функция 
корреляции и спектр мощности для произ­
водной от стационарного случайного про­
цесса?

9. Как определяется понятие положитель­
ного выброса случайного процесса?

10. Что такое квазнчастота стационарно­
го случайного процесса?

11. Каков примерный вид реализаций 
узкополосного случайного процесса?

12. Как выглядит характерная осцилло­
грамма случайного сигнала с рэлеевской 
плотностью вероятности мгновенных значе­
ний?

спектральную плотность мощности
И^(<о) = И'оехр(-Ь<о2).

2. Найдите функцию корреляции стацио­
нарного случайного пропесса, имеющего

3. Односторонний спектр мощности ста- 
циоиарвого случайного процесса X(t) задан 
формулой

= Л(///о)ехр(-///о),
где A, — постоянные величины. Опреде­
лите функцию корреляции процесса.
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4. Найдите интервал корреляции стацио­
нарного случайного процесса с функцией 
корреляции К(т) = и2ехр(—а|т|).

5. Стационарный случайный процесс 
имеет эффективную ширину спектра, равную 
1.5 МГц. Максимальное значение одно­
стороннего спектра мощности составляет 
3-10“13 В2/Гц. Определите дисперсию дан­
ного процесса.

6. Полагая, что в течение месяца тем­
пература воздуха является реализацией ста­
ционарного случайного процесса, предложите 
оценку для его интервала корреляции.

7. Найдите дисперсию производной слу­
чайного процесса с функцией корреляции 
вида

В(т) = о2(1 + а|т|)ехр(—а|т|).

8. Стационарный случайный процесс име­
ет спектр мощности, представляемый гра­
фиком:

F

О Wo

Докажите, что этот случайный процесс 
дифференцируем и найдите дисперсию его 
производной.

9. Квазичастота случайного процесса с 
дисперсией 8 В2 равна 0.5 МГц. Определи­
те дисперсию производной данного случай­
ного процесса.

10. Стационарный случайный процесс X (г) 
имеет односторонний спектр мощности
F (со) = f F0 при С с “2’

(0 при СО < С£>1, со > со2.

Реализации процесса представлены в виде 
x(t) = >l(t)cosco0t — B(£)sincoot, где <оо = 
= (со2 - соО/2.
Найдите функции корреляции КДт) и Кв(т), 
а также взаимную функцию корреляции 
RabW-

11. Найдите среднее значение и диспер­
сию огибающей узкополосного нормального 
случайного процесса с функцией корреля­
ции
К(т) = 25ехр(—4- 106t2)cos 109т.

12. Узкополосный нормальный случайный 
процесс X(t) имеет функцию корреляции 

Кя(т)» а2ехр(—Pt2/2)cosco0t.

Найдите функцию корреляции и спектр 
мощности огибающей этого пррцесса.

Более сложные задания

13. Исследуйте функцию корреляции про­
цесса вида «случайного телеграфного сиг­
нала». Его реализации являются разрывны­
ми функциями, принимающими с равной 
вероятностью лишь два значения: +о и —о:

— +в

г

—в
В случайные моменты времени знак реали­
зации изменяется скачком. Вероятность того, 
что за время Т произойдет п перемен 
знака, описывается законом Пуассона:

РН-» = ^е-Ч
п! 

где X — параметр, определяющий скорость 
изменения процесса во времени.

14. Узкополосный нормальный случайный 
процесс имеет функцию корреляции

Кя(т) = a2p(T)cosco0T.

Докажите, что квадрат огибающей этого 
процесса имеет функцию корреляции К(т) = 
= 4ОхР2(т).

15. Узкополосныйиормальныйслучайный 
процесс характеризуется функцией корреля­
ции, приведенной в задаче 14. Найдите 
одномерную плотность вероятности мгно­
венной частоты данного процесса.



2.Радио/ 
технические 
цепи, устройства 
и системы
Глава 8

Воздействие 
детерминированных сигналов 
на линейные стационарные 
системы

Системы, применяемые для обработки, преобразования 
и передачи сигнале», весьма разнообразны по принципам 
внутреннего устройства и внешним характеристикам. Для 
того чтобы их можно было сравнивать и классифи­
цировать, сформулируем исходные понятия.

8.1. Физические системы
и их математические модели

система

Система как 
«черный яшик»

Радиотехническое устройство независимо от своего назна­
чения и уровня сложности представляет собой систему, 
т. е. совокупность физических объектов, между которыми 
существуют определенные взаимодействия. В структуре систе­
мы можно выделить вход, на который подается исходный 
сигнал, и выход, откуда снимается преобразованный сигнал. 
Если интересуются лишь связью между сигналами на 
входе и выходе и не описывают внутренние процессы 
в системе, то говорят, что система представляет собой 
«черный ящик».

Снстеьшые операторы. В наиболее простом случае как 
входной сигнал так и выходной сигнал ы8ЫХ(0,
называемый также откликом или выходной реакцией систе­
мы, описываются одиночными функциями времени. В более 
общем случае входной сигнал представляется в виде т- 
мериого вектора

ип (О = {«»■! («)■ И.Х2 (0, ■ ■ ■ ■ И.Х» (»)} ,

а выходной сигнал — в виде n-мерного вектора
(О = {«.ЫХ1 (<), и.ь.Л («)............«.их, («И -
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Закон связи между сигналами UBX(t) и С7ВЫХ (Г) задают 
системным оператором Т, результатом воздействия которого 
на сигнал ивх служит сигнал ивых:
|^.их(0 = ти„йГ| (8-1)

системный опера­
тор

Пример 8.1. Предположим, что некоторая система преобра­
зует одномерный входной сигнал по закону

«вьга(0 = 15dwM(t)/dt.

В данном случае .системный оператор может быть записан так:

Из этого выражения непосредственно вытекает структурная схе­
ма системы, образованная каскадным соединением масштабного 
звена (идеального усилителя) и дифференциатора.

Чтобы полностью определить задачу, следует указать 
также область DBX некоторого функционального пространст­
ва, которая называется областью допустимых входных 
воздействий. Задание этой области описывает характер 
входных сигналов, которые, могут быть непрерывными или 
дискретными, детерминированными или случайными. Подоб­
ным же образом должна быть указана область £)ВЬ1Х до­
пустимых выходных сигналов.

В настоящей главе рассматриваются только системы, 
на которые воздействуют аналоговые сигналы. Преобра­
зование дискретных и цифровых сигналов линейными 
системами изучается в гл. 15.

Математической моделью системы называют совокупность 
системного оператора Т и двук областей допустимых 
сигналов DBX,

Классификацию систем проводят на основании сущест­
венных свойств их математических моделей.

Стационарные и нестационарные системы. Принято говорить, 
что система стационарна, если ее выходная реакция ие 
зависит от того, в какой момент времени поступает 
входной сигнал. Если Т — оператор стационарной системы, 
то из равенства

UBblx(t) = TUBX\t) (82)

следует, что
^(t±to) = TU„(t±«o) (8.3)

при любом значении 10. Стационарные системы называют 
также системами с постоянными во времени параметрами.

Если же свойства системы не инвариантны относительно 
выбора начала отсчета времени, то такую систему назы­
вают нестационарной (системой с переменными во времени 
параметрами или параметрической системой).
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Теоретическое изу­
чение нестационар­
ных систем, как 
правило, представ­
ляет гораздо более 
сложную задачу, 
чем исследование 
стационарных си­
стем

принцип суперпози­
ции

Оба указанных класса систем широко применяются в 
радиотехнике и будут изучаться в данном курсе.

Линейные и нелинейные системы. Важнейший принцип 
классификации систем основан на том, что различные 
системы по-разному ведут себя при подаче на вход суммы 
нескольких сигналов. Если оператор системы таков, что 
справедливы равенства

Т (Свх1 + им2) = тсм1 + тсвх2,
т (аСвх) = «T[JBX,

где а — произвольное число, то данная система называется 
линейной. Условия (8.4) выражают фундаментальный принцип 
суперпозиции.

Если эти условия не выполняются, то говорят, что 
система является нелинейной.

Пример 8.2. Некоторая система производит обработку входного 
сигнала по закону

Непосредственной проверкой убеждаемся, что условия (8.4) 
выполняются. Таким образом, данная система линейна.

Пример 8.3. Некоторая система работает как идеальный квад­
ратор в соответствии с алгоритмом ивых(Г) =uBX(t).

Подав на вход сумму двух сигналов иВХ] + ивх2, на выходе 
получим 

ивьга = ИВХ1 + 2uBxjUBx2 + UBx2.

Наличие перекрестного слагаемого 2uBXiuBX2 указывает на то, что 
данная система нелинейна.

Как будет показа­
но в дальнейшем, 
линейные системы 
замечательны тем, 
что, по крайней ме­
ре теоретически, 
можно решить лю­
бую задачу о пре­
образовании вход­
ного сигнала такой 
системой

Строго говоря, все физические системы, с которыми 
имеет дело радиотехника, в той или иной степени нелинейны. 
Однако существует много систем, которые весьма точно 
описываются линейными моделями. Так, практически всегда 
можно пренебречь нелинейностью обычных резисторов, кон­
денсаторов и некоторых индуктивных элементов.

Нелинейные радиотехнические устройства содержат в себе 
обычно такие элементы, как полупроводниковые диоды и 
транзисторы, имеющие вольт-амперные характеристики слож­
ного вида.

Теория нелинейных систем оказывается, как правило, 
довольно сложной. Далеко ие все результаты могут быть 
получены здесь аналитическим путем. Однако именно с 
помощью нелинейных элементов осуществляются важнейшие 
преобразования радиотехнических сигналов. Методы анализа 
и расчета некоторых нелинейных радиотехнических устройств 
рассмотрены в гл. 11.

Сосредоточенные и распределенные системы. Другой крите­
рий классификации радиотехнических систем основан на со-
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поставлении физических размеров системы и рабочей длины 
волны. Если характерный размер системы (например, наиболь­
шая длина соединительных проводников цепи) оказывается 
гораздо меньше длины волны, то получается сосредоточенная 
система.

В сосредоточенной электрической цепи всегда можно вы­
делить физические области с преимущественной локализацией 
энергии электрического поля (конденсаторы) и магнитного 
поля (индуктивные элементы). Свойства сосредоточенных 
цепей слабо зависят от конфигурации соединительных про­
водников, поэтому для описания таких цепей принято 
использовать ихабстрактные модели, называемые принципиаль­
ными схемами.

В радиотехнике сосредоточенные системы широко при­
меняют вплоть до рабочих частот в несколько сотен 
мегагерц. Анализ и расчет сосредоточенных радиотехни­
ческих систем проводят с помощью известных законоЕ 
Кирхгофа.

На частотах в несколько тысяч мегагерц, в так назы­
ваемом сверхвысокочастотиом (СВЧ) диапазоне, физические 
размеры большинства устройств оказываются сравнимыми с 
длиной волны передаваемых колебаний, так что становится 
необходимым учет конечного времени распространения 
сигнала. Обычные электрические цепи в столь высоко­
частотном диапазоне уже не могут использоваться и на 
смену им приходят системы с распределенными пара­
метрами (распределенные или волновые системы). Так, вместо 
соединительных проводников применяются отрезки металли­
ческих труб — во л ис® оды, вместо колебательных LC-конту- 
ров — их распределенные аналоги, называемые объемными 
резонаторами. Теория, методы анализа и проектирования 
распределенных систем достаточно сложны и составляют 
содержание отдельных радиотехнических дисциплин.

Закончив краткий обзор принципов классификации систем, 
сконцентрируем внимание на простейшем их виде — линей­
ных стационарных системах с сосредоточенными пара­
метрами.

8.2. Импульсные, переходные
и частотные характеристики 
линейных стационарных систем

Замечательная особенность линейных систем — справедли­
вость принципа суперпозиции — открывает прямой путь к си­
стематическому решению задач о прохождении разнообраз­
ных сигналов через такие системы. Способ динамического 
представления (см. гл. 1) позволяет представлять сигналы 
в виде сумм элементарных импульсов. Если удастся тем или 
иным способом иайти реакцию иа выходе, возникающую 
под воздействием элементарного импульса иа входе, то 
окончательным этапом решения задачи явится суммирование 
таких реакций.

Интегральные ми­
кросхемы — при­
мер сосредоточен­
ных систем

Волновод — при­
мер распределен­
ной системы
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В математике им- 
нульсную характе­
ристику называют 
функцией Грина 
рассматриваемого 
оператора

физический смысл 
импульсной харак­
теристики

Мгновенное значе­
ние выходного си­
гнала является 
функционалом от 
входного сигнала. 
Поэтому импульс­
ную характеристи­
ку следует рас­
сматривать, строго 
говори, как обоб­
щенную функцию 
(см. гл. 1)

Намеченный путь анализа основан на временном пред­
ставлении свойств сигналов и систем. В равной мере при­
меним, а порой и гораздо более удобен анализ в частотной 
области, когда сигналы задаются рядами или интегралами 
Фурье. Свойства систем при этом описываются их частот­
ными характеристиками, которые указывают закон преобра­
зования элементарных гармонических сигналов.

Импульсная характеристика. Пусть некоторая линейная 
стационарная система описывается оператором Т. Для просто­
ты будем полагать, что входной и выходной сигналы 
одномерны. По определению, импульсной характеристикой 
системы называется функция h (f), являющаяся откликом 
системы иа входной сигнал 5(f). Это означает, что 
функция h(t) удовлетворяет уравнению 

|ft(f) = T5(f).| (8.5)

Поскольку система стационарна, аналогичное уравнение 
будет и в случае, если входное воздействие смещено во 
времени на производную величину tQ:

/i(t-f0) = T5(t-t0). (8.6)

Следует ясно представить себе, что импульсная характе­
ристика, так же как и порождающая ее дельта-функция, 
есть результат разумной идеализации. С физической точки 
зрения импульсная характеристика приближенно отображает 
реакцию системы на входной импульсный сигнал произ­
вольной формы с единичной площадью при условии, что 
длительность этого сигнала пренебрежимо мала по срав­
нению с характерным временным масштабом системы, 
например периодом ее собственных колебаний.

Интеграл Дюамеля. Зная импульсную характеристику 
линейной стационарной системы, можно формально решить 
любую задачу о прохождении детерминированного сигнала 
через такую систему. Действительно, в гл. 1 было показано, 
что входной сигнал всегда допускает представление вида 

«вх (0 = J «вх (т) 5 (t — т) dt.

Отвечающая ему выходная реакция

«.»(«) = Tu„(t) = T J u„(t)8(!-T)dT. (8.7)

Теперь примем во внимание, что интеграл есть пре­
дельное значение суммы, поэтому линейный оператор Т 
на основании принципа суперпозиции может быть внесен 
под знак интеграла. Далее, оператор Т «действует» лишь 
на величины, зависящие от текущего времени f, но не от 
переменной интегрирования т. Поэтому из выражения (8.7) 
следует, что

«•»(»)= J «.xWTS(t-T)dT,
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или окончательно ▲

4™ (0 = J «.< (Т) Л (t - т) dT.
- решите задачу I

(8.8)

Эта формула, имеющая фундаментальное значение в 
теории линейных систем, называется интегралом Дюамеля. 
Соотношение (8.8) свидетельствует о том, что выходной 
сигнал линейной стационарной системы представляет собой 
свертку двух функций — входного сигнала и импульсной 
характеристики системы Очевидно, формула (8.8) может 
быть записана также в виде

«№<«)= J (8.9)

Итак, если импульсная характеристика h(t) известна, то 
дальнейшие этапы решения сводятся к полностью фор-

Если интегралы 
(8.8) и (8.9) не 
удается найти ана­
литически, всегда 
возможен числен­
ный анализ с по­
мощью ЭВМ

мализованным операциям.

h

J
{а

г
Т

Пример 8.4. Некоторая линейная стационарная система, внут­
реннее устройство которой несущественно, имеет импульсную харак­
теристику, представляющую собой прямоугольный видеоимпульс дли­
тельностью Т. Импульс возникает при t = 0 и обладает ампли­
тудой Aq:

{
О, КО,
Ае, 0^1 Т,

О, t>T.

Определить выходную реакцию данной системы при подаче на 
вход ступенчатого сигнала un(t) = V0o(t).

Применяя формулу интеграла Дюамеля (8.8), следует обратить 
внимание на то, что выходной сигнал будет выглядеть по- 
разиому в зависимости от того, превышает или иет текущее значе­
ние t длительность импульсной характеристики. При 0 < t < Т 
имеем
ывьга(0 — —AqUqI.

ои,ых
Если же t>T, то при т>Т функция h(t — т) обращается

■ Л '/■ в нуль, поэтому

. т
«■йх(0 = A0U0 JdT = AqUqT.

-Wch.A? . t
0 т Найденная выходная реакция отображается кусочно-лннейным 

графиком.

Обобщение иа мюгомерньй случай. До сих пор пред­
полагалось, что как входной, так и выходной сигналы 
одномерны. В более общем случае системы с т входами и л 
выходами следует ввести парциальные импульсные характе­
ристики iss 1, 2,...,n;J = 1, 2,...,т, каждая из которых* 
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отображает сигнал иа Ьм выходе при подаче на j-й вход 
дельта-функции. Совокупность функций йу (t) образует матрицу 
импульсных характеристик

h(0 =
(8.10)

Формула интеграла Дюамеля в многомерном случае 
приобретает вид

UUbn (0 = J h (t - т) Свх (т) dx, (8.И)

0

КУ-
о

Примеры импульс­
ных характеристик 
реализуемых сис­
тем

где UBbilL — л-мерный вектор; vBX — m-мерный вектор.
Условие физической реализуемости. Каков .бы ни был 

конкретный вид импульсной характеристики физически 
осуществимой системы, всегда должен выполняться важней­
ший принцип: выходной сигнал, отвечающий импульсному 
входному воздействию, не может возникнуть до момента 
появления импульса на входе.

Отсюда вытекает очень простое ограничение иа вид до­
пустимых импульсных характеристик:

h(t) = 0 при t < 0. (8.12)

Такому условию удовлетворяет, например, имупльсная 
характеристика системы, рассмотренной в примере 8.4.

Легко видеть, что для физически реализуемой системы 
верхний предел в формуле интеграла Дюамеля может быть 
заменен иа текущее значение времени:

“»»(»)= j «и W h (Г - т) dr. (8.13)

Формула (8.13) имеет ясный физический смысл: линейная 
стационарная система, выполняя обработку поступающего на 
вход сигнала, проводит операцию взвешенного суммиро­
вания всех его мгновенных значений, существовавших «в 
прошлом» при — оо < т < t. Роль весовой функции выпол­
няет при этом импульсная характеристика системы. Принци­
пиально важно, что физически реализуемая система ни при 
каких обстоятельствах ие способна оперировать «будущими» 
значениями входного сигнала.

Физически реализуемая система должна быть, кроме 
того, устойчивой. Это означает, что ее импульсная харак­
теристика должна удовлетворять условию абсолютной ин­
тегрируемости

J |li(i)|dt<oo. (8.14)

Переходная характеристика. Пусть на входе линейной 
стационарной системы действует сигнал, изображаемый
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функцией Хевисайда o(t). Выходную реакцию

#(t) —Tc(t) (8.15)

принято называть переходной характеристикой системы. 
Поскольку система стационарна, переходная характеристика 
инвариантна относительно временного сдвига:

Высказанные ранее соображения о физической реали­
зуемости системы полностью переносятся иа случай, когда 
система возбуждается не дельта-функцией, а единичным 
скачком. Поэтому переходная характеристика физически реали­
зуемой системы отлична от нуля лишь при f > 0, в то 
время как # (t) = О ПРИ * < 0.

Между импульсной и переходной характеристиками имеет­
ся тесная связь. Действительно, так как 8(f) = do/dt, то 
на основании (8.5) 
ад = т[Аа(0|.

Оператор дифференцирования d/dt и линейный стацио­
нарный оператор Т могут меняться местами, поэтому

(8-16)

или
^(t)=bfc)d^. (8.17)

Воспользовавшись формулой динамического представления 
(1.4) и поступая так же, как и при выводе соотношения 
(8.8), получаем еще одну форму интеграла Дюамеля:

г
«•их («) = «.X (0)£ (t) +1 ~-g (t - т) dT. (8.18)

О
Часготньй коэффициент передачи. При математическом 

исследовании систем особый интерес представляют такие 
входные сигналы, которые, будучи преобразованы системой, 
остаются неизменными по форме. Если имеется равенство 

«вых (0 = (0 = (0. (8.19)
то «вх(0 является собственной функцией системного опера­
тора Т, а число X, в общем случае комплексное,— его 
собственным значением.

Покажем, что комплексный сигнал = expfjott) при 
любом значении частоты со есть собственная функция 
линейного стационарного оператора. Для этого воспользуемся 
интегралом Дюамеля вида (8.9) и вычислим

«вых(0= J e*,(t"’,ft(T)dT = [ f ft(t)e_>tdT]exp(/tot). (8.20)

собственные функ­
ции н собственные 
значения
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Отсюда видно, что собственным значением системного 
оператора является комплексное число

К(/со) = J ft(t)e_j“’dt, (8.21)

называемое частотным коэффициентом передачи системы. 
Формула (8.21) устанавливает принципиально важный 

факт — частотный коэффициент передачи и импульсная харак­
теристика линейной стационарной системы связаны между 
собой преобразованием Фурье. Поэтому всегда, зиая функцию 
К (/со), можно определить импульсную характеристику

(8.22)

Здесь — ча­
стотный коэффи­
циент передачи ме­
жду у-м входом и 
г-м выходом

Имеются приборы, 
позволяющие экс­
периментально из­
мерять АЧХ и 
ФЧХ радиотехни­
ческих устройств 
в самых различных 
диапазонах частот

Мы подошли к важнейшему положению теории линейных 
стационарных систем — любую такую систему можно рас­
сматривать либо во временной области с помощью ее 
импульсной или переходной характеристик, либо в частотной 
области, задавая частотный коэффициент передачи. Оба под­
хода равноценны и выбор одного из них диктуется 
удобствами получения исходных данных о системе и просто­
той вычислений.

В заключение отметим, что частотные свойства линейной 
системы, имеющей т входов н л выходе®, можно описать 
матрицей частотных коэффипиентбв передачи

(8.23)

Между матрицами h (т) и К (/со) существует закон связи, 
аналогичный тому, который задан формулами (8.21), (8.22).

Амплитудно-частотная и фазочасготная характеристики. 
Функция К (/со) имеет простую интерпретацию: если на вход 
системы поступает гармонический сигнал с известной часто­
той со и комплексной амплитудой &ви то комплексная 
амплитуда выходного сигнала

(8.24)

Часто пользуются представлением частотного коэффи­
циента передачи в показательной форме:

К fjm) = I К (Ja) I exp [/<Рх (“)]■ (8-25)

Обе входящие сюда вещественные функции носят спе­
циальные названия: | К J — амплитудно-частотная харак­
теристика (АЧХ), <рк (со) — фазочастотная характеристика 
(ФЧХ) системы.
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Ограммчеяяя, накладываемые на частотный коэффициент 
переда1*. Далеко не каждая функция К (/со) может являться 
частотным коэффициентом передачи физически реализуемой 
системы. Простейшее ограничение связано с тем, что импульс* 
идя характеристика h(t) такой системы обязана быть ве* 
щественной. В силу свойств преобразования Фурье (см. 
гл. 2) это означает, что

К(/<о) = К*(-М (8.26)

В соответствии с формулой (8.26) модуль частотного 
коэффициента передачи (АЧХ) есть четная, а фазовый угол 
(ФЧХ) — нечетная функция частоты.

Гораздо сложнее ответить на вопрос о том, каким 
должен быть частотный коэффициент передачи для того, 
чтобы выполнялись условия физической реализуемости (8.12) 
и (8.14). Приведем без доказательства окончательный ре* 
зультат, известный под названием критерия Пэли — Винера: 
частотный коэффициент передачи физически реализуемой 
системы должен быть таким, чтобы существовал интеграл 
JlhMd(1)< 00 (827)

свойства
и ФЧХ

критерий 
Винера

АЧХ

Пэли—

“ Рассмотрим конкретный пример, иллюстрирующий свойст­
ва частотного коэффициента передачи линейной системы,

Пример 8.5. Некоторая линейная стационарная система имеет

-л/М

й

■ "»0

свойства идеального ФНЧ, т. е. ее частотный коэффициент пере­
дачи задается системой равенств:

0, со < —«в, 

Ко, —сов С со С Oj,

0, со > со^

Линии я функция 
ОТЛИ ми от нуля 
прн t <0

На осно'вавии выражения (820) импульсная характеристика 
такого фильтра

«в
fe>»do)= Koc^sinco^

' 2и J и
-«а

coet
(828)

Симметрия графика этой функции относительно точки г = 0 
свидетельствует о нереалнзуемости идеального фильтра нижних 
частот. Впрочем, этот вывод непосредственно вытекает из критерия 
Пэли — Винера. Действительно, интеграл (8.27) расходится для любой 
АЧХ, которая обращается в нуль иа некотором конечном отрезке 
осн частот.

Несмотря иа нереализуемость идеального ФНЧ, эту модель 
с успехом используют для приближенного описания свойств 
частотных фильтров, полагая, что функция К (/о) содержит фазо­
вый множитель, линейно зависящий от частоты:

| 0, со < —сов,

К(М = Л Koexp(-j(oto), -сов<со«сов,.
С 0, со > сов.
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Как нетрудно проверить, здесь импульсная характеристика

>(t) = *°m. (8.29)
п coB(t - to)

Параметр гр» равный по модулю коэффициенту наклона ФЧХ, 
определяет задержку во времени максимума функции h(t). Ясно, 
что данная модель гем точнее отображает свойства реализуемой 
системы, чем больше значение to­

ft

«*0 t0

8.3. Линейные динамические системы

Линейными динамическими системами принято называть 
устройства, характеризуемыеследующим свойством: их выход­
ной сигнал определяется не только величиной входного 
сигнала в рассматриваемый момент времени, ио и «предысто­
рией» этого сигнала. Иначе говоря, динамическая система 
обладает некоторой конечной или бесконечной «памятью», 
от характера которой зависят особенности преобразования

Именно такой ока­
зывается динами­
ческая связь меж­
ду мгновенными 
значениями вход­
ного н выходного 
сигналов в элект­
рической цени с со­
средоточенными 
параметрами. Если 
цепь линейна и ста­
ционарна, то все 
коэффициенты а$, 
аъ ап и Ьо. Ь\»

Ът—постоян­
ные вещественные 
числа

входного сигнала.
Системы, описываемые дифференциальными уравнения!*». 

Средн всевозможных динамических систем большое значе­
ние для теоретической радиотехники имеют те, которые 
описываются дифференциальными операторами. В общем 
случае речь идет о системах, для которых связь между
одномерными входным и выходным сигналами устанавли­
вается с помощью следующего дифференциального уравнения:

Чых 
dt"-1

+ •••4-01 Яо^вых

(8.30)

Предположим, что входной сигнал цвх(с) задан. Тогда 
правая часть уравнения (8.30), которую можно условно 
обозначить/(г), является известной функцией. Анализ поведе­
ния системы сводится при этом к хорошо изученной 
в математике проблеме решения линейного дифференциаль­
ного уравнения л-го порядка с постоянными коэффициентами:

+ а1^+ао«зых = /(0- (8-31)

порядок динамиче­
ской системы

Порядок п этого уравнения принято называть порядком 
динамической системы.

Рассмотрим несколько примеров динамических систем и 
соответствующих им дифференциальных уравнений.

Пример. 8.6. Дана RC-цепь вида Г~дбразного четырехполюсника, 
возбуждаемая со стороны входа источником ЭДС uBX(t). Выходным 
сигналом служит напряжение на конденсаторе.

Поскольку ток в цепи i(t) = CduBblx/dt, используя второй 
закон Кирхгофа, получаем дифференциальное уравнение

(8-32)
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Системы нервого 
порядка называют 
также инерцион­
ными звеньями

Итак, ЯС-цепь служит примером динамической системы 1-го 

порядка. Важнейший параметр этой цепи — постоянная времени 
т = RC, определяющая характерный временной масштаб протекания 
процессов в системе.

Пример 8.7. Дана более сложная система, образованная двумя 
RC-цепями, которые разделены идеальным усилителем с коэффи­
циентом усиления Ко. Входное сопротивление усилителя неограни­
ченно велико, а выходное сопротивление бесконечно мало, поэтому 
усилитель является идеальным элементом развязки между цепями.

Вводя две постоянные времени Ti = RiCi и t2 = Я2С2, по 
аналогии с предыдущим примером имеем следующие дифферен­

циальные уравнения 1-го порядка:

тг и»ых =

du. ...
Ti —*-+Ui = uBX(t).

at
Исключив отсюда вспомогательную величину uit получаем диф­

ференциальное уравнение цепи:

'a +(т*+ Т2) += Ко"“- (8И)
Рассмотренная здесь более сложная ЯС-цепь оказывается уже 

системой 2-го порядка.

Пример 8.8. Найти дифференциальное уравнение параллельного 
колебательного контура с потерями, считая, что входным сигна­
лом служит ток i(t), а выходным сигналом является напряжение 
и (с) на контуре.

Суммируя токн

_ du . 1 f « . и
,c=c-dr,l=Tj

получаем уравнение

С
du 1
dt+_L

которое путем однократного дифференцирования по времени при­

водится к виду

1 di 

С dt’
(8.34)

▲ .
решите задачу 4

где а = 1/(2RC) — коэффициент затухания контура, <оо = 1 j/Zc — 

частота собственных колебаний в контуре без потерь.
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Собственные колебании динамгеских систем. Чтобы пол­
ностью определить поведение динамической системы, опи­
сываемой уравнением (8.31), требуется учесть начальные 
условия, которые характеризуют внутреннее состояние систе­
мы в некоторый фиксированный момент времени. Обычно 
принято задавать искомую функцию и ее п — 1 производную 
при г = 0: мвых(0), ц'вых(0),...,«в'ыхП(0).

Из теории дифференциальных уравнений известно [9], что 
решением уравнения (8.31), удовлетворяющим любым началь­
ным условиям, является сумма некоторого частного решения 
неоднородного уравнения, у которого правая часть f (г) 
отлична от нуля, и общего решения однородного урав­
нения

d"ir"UX + 1 а,»-™’ + ■ ■ • + »i -g2- + = °- <«-35)

Проблема решения однородного дифференциального урав­
нения связана с нахождением корней характеристического 
уравнения системы

(8.36)

свойство корней 
характеристиче­
ского уравнения

Данный термин 
возник в астроно­
мии

Данное уравнение имеет ровно п корней. Поскольку 
коэффициенты уравнения вещественны, корни Yi> У2,---,Уи 
могут быть либо вещественными, либо комплексно-сопряжен­
ными. Если все корни различны, то общее решение 
однородного уравнения (8.35), которое описывает собствен­
ные колебания системы, имеет вид

ц,ых(0 = + C2eTlt + - + СиеЧ <8.37)

где Cj, С2,...,С„ — постоянные числа, определяемые из на­
чальных условий.

Если же некоторые из корней оказываются кратными, то 
составляющие общего решения однородного уравнения не­
сколько усложняются за счет появления секулярных (вековых) 
множителей. Так, если у; представляет собой Jc-кратный 
корень, то ему отвечает совокупность собственных колебаний 
вида ехр(уд), texp(y,t),...,tk_1exp(yIt).

Рассмотрим примеры собственных колебаний в линейных 
стационарных цепях.

Пример 8.9. Апериодическая разрядка конденсатора емкостью 
С, предварительно заряженного до напряжения Uo и в момент 
времени 1 = 0 замыкаемого на резистор сопротивлением R.

Цепь описывается следующим дифференциальным уравнением 

относительно переменной ис — напряжения на конденсаторе:

т—^+мс = 0
dt

при единственном начальном условии ир(0) = 1/0. 
Характеристическое уравнение ту + 1 = 0 имеет корень у = — 1/т.

Отсюда находим общее решение уравнения свободных колебаний: 

uc(t) = Лехр(-г/т).

Постоянная време­
ни т = RC
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В контуре с индук­
тивным элементом 
ток не может изме­
ниться скачком

Напряжение на ре­
зисторе в началь­
ный момент време­
ни равно нулю в си­
лу нервого условии

Для того чтобы удовлетворить начальному условию, следует 

положить А = Uo- Окончательно имеем

«с(г) = иоехр(-е/т).

Итак, отрицательному вещественному корню характеристического 
уравнения отвечает собственное колебание, экспоненциально убы­

вающее во времени.
Постоянная времени т данной цепи есть промежуток времени, 

в течение которого свободный процесс затухает в е = 2.71828... раз.

Пример 8.10. Колебательная разрядка конденсатора.
Пусть предыдущий пример усложнен тем, что в цепи имеется 

также индуктивный элемент L. Дифференциальное уравнение цепи 
относительно тока i(t), составленное на основании второго закона 
Кирхгофа, имеет вид

= (8.38)

где а = Я/(2£), соо = 1Д/Ес.

Первое начальное условие i(0) = 0 обусловлено наличием в кон­
туре индуктивного элемента.

В начальный момент времени напряжение на конденсаторе 
уравновешивается ЭДС самоиндукции:

U„ + L^-| =0,

dt |(»o 

откуда следует второе начальное условие:

dj I 
dt |t=o

-Uo/L.

Характеристическое уравнение данной цепи 

у2 + 2ay + со? = 0 

имеет комплексно-сопряженные корни

71.2 = -a±j|/coo - a2 = —a±ycoc, 

где Qc — частота собственных колебании системы. Если потерн в кои- 

туре достаточно малы, то со0 » а, поэтому с^ »со^.
Общее решение однородного уравнения

i(t) = Cte™ + C2eTif (8.39)

содержит коэффициенты н С2, удовлетворяющие системе ал­
гебраических уравнений (см. начальные условия):

Ci + с2 = о,

У1С1 +у2С2 = — Uq/L,
откуда

г _ Г -1 j2cocL’ 2 j2cocL'

Подставив эти коэффициенты в выражение (8.39), получим 

окончательно 

l(t) = —^-e_,“sincoct.

COcL
(8.40)
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Частотный коэф­
фициент нередачи 
распределенной си­
стемы свободен от 
этого ограничении 
н может описы­
ваться более слож­
ными функциями

Частотньй коэффициент передачи. Если на вход линейной 
динамической системы поступает сигнал, имеющий комплекс­
ную математическую модель вида i4x(r) = exp(/cor), то сигнал 
на выходе uBblx(0 = K(/co)expG'co0- Подставляя эти выражения 
в (8.30), после сокращения на общий множитель находим 
частотный коэффициент передачи системы:______

b„(jar + bm-t(lar~l + ■■ + bt(jw) +/>о

Итак, частотный коэффициент передачи любой динами­
ческой системы, описываемой обыкновенными дифференциаль­
ными уравнениями с постоянными коэффициентами, пред­
ставляет собой дробно-рациональную функцию переменной 
jco; коэффициенты этой функции совпадают с коэффициента­
ми дифференциального уравнения.

Б инженерных расчетах частотный коэффициент передачи 
линейных'систем часто находят методами теории цепей на 
основании принципиальных схем, не прибегая к составлению 
дифференциальных уравнений. Рассмотрим некоторые при­
меры.

Пример. 8.11. Частотный коэффициент передачи напряжения 
RC-цепи, схема которой приведена в примере 8.7.
Здесь

К(М) =
l/QoC)

R + 1/(/шС) 1 +уют’

где т = КС-постоянная времени. 
Уравнение АЧХ принимает внд

I К(/со)| =
]/1 + со2?2

ФЧХ определяется следующим образом:

Фк(со) = — arctg(WT).

Внд АЧХ указывает иа то, что такая цепь может исполь­
зоваться в качестве фильтра нижних частот (ФНЧ).

Пример 8.12. Частотный коэффициент передачи напряжения 
Г-образного четырехполюсника, собранного из элементов L, С, R:

1/(/с»С) ___________ 1____________

R+joL+ 1/(/соС) (1 - co2LC) + jtaRC ’

Здесь

К(/со) = 

откуда следует уравнение АЧХ

| К Нсо) | = ■ 1- —
|/(1 - со2!^)2 + со2К2С2 решите задачу 5
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н уравнение ФЧХ

Фк(©)= — arctg[coKC/(l — (d2LC)].

Если сопротивление потерь R достаточно мало, так что доброт­
ность системы е=\/l/c/r 1, то данная цепь может с успехом

выполнять роль полосового фильтра.

Усилитель малых сигналов с апериодической нагрузкой. 
Типичным примером линейной динамической системы яв­
ляется электронный усилитель напряжения (рис. 8.1,п,6).

Для определенности в качестве управляемого элемента 
здесь взят биполярный транзистор типа п-р-и, включенный 
по схеме с общим эмиттером.

Рис. 8.1. Усилитель напряжения:

Паразитная ем­
кость включает в 
себя выходную ем­
кость электронно­
го прибора, а также 
емкость соедини­
тельных нроводни- 
ков

а —упрощенная принципиальная схема; б — эквивалентная схема (Ян — ре­
зистор нагрузки, Сп — паразитная емкость)

Чтобы любые такие устройства можно было анализи­
ровать единообразно, принято использовать схемы замещения 
электронных приборов. Метод эквивалентных схем применим 
тогда, когда амплитуды переменных напряжений малы настоль­
ко, что можно пренебречь нелинейностью внешних характе­
ристик электронных приборов. Например, биполярный тран­
зистор достаточно точно описывается линейной схемой за­
мещения, если амплитуда переменной составляющей входного 
напряжения мала по сравнению с так называемым темпе­
ратурным потенциалом р-и-перехода ит = кТ/е, где к — посто­
янная Больцмана; Т — абсолютная температура перехода; е — 
заряд электрона.

Как известно из теории цепей, схема замещения активного 
электронного прибора (рис. 8.1,6) содержит управляемый 
источник тока, создающий в выходной цепи ток — SuBX 
(S —крутизна характеристики прибора в рабочей точке), а 
также выходное (внутреннее) сопротивление прибора R{, 
включенное параллельно источнику тока.

Нагрузкой усилителя является параллельное соединение 
сопротивления RH и емкости Сп; такую нагрузку принято 
называть апериодической в отличие от колебательной нагруз­
ки (LC-контура).

В усилителях при­
меняются также 
разнообразные по­
левые транзисторы 
н электронные ла ми­
ны

При Т=300 К 
(стандартная тем- 
нература) темпера­
турный нотенцнал 
нерехода равен 26 
мВ
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Отрицательный 
знак указывает на 
то, что при увеличе­
нии напряжении на 
базе коллекторный 
ток возрастает н 
выходное напряже­
ние уменьшается

граничная частота 
усиления

Полная проводимость, включенная параллельно источнику 
тока, 

г1==^+^+7<вс-

Если на вход усилителя подан гармонический сигнал с 
частотой со и комплексной амплитудой то комплексная 
амплитуда выходного напряжения

ивых = -5<7ВХ/УГ,

откуда частотный коэффициент передачи напряжения

К(/а»=-уг-
S«..

1 + jcoK,KCn ’
(8.43)

где Яэг = &М(Ки + Rd = R» II Ri-
Таким образом, рассмотренный усилитель напряжения с 

резистивио-емкостной нагрузкой имеет частотный коэффи­
циент передачи такого же вида, как и КС-цепь.

На нулевой частоте значение АЧХ максимально; модуль 
коэффициента усиления Ко = SR3K. С ростом частоты уси­
ление падает из-за шунтирующего действия паразитной 
емкости. Полосу пропускания усилителя принято оценивать 
граничной частотой <огр, на которой значения АЧХ умень­
шаются в |/2 раз по сравнению с уровнем Ко. Из 

(8.43) видно, что так как

|К(М)1 =
SR3K

l/l + а>2К2„С2„ ’

ТО
С0гр = ^(ЛэкСп).

Пример 8.13. Усилитель, собранный по схеме рис. 8.1, имеет 
следующие параметры: Rv = 1.6 кОм, S = 20 мА/B, Сп' = 30 пФ, 
R, = IS кОм. Вычислить коэффициент усиления на нулевой частоте 
и полосу пропускания усилителя.

Прежде всего находим эквивалентное сопротивление нагрузки

Кэт= 1.615/(1.6+ 15)= 1.45 кОм.

Модуль коэффициента усиления на нулевой частоте

▲
решите задачу 10

Ко = 20-10_3 • 1.45 • 103 = 29. 

Граничная частота усилителя

(огр= 1/(1.45 103-3 10_||) = 2.3107 с~ 

или ftp = 3.66 МГц.

Устойчивость диналаческих систем. По определению, линей- 
" мая динамическая система называется устойчивой, если все ее
устойчивость ди- собственные колебания затухают во времени. Необходимым 
намическон сясте- и достаточным условием устойчивости системы является 
мы отрицательность вещественных частей всех корней характе­

ристического уравнения (8.36).
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Эти корни ие должны быть также и чисто мнимыми. Хотя 
при этом собственные колебания есть гармонические функ- 
ции вида

“собМ = ™ (“О'),
COS

небольшие случайные изменения параметров системы могут 
привести к переходу ее в неустойчивый режим, когда

«соб («) = exp (at) (<0о t)

представляют собой экспоненциально нарастающие по ампли­
туде колебания.

Если порядок динамической системы достаточно высок, то 
прямая проверка устойчивости, основанная на поиске корней 
характеристического уравнения, может оказаться весьма за­
труднительной. Поэтому были разработаны специальные кри­
терии устойчивости, позволяющие определять наличие корней 
с положительными вещественными частями непосредственно 
по виду коэффициентов, минуя само решение характе­
ристического уравнения (см. гл. 14).

Возникновение нарастающих собственных колебаний в 
электрических цепях возможно лишь тогда, когда в составе 
цепи, помимо пассивных элементов Ц С, R, содержатся 
активные элементы, передающие в цепь часть энергии от 
внешних источников. Распространенной моделью такого актив­
ного элемента служит резистор с отрицательным сопро­
тивлением.

Колебание в не­
устойчивом системе

Рассматриваемая 
система будет са­
мопроизвольно 
возбуждатьсн, если 
имеющееся в иен 
отрицательное со­
противление Яотр >

^отр.кр

Пример 8.14. Колебательный контур с параметрами С = 80 пФ, 
£ = 2.5 мкГн, R = 12 Ом содержит резистор с отрицательным 
сопротивлением RCTp, включенный параллельно индуктивному элемен­
ту. Определить критическое значение этого сопротивления, мри 
котором возникает неустойчивость цепи.

Дифференциальное уравнение данной цепи, составленное отно­

сительно напряжения и иа индуктивном элементе, имеет вид

(■ 1
= 0. (8.44)

. Корин Yt н у2 характеристического уравнения имеют ве­

щественные части

Rey = - (^/Ь)+1/(К^С)
12 2(1+R/RO1P) '

Система переходит в неустойчивый режим, когда величина 
КеУ 1.2 обращается в нуль. Отсюда находим критическое значение 

отрицательного сопротивления:

Лотр.кр = —I/(RC) = —2.6 кОм.
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вектор состояния 
системы

Описание линейных динамических систем в пространстве 
состояний. Любое дифференциальное уравнение n-го порядка 
вида (8.31) можно преобразовать в систему дифференциаль­
ных уравнений 1-го порядка. Для этого следует ввести 
совокупность вспомогательных функций, построенную по пра- 
виду: Х1(0 = «вых(0, *2(t) = "tax(0, •••. xn(t) = i&‘> (О- Дан- 
ные функции являются координатами вектора состояния 
X(t) = (xlt х2, ■ который принадлежит пространству
состояний рассматриваемой динамической системы.

Легко видеть, что при этом уравнение (8.31) экви­
валентно следующей системе уравнений:

<1*1 л
— = х2=0-х1 + х2+0-Хз + -

<Ьс2 л
-5г = Хз=0х1+0х2+Хз+--

(8-45)

<Ьс„ 
dt ая 1

В матричном виде данная система записывается так:

^=АХ + ?.
dt (8.46)

Здесь

ал а* а* I

и
0

I
0

и
1 .

.. и \
0

Яо Я1 а2 Я«-1

— постоянная матрица коэффициентов; F — (0, 0,...,/) — век- 
тор-столбеи .внешних сигналов, действующих на систему.

Если ввести матричную экспоненциальную функцию по­
средством ряда 

exp(At) = I + At + • •• + AT/n! + 

При описании си­
стемы в простран­
стве состояний 
матричная экспо­
нента играет роль 
импульсной харак­
теристики

где I — единичная матрица размерности п х п, то решение 
уравнения (8.46) запишется в виде, формально полностью 
совпадающем с решением одномерного дифференциального 
уравнения 1-го порядка [42]:

X (t) = exp (At) (? + J exp[A(t — T)]/(t)dx, (8.47)
' о

где <5 — произвольный «-мерный вектор начальных условий.
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8.4. Спектральный метод

Говоря о спектральном методе анализа прохождения 
радиотехнических сигналов через линейные стационарные 
системы, обычцо имеют в виду целый комплекс мате­
матических приемов, в основе которых лежит использо­
вание свойств частотного коэффициента передачи системы. 
Ниже на конкретных примерах показано применение спектраль­
ного подхода как к задаче нахождения реакции системы, 
так и к проблеме числовой оценки выходного сигнала.

Основная формула. Пусть на входе некоторой линейной 
стационарной системы действует детерминированный сигнал 
uBX(t), заданный обратным преобразованием Фурье:

Будем полагать, что известен частотный коэффициент 
передачи К (До) системы. Как было доказано, комплексный 
сигнал вида exp(/cof), являясь собственной функцией системно­
го оператора, создает на выходе элементарную реакцию 
К (До) ехр Суммируя эти реакции, находим представление
выходного сигнала:

«.b.>W= J
(8.48)

Получена основная формула спектрального метода, сви­
детельствующая о том, что частотный коэффициент передачи 
системы служит множителем пропорциональности между 
спектральными плотностями сигналов на входе и выходе: 
| 1/Вых(<о) = К(/о))С7вх(<о). | (8.49)

Итак, анализ систем в частотной области отличается 
замечательной чертой — эффект преобразования сигнала в 
системе отображается просто алгебраической операцией 
умножения.

Следует иметь в виду, что спектральный н временной 
подходы полностью эквивалентны друг другу. Действи­
тельно, интеграл Дюамеля (8.8) есть свертка функции 
uBX(t) н импульсной характеристики h(t) во временной об­
ласти: uBbU(0 — h(t). Значит, спектральная плотность
выходного, сигнала есть произведение спектральных плот­
ностей функций wBX(t) н h(t). Отсюда непосредственно 
следует формула (8.49).

Практическая ценность спектрального метода нахождения 
выходной реакции в каждом конкретном случае зависит от 
того, удается ли провести интегрирование в формуле (8.48).

Вьгмслеяие вьшульсиых характеристик. Как правило, на­
хождение частотных коэффициентов передачи линейных систем 

принцип спектраль­
ного метода
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не вызывает принципиальных затруднений.^ Поэтому если 
требуется вычислить импульсную характеристику h(t) систе­
мы, то целесообразно воспользоваться спектральным мето­
дом, согласно которому 

/1(0= J K(M)e*”dra.

1—1 —0

)s«) с= 1'—а
В качестве примера найдем импульсную характеристику 

ЯС-цепи, для которой выходным сигналом служит напря­
жение на конденсаторе. Здесь

К(/(о) = 1/(1 + jcoKQ,

поэтому импульсная характеристика

1 f е*"
J l+^RC40 (8.50)

Случаи t > 0 Применим метод вычетов [14] н будем считать, что 
<о — комплексная переменная. Контур интегрирования в (8.50) 
образован всей вещественной осью Im со = 0 н дугой Ci доста­
точно большого радиуса, которая может замыкаться как в 
верхней, так н в ннжней полуплоскостях.

Подынтегральная функция в (8.50) имеет единственный 
простой полюс в точке с координатой <ол = j/(RC). Вычет 
подынтегральной функции в этой точке

Внутри замкнутого 
контура подынтег­
ральная функция 
имеет единствен- 
ный простоя полюс

Случаи t < 0

Reco

Imo)

Найдем функцию h(t) прн г>0. Для этого расположим 
дугу Ci в верхней полуплоскости, поскольку именно в этом 
случае функция exp(/cof) будет экспоненциально стремиться 
к нулю с ростом радиуса дуги. В пределе контурный 
интеграл будет равен интегралу, вычисленному лишь вдоль 
вещественной оси в соответствии с формулой (8.50).

По теореме Коши, контурный интеграл от функции 
комплексной переменной равен числу 2nj, умноженному на 
сумму вычетов подынтегральной функции во всех полюсах, 
которые лежат внутри контура интегрирования. Таким обра­
зом,

ft (t) = д^'е_‘ЛЛС) при * > 0- (8.51)

Внутри замкнуто­
го контура подын­
тегральная функ­
ция является ана­
литической

Если же требуется найти импульсную характеристику 
прн t < 0, то контур интегрирования следует замкнуть 
в нижней полуплоскости, где подынтегральная функция 
вообще не имеет полюсов и поэтому 

h(t) = 0 при t < 0. (8.52)



8.4. Спектральный метод 1
График импульсной характеристики КС-цепи, построенный 

по формулам (&51) и (8.52), представляет собой кривую, раз­
рывную прн t (рис. 8.2).

Представление разрывных функции с помощью контурных 
интегралов является математическим приемом, широко исполь­
зуемым в теоретических исследованиях.

Г
h(t)RC

&

Рис. 8.2. График импульсной характеристики КС-цепи

1 V t/(RC)

1.0 1J .5

Вычисление сигнала на выходе системы. Как пример 
использования спектрального метода решим задачу о про­
хождении экспоненциального видеоимпульса напряжения 
«„(t) = Voexp(—ar)o(f) через КС-цепь, рассмотренную выше. 
В данном-случае спектральная плотность входного сигнала 
Свх((о) = ^о/(° н задача сводится к вычислению интегра­
ла, входящего в выражение

(Л = U° f exp(fcot)d<o
““u 2ла J (1 +j(o/a)(l + j(oRC) ’

Разлагая алгебраическую часть подынтегральной функ­
ции на элементарные дроби, имеем
__________ 1__________ __ 1 / 1__________ аКС \ 
(1 +j(o/a)(l +j(oRC) 1 — аКС \ 1 + jco/a 1 4- j(aRC J'

Структура слагаемых, стоящих в квадратных скобках, 
позволяет непосредственно использовать результат, получен­
ный при вычислении. импульсной характеристики 
и записать решение прн t > 0: 

«.»(') = Т^йгс [exp(“a,) _ expl ~ '/(КС»]-

Естественно, что при t < 0 

^вых(Ю = 0.

КС-цепи,

(8-53)
▲
решите задачи 6

(8.54)

и 7

Соответствующий график приведен на рис. 8.3.
Коэффядеент передачи мюгозвеиной системы. В радио* 

технике часто используют сложные системы, отдельные звенья
▲
реивте задачу®
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Рис. 8.3. Отклик АС-цепн

«.-х/Ц,

1
0J

1 1 г

RC—0.5/а
Следует обратить ’ «к

внимание на то, что 
КС-цепь сглажива-

03 'ft.

ет входной сигнал 0.2;

0.1

-it.'. „-1 0 1 2 3

на экспоненциальный видеоимпульс

.. at

| Выход

которых включены каскадно, т. е. выходной сигнал предыду­
щего звена служит входным сигналом для последующего 
звена. Примером такой системы может служить много­
звенный усилитель.

Положим, что известны частотные коэффициенты передачи 
отдельных звеньев Ки(До), n — l, 2,...,N. Возбуждая первое 
звено сигналом мвх(0 = exp(/cot), получим на выходе сигнал 

м.ых(0 = (/со)К2 (j<o)-• • Kff (До) exp (/col),

откуда результирующий коэффициент передачи

N

к ПШ (8.55)

В инженерных расчетах АЧХ систем часто выражают в 
логарифмических единицах — децибелах. Если на некоторой 
частоте со известен модуль частотного коэффициента передачи, 
то усиление системы, выраженное в децибелах (дБ),

Д = 201g| Х(До)|. (8.56)

усиление системы

Если | К(До) | < 1, то система ослабляет сигнал и усиление 
оказывается отрицательным.

Легко видеть, что при каскадном соединении звеньев их 
усиления суммируются алгебраически:

N
д= ЕД. (8.57)

С
Дифференцирующие и интегрирующие цепи. Линейные цепи 

широко применяют для преобразования формы импульсных 
радиотехнических колебаний.

Рассмотрим 7?С-цепь, возбуждаемую источником ЭДС; 
выходным сигналом является напряжение на резисторе. 
Дифференциальное уравнение данной цепи имеет вид

т
dwM 
“dT (8.58)
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Если постоянная времени т мала настолько, что в любой 
момент времени

(8-59)

то первым слагаемым в левой части уравнения (8.58) можно 
пренебречь по сравнению со вторым н записать

(8.60)

Такая RC-цепь выполняет операцию приближенного диф­
ференцирования сигнала. Схемотехническое применение диф­
ференцирующих цепей — создание обострителей импульсных 
сигналов.

Выполнение неравенства (8.59) зависит не только от 
параметров цепи, ко н от характеристик входного сигнала. 
Для оценок здесь проще всего воспользоваться анализом 
в частотной области. Частотный коэффициент передачи 
рассматриваемой цепи K(/co)=jcot/(1 + /сот) будет достаточно 
близок к частотному коэффициенту передачи идеального 
дифференциатора: К (До)»/сот, если произведение шт пре­
небрежимо мало по сравнению с единицей в области 
частот, где сосредоточена основная доля энергии сигнала. 
Например, пусть входной сигнал — прямоугольный видео­
импульс длительностью тн. Используя грубую оценку верх­
ней граничной частоты в спектре такого импульса: сов — 
= 2л/тя, получаем условие, обеспечивающее пригодность 
RC-цепи для приближенного дифференцирования данного 
сигнала:

RC с ти/(2л). (8.61)

ференцнрующеи це-

Диаметрально противоположными свойствами может обла­
дать RC-цепь, у которой выходной сигнал, снимаемый с 
конденсатора, удовлетворяет уравнению

Если параметры цепи и входного сигнала таковы, что

-0

-0

G)d£. . (8.62)

▲
RC-цепь с такими свойствами называется интегрирую­

щей цепью. Приближенное интегрирование выполняется тем 
точнее, чем больше относительная доля высокочастотных 
составляющих в спектре входного сигнала. Действительно, 
поскольку здесь К (/со) = 1/(1 + jan), приближенное равенство 
К (До) к 1/(Дот), обеспечивающее интегрирующие свойства цепи,

решите задачу 9
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применение инте­
грирующих цепей

будет справедливо при <олт 1, где <ол — нижняя граничная 
частота спектра.

Интегрирующие цепи дают возможность подавлять высоко­
частотные составляющие спектра входного сигнала н поэто­
му часто, используются как сглаживающие фильтры. Кроме 
того, они могут преобразовывать скачкообразные перепады 
входного сигнала в линейно нарастающие импульсы на вы­
ходе.

Геометрическая интерпретация процесса преобразования 
сигнала в линейной системе. Спектральный метод позволяет 
наглядно интерпретировать преобразования сигналов, которые 
происходят при их прохождении через линейные стационар­
ные системы. С геометрических позиций, развитых в гл. 1, 
системный оператор Т — это правило перехода от вектора 
мвх(0 некоторого линейного пространства к новому вектору 

В самом общем случае можно утверждать, что 
оператор Т изменяет норму вектора щ,^), т. е. 
II нвх|| # || Тмвх ||. Кроме того, между векторами uBX(f) н 
uBb(X(t) возникает некоторый угол ф.

По формуле Рэлея (см. гл. 3), энергия выходного сигнала

Как правило, функ­
циональное про­
странство сигналов 
можно считать 
гильбертовым

Евых = II Пвых II2 = 2^- J ^вых(<0) <7tbix(®)d(0 =

— J| K(jco) |2PFBX(co)dco,

о

(8.63)

частотный коэффи­
циент передачи 
мощности

где PFBX (со) — энергетический спектр сигнала иа входе.
В соответствии с формулой (8.63), выходной энергети­

ческий спектр Н'выДо)) — | К (До) |2Жвх(<о).
Величину

| КР(о)- |К(До)|2 ] (8.64)

называют частотным коэффициентом передачи мощности 
системы на заданной частоте со. Поскольку этот коэф­
фициент вещественный, вычисление энергии выходного сигна­
ла оказывается гораздо более простой задачей по сравнению 
с поиском самой формы выходного сигнала.

Пример 8.1S. На входе RC-цепи с частотным коэффициентом 
передачи К (До) = 1/(1 + Дот) действует идеальный низкочастотный 
сигнал, энергетический спектр которого отличен от нуля и равен 
Wo лишь в пределах интервала частот 0 < со < со». Найти отношение 
энергий сигналов на входе и выходе.

В данном случае КР = 1/(1 + со2т2). По формуле (8.63) энергия 
выходного сигнала

Заметим, что
Ар(со) = Х(/со> х* 
х K(-jw)

Wo f dco 

я J 1 + со2т2 ——arctgcDaT. 
пт

о
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Энергия входного сигнала ЕцХ » И^свв/я-

Видно, что отношение этих энергий

Евых/^х = агс1« (8-65)

стремится к нулю с ростом как постоянной времени т, так 

и верхней граничной частоты спектра.

Угол между векторам) входного н выходного сигналов. 
В гл. 1 обсуждался способ сравнения двух сигналов, 
основанный иа вычислении угла ф, образованного векто­
рами данных сигналов в гильбертовом пространстве. Эту 
же идею можно использовать для сопоставления сигналов 
на входе и выходе линейной стационарной системы.

Обобщенная формула Рэлея позволяет выразить ска- 
лврное произведение этих сигналов через их спектральные 
плотности:

Во многих случаях 
достаточно знать 
лишь изменение 
энергии сигнала, 
прошедшего через 
линейную систему

2я J IFBX(<o)K*(/(o)d(o.

Поскольку мнимая часть коэффициента передачи есть 
нечетная функция частоты, последняя формула упрощается:

= Jw'.>(<o)ReK(/u)d<o. (8.66)

О

▲
решите задачу 14

Угол ф между векторами входного н выходного сигналов 
можно найти нз соотношения

соэф —
(Цд» Нвых) 

II ивх || * || ивых ||
(8.67)

Пример 8.16. Вычислить угол ф между сигналами на входе 
и выходе RC-цепи в соответствии с условиями примера 8.15.

Поскольку здесь Re К (/со) = 1/(1 + соЧ3), в данном частном слу­

чае интеграл (8.66) численно 'равен квадрату нормы выходного 
сигнала. Отсюда следует, что •

(8-б8>

Если произведение <ОвТ» 1, то со8ф-»0. Это означает, что 
RC-цепь создает на выходе сигнал, почти ортогональный по отно­
шению к сигналу на входе. Природу этого эффекта можно 
понять из качественных рассуждений, приняв во внимание, что 
благодаря инерционным свойствам цепи выходной сигнал задер­
живается во времени.
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Автокорреляционная характеристика системы. Заканчивая 
обзор спектральных методов в теории линейных стационар­
ных систем, упомянем еще об одной полезной функции — 
так называемой автокорреляционной характеристике системы 
Ь(т). Ее принято определять как преобразование Фурье от 
частотного коэффициента передачи мощности:

fc(T)=2^ J *4>(<o)e*"d«>.
(8.69)

Наряду с частотным представлением (8.69) возможно н 
временное представление этой функции. Чтобы осуществить 
его, заметим, что Kp(fn) = К(/ш)К*(/ш). Поэтому между 
функциями Кр((о) н Ь(т) должна существовать такая же 
связь, которая была найдена в гл. 3 между энергети­
ческим спектром и АКФ произвольного сигнала:

b(r)= J h(t)h(t - T)dt. (8.70)

Данная формула раскрывает смысл введенного здесь тер­
мина.

8.5. Операторный метод

К рассмотренному спектральному методу тесно примыкает 
широко распространенный операторный метод, базирую­
щийся на представлении входных и выходных сигналов их 
преобразованиями Лапласа.

Решение дифференциальных уравнений операторным ме­
тодом. Преобразование Лапласа является исключительно гиб­
ким и мощным методом, позволяющим путем стандартных 
процедур находить решения линейных дифференциальных 
уравнений с постоянными коэффициентами. Именно это 
свойство обусловило его широкое использование в научных 
исследованиях и инженерных расчетах.

Пусть дифференциальное уравнение 

, . duBb|X
-1--------- Ь at ———Ь яоивьк =

<Ги„ 
dr

i-i

d* luM , duBV
— + ... + bi—+bQu,a (8-71)

устанавливает закон соответствия между сигналами на входе 
и выходе некоторой линейной стационарной системы. Нало­
жим некоторые ограничения. Сделаем допущение, что вход­
ной сигнал ивх (t) = 0 при t < 0. Кроме того, исходя 
из специфики работы радиотехнических устройств, началь­
ные условия выберем нулевыми: Мвьк(0) = 1/Вых(0) = ••• 
■■• = «ма°(0) — 0. Наконец, примем, что область допустимых 
входных сигналов не содержит в себе функций, столь
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быстро нарастающих во времени, что для них не суще­
ствует преобразования Лапласа.

Обозначим закон соответствия между оригиналами н 
изображениями следующим образом: wBX(t)<->l7BX(p), и»ш(0*** 

Вычислив преобразования Лапласа от обеих частей 
уравнения (8.71), получим

(а„р" 4- а„~ 1рп~1 + • •• 4- atp + а0) ияых (р) = .

= (bmpm + b„-lpm~1 + - + btp + b0)Uia(p). (8.72)

Важнейшей характеристикой, на которой основан оператор­
ный метод, является отношение изображений выходного 
и входного сигналов:

Математически ну­
левые начальные 
условия озпачают, 
что до момента 
возникновения 
входного сигнала 
система пе содер­
жит запасенной 
энергии

(8.73)

называемое передаточной функцией или операторным коэф­
фициентом передачи рассматриваемой системы.

В соответствии с формулой (8.72)

K(p)=^m + b-‘Pmi‘+ - + Ь1Р + Ь°. (8.74)
пир"4-пя-1ря 1 +'- + а1р+а0

передаточная 
функция системы

Если эта функция известна, то поиск выходной реакции 
системы на заданное входное воздействие разбивается на 
три этапа:

1- Ивх(«)“*
2. U.„M= K(p)U„(p),

3. <7вых(р)-»"»№(*)*

Термин «операторный метод» исторически восходит к из­
вестным работам Хевисайда, который еще в конце прошлого 
века предложил символический способ решения дифферен­
циальных уравнений, описывающих переходные процессы в 
линейных электрических цепях. Метод Хевисайда основан на 
символической замене оператора дифференцирования d/dt

В рамках опера­
торного метода пе­
редаточная функ­
ция является пол­
ной математиче­
ской моделью си­
стемы

О связи метода 
Хевпсайда с тео­
рией преобразова­
ния Лапласа см. 
[14]

комплексным числом р.
Свойства передаточюй функции. Сравнивая формулы (8.74) 

и (8.41), можно убедиться, что функция К(р) есть результат 
аналитического продолжения частотного коэффициента переда­
чи K(j(£>) с мнимой осн ja на всю плоскость комплексных 
частот р = о 4- д Функция К (р) аналитична на всей плоскости 
р, за исключением конечного числа точек pif 
являющихся корнями знаменателя в формуле (8.74). Данные 
точки, т. е. корни уравнения

аналитическое 
продолжение

«лР" + «я-1Р" 1 4- 4- Я1Р 4- а0 =0, 

называют полюсами передаточной функции К(р).
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нули в полюсы

Рис. 8.4. Характер поверхности |К(р)| для передаточной функции, 

имеющей два комплексно-сопряженных полюса Рп = ~ o±j(00 и 
один нуль z = О

Точки zu z2,...,z„, представляющие собой корни уравнения 

Ь„^ + fem-in"-1 + + biZ + b0 = О,

называют нулями данной передаточной функцйи.
Вынося общий множитель Ко, возникающий при делении 

в (8.74) числителя на знаменатель, получаем так называе­
мое нулъ-полюсное представление передаточной функции:

К(р) = к0
(P-Pl)(p-P2)-(P-Pn) (8.75)

В дальнейшем при­
нята такая система 
обозначений: О — 
нуль, — полюс

Вещественность коэффициентов дифференциального урав­
нения (8.72) обусловливает следующее свойство нулей н полю­
сов: все эти числа либо вещественны, либо образуют 
комплексно-сопряженные пары.

Часто используют наглядный прием отображения пере­
даточной функции с помощью карты нулей и полюсов, на 
которой некоторыми условными значками нанесены указан­
ные точки. Саму функцию К (р), принимающую комплексные 
значения, нельзя непосредственно представить графически. 
Поэтому поступают так: над плоскостью с декартовой 
системой координат изображают трехмерную поверхность ' 
функции | К (р) | (рис. 8.4). '

Поверхность имеет характерный вид «горного ландшаф- > 
та»; бесконечно высокие вершины соответствуют пЬлюсам, 
а впадины — нулям передаточной функции. Выполнив сечение 
этой поверхности с помощью плоскости, содержащей как 
вертикальную ось, так и ось jco, получим профиль АЧХ 
системы.

Полюсы передаточной функции линейной системы являют­
ся корнями характеристического уравнения (8.36). Поэтому 
для устойчивости системы необходимо н достаточно, чтобы 
эти полюсы располагались строго в левой полуплоскости 
комплексной переменной р.. Нули передаточной функции 
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в общем случае могут располагаться как в левой, так и 
в правой полуплоскостях.

Формула обря1цеяия. Заключительным этапом решения зада­
чи о прохождении сигнала через линейную стационарную 
систему с помощью операторного метода является поиск 
оригинала, которому отвечает изображение Ьгвых(р) = 
= К(р)С/вх(р).

Рассмотрим частный случай, когда функция 1/вых (р) 
представляет* собой отношение даух многочленов по степеням 
комплексной частоты:

^(p) = M(p>/W(p),

причем будем считать, что степень числителя т не пре­
восходит степени знаменателя п й, кроме того, корни 
знаменателя pb i = 1, 2,...»и — простые.

Способ нахождения оригинала, отвечающего такому 
изображению, основывается на представлении функции 
17вых(р) в виде суммы элементарных дробей:

и.ь«(р) = V „ С' ■

Z_iP - Pi

Коэффициенты С,- являются вычетами функции UBUX(p) в 
точках полюсов, поэтому [14J

•ш<р)~ 2^‘Ы(Р-Р1)'

▲
решите задачу 11

Как известно, изображению 1/(р — р{) соответствует ори­
гинал ехр(рд). Таким образом, приходим к известной 
формуле обращения:

формула
иия

обраще-

-ехр(рд). (8.76)

Примеры нахождения выходных сигналов опфаторным 
методом. При практическом использовании операторного 
метода большую часть формальных вычислений можно 
исключить, обращаясь.к широко распространенным табли­
цам преобразований Лапласа.

Пример 8.17. Найти переходную характеристику RC-цепи. 
Здесь <у(с)~1/р, К(р) = 1/(1 +рт), поэтому С/вих(р)в1Др(1+рт)].

Разлагая эту функцию на элементарные дроби, имеем

Оригиналы, соответствующие обоим слагаемым в правой части 
последней формулы, хорошо известны (см. [5, б, 36]). Искомый
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результат имеет вид и
Пример 8.18. На входе RC-цетш действует прямоугольный 

видеоимпульс ЭДС с заданными длительностью Т и амплитудой 
Uo. Выходным сигналом служит напряжение на конденсаторе 
цепи. Найти функцию, описывающую изменение во времени напря­
жения

Входной сигнал имеет изображение

р
Множитель ехр(—рТ) свидетельствует о сдвиге во времени 

на величину Т. Поэтому, используя результат, полученный в при­
мере 8.17, можно записать

«с(0 -Ро[1- е_,Л]а(() -

Для наглядности последнюю формулу пелесообразно представить

U0(l-e-*) при ОС ГС Т, 

Uoe~'1't(eT/'' — 1) при t > Т.
Если выходной сигнал снимается с резистора, то прн тех же 

параметрах R н С напряжение на резисторе ur = uBX — ис.
Пример 8.19. Импульсная характеристика параллельного коле­

бательного контура.
Параллельный колебательный контур с потерями возбуждается 

дельта-импульсом тока' в неразветвлеииой части цепи. Выходным 

сигналом служит напряжение на контуре. Равенство U(p) = 
= Z(p)I(p) указывает на то, что передаточной функцией в данном 
случае служит операторное сопротивление контура 

(8.77)

где а = 1/СКС); <og = 1/(LC).
Формулу (8.77) удобно представить в виде

Z(p) =
Р/С 

(р + а)2 + со? ’
(8.78)

где = |/cOq — а2 — частота собственных колебаний в контуре с по­

терями.
Изображением дельта-импульса тока служит единица, поэтому 

импульсная характеристика данной системы — это оригинал, соот­
ветствующий изображению (8.78). По таблицам преобразований Ла­

пласа находим

A(t) =- --^cos<Dct - -^-sincoct)- (8.79)

Если контур высокодобротный (а <к <оо), то формула (8.79) не­

сколько упрощается:

е_в*
h(t)& ——cosco0t. (8.80)

Необходимо помнить, что' формулы (8.79) и (8.80) соответ­
ствуют возбуждению контура бесконечно коротким импульсом тока,
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Импульсная ха­
рактеристика ко ле< 
бательного конту­
ра имеет характер­
ный вид гармони­
ческого колебания 
с экспоненциально 
убывающей во вре­
мени огибающей

площадь которого тем не менее составляет 1 А*с. В реальном 
масштабе — это очень большая величина: прямоугольный импульс 
длительностью 1 мкс должен иметь гигантскую амплитуду 10б А! 

Неудивительно, что при -С=1000 пФ такой импульс вызовет в 
начальный момент времени напряжение 109 В. Реальный импульс 

тока с амплитудой 0.01 А н длительностью 1 мкс имеет пло­
щадь 10-8 А-с; при С =1000 пФ начальное напряжение на 

контуре составит лишь 10 В.

Итак, прн t > 0 напряжение на параллельном контуре, который 
возбуждается коротким импульсом тока произвольной формы с 
площадью Пимп, имеет вид

а • \
cos ©pt---------- sin ©pt I.

®P /
(8.81)

Этот ряд примеров можно было бы продолжить и 
рассмотреть, например, более сложную задачу о иключенни 
в колебательный контур источника гармонической ЭДС. Од­
нако получающиеся при этом точные решения довольно 
громоздки. Гораздо удобнее использовать приближенный 
метод анализа нестационарных явлений в колебательных 
цепях, изложенный в гл. 9.

▲
решите задачу 12

Результаты
ОО Закон, связывающий входной и выходной сигналы в системе, называется 

системным оператором.
ОО Классификация систем основана на свойствах системных операторов. 

Различают линейные и нелинейные, стационарные и нестационарные, 
сосредоточенные и распределенные системы.
Реакция линейной системы на дельта-импульс называется импульсной 
характеристикой.

ОО Сигнал на выходе есть свертка входного сигнала и импульсной 
характеристики.

ОО Частотный коэффициент передачи и импульсная характеристика связаны 
парой преобразований Фурье.

ОО Собственные колебания динамических систем определяются корнями характе­
ристического уравнения.

ОО Динамическая система абсолютно устойчива, если все корни характеристи­
ческого уравнения имеют отрицательные вещественные части.

ОО Частотный коэффициент передачи линейной стационарной системы, описы­
ваемой обыкновенным дифференциальным уравнением, есть дробно-рациональ­
ная функция частоты.

qq Спектральная плотность выходного сигнала является произведением частот­
ного коэффициента передачи и спектральной плотности колебания на входе.

Вопросы

1. Приведите несколько примеров линей­
ных и нелинейных, стационарных и не­

стационарных систем.
2. Прн каких условиях реакцию линей­

ной системы на короткий входной импульс 
можно представить импульсной характерис­
тикой системы?

3. Сформулируйте условие физической 

реализуемости системы.
4. Что такое переходная характеристика 

системы? Как связаны между собой переход­
ная и импульсная характеристики?

5. Как определяется частотный коэф­
фициент передачи линейной системы?
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6. Приведите формулировку критерия Пэ­
ли — Винера.

7. В чем заключено отличительное свойст­

во динамических систем?

8. Напишите формулу, определяющую 
частотный коэффициент передачи усилителя 

малых сигнале® с апериодической нагрузкой. 
Чем определяется граничная частота уси­

ления?
9. В чем состоит сущность спектрального 

метода анализа прохождения сигналов через 
линейные системы?

10. В каких логарифмических единицах 
измеряется усиление сигнала в системе?

11. Начертите схемы Дифференцирующих 
и интегрирующих цепей.

12. Как преобразуется вектор входного 
сигнала, являющийся элементом гильбертова 

пространства, прн прохождении через линей­
ную цепь?

13. Что такое частотный коэффициент 
передачи мощности?

14. Приведите определение понятия пере­

даточной функции линейной системы.
15. В какой области комплексной плос­

кости должны располагаться полюсы переда­
точной функции устойчивой линейной си­
стемы?

Задачи

1. Характеристика h(t) линейной стацио­
нарной системы представляет собой импульс 
треугольной формы:

0 t0

На вход системы подается сигнал u„(t) = 
» OtCT(t).
Найдите выходную реакцию системы.

2. Вычислите импульсную характеристику 

идеального интегратора, для которого 

“.»(»)-у j

t—T
3. Структурная схема системы имеет вид

В ветвях А и Б помещены идеальный 
элемент задержки на Т секунд и масштаб­
ный усилитель с коэффициентом усиления 

Ко. Найдите импульсную характеристику 
системы.

4. Составьте дифференциальное уравне­
ние, описывающее цепь:

Уравнение должно быть записано относитель­
но неизвестной функции i^bu(t).

5. Найдите частотные коэффициенты пере­

дачи систем, рассмотренных в задачах 3 и 4.

6. Вычислите импульсную характеристику 
RL-цепи, схема которой имеет вид

7. Вычислите импульсную характеристику 

цепи, рассмотренной в задаче 4.
8. Проведите анализ формулы (8.53) для 

случая, когда а — 1/(/?С).
9. Исследуйте условия, при которых цепь . 

вида

может осуществлять приближенное интегри­

рование входного сигнала.
18. В многозвенном усилителе на поле­

вых транзисторах применен разделительный 
конденсатор Ср.
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Его назначение — препятствовать попаданию 

высокого постоянного потенциала со стока 
предыдущего звена на затвор последую­
щего.

Усилитель предназначен для усиления 

прямоугольных видеоимпульсов длитель­
ностью т„ = 1 мс. Считая, что сопротивление 

резистора R = 0.5 МОм, а полевой транзистор 
имеет бесконечное входное сопротивление, 

определите емкость Ср, при которой за 
время длительности импульса напряжение на 
затворе (см. схему) падает не более чем иа 

5% от максимального уровня.

11. Найдите передаточную функцию уси­

лителя с двумя одинаковыми резистивно­
емкостными ступенями. Параметры одной 

ступени: S = 10 мА/B, /?н»0.3 кОм, 
Rf = 7 кОм, С„ = 120 пФ. Емкость разде­
лительного конденсатора (см. задачу 10) 

столь велика, что ее влиянием на характе­
ристики усилителя можно пренебречь.

12. В последовательный колебательный 
контур с параметрами L, С н R включен 
источник ЭДС uBX(t) = ata(t). Получите фор­

мулу, определяющую закон изменения напря­
жения иа конденсаторе.

Более сложные задания

13. Вычислите частотный коэффициент 
передачи н найдите импульсную характе­

ристику следующей цепи:

14. На входе RC-цепи действует источник 
импульсной ЭДС

Ч.х(«) = !/осхр(-ш)п(0.

Выходной сигнал снимается с конденсатора. 
Определите угол между векторами входного

и выходного сигнале» в гильбертовом 

пространстве.
15. Исследуйте переходную характеристи­

ку колебательного контура с помощью 

физической модели — грузика, подвешенного 
иа нити. Входное воздействие на систе­
му — скачкообразное перемещение точки под­

веса маятника в горизонтальном направ­
лении. Экспериментально подберите такое 
входное воздействие, которое переводило бы 

систему из одного состояния покоя в другое 
за конечное аремя. Сделайте вывод о пре­
дельно достижимом быстродействии колеба­
тельных систем (данная задача является 
частной иллюстрацией к одному нз интен­
сивно развиваемых направлений современной 
кибернетики — теории оптимального управле­
ния [12]).
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В радиотехнике с первых шагов ее станонления по­
лучил широкое применение способ выделения полезных 
сигналов с помощью частотно-нзбирательных линейных 
цепей. Такне цепи пропускают на выход лишь колебания 
с частотами, которые лежат в относительно узкой полосе 
вокруг некоторой центральной частоты. Частотная фильтра­
ция полезного сигнала особенно эффективна в том случае, 
если обрабатываемый сигнал в достаточной степени узко- 
полосен. Примерами узкополосных сигналов служат разно­
образные модулированные колебания, изученные в гл. 4.

Линейные частотно-избирательные пепи или, как их часто 
называют, линейные полосовые фильтры, обладают рядом 
специфических свойств. Для анализа прохождения сигналов 
через такие цепи в радиотехнике созданы методы, 
с которыми мы познакомимся в этой главе.

9.1. Некоторые модели 
частотно-избирательных цепей

Эквивалентная 
схема параллель­
ного колебатель­
ного контура

Простейшим полосовым фильтром является колебатель­
ный контур, образованный элементами Ц С и R. В теории 
цепей подробно изучаются последовательные и параллельные 
контуры [3]. Не приводя подробных выкладок, напомним 
основные положения, которыми будем пользоваться в даль­
нейшем.

Частотные характерастики параллельного колебательаого 
контура. В окрестности резонансной частоты соре, = 
= 1/|/LC данная колебательная система может быть описана 

эквивалентной схемой, которая состоит нз параллельного 
соединения элементов L, С и активного резонансного 
сопротивления

/?₽«=ре,_^ (9.0

где р — }/L/C — характеристическое сопротивление контура; 
Q — добротность колебательной системы.

Свойства контура определяются зависимостью его вход­
ного сопротивления от частоты. В качестве аргумента 
удобно использовать безразмерную обобщенную расстройку 

i = Q (9.2)

При этом входное сопротивление

2(Л) = *,»/(1+Л). (9.3)
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Если Q»1, то в узкой полосе вблизи резонансной 
частоты для расчета обобщенной расстройки следует поль­
зоваться приближенной формулой

к 2Q (<о - (9.4)

АЧХ параллельного колебательного контура отображается 
так называемой резонансной кривой. Если добротность 
достаточно высока, то резонансная кривая практически 
симметрична относительно частоты сОрез- Уравнение резонанс­
ной кривой

| Z(/<d) | = -- Rpei ---------- (9.5) решите задачи 1 и 2
1 + 4£2.(со - Шрез)2/^

Интервал на оси частот (Гц) между точками, в которых 
|Z| уменьшается от значения Кра до //2 = 0.707^ 

называют полосой пропускания контура:

ПО.7О7 — fpa/Q- (9.6)

Резкое снижение модуля сопротивления параллельного 
контура при расстройке относительно резонансной частоты 
позволяет использовать эту цепь для частотной фильтра­
ции сигналов.

Пример 9.1. Параллельный колебательный контур с параметрами 
Q^i.25, L=6 мкГн настроен на частоту /рю —8 МГц. Контур 
возбуждается источником гармонического тока; выходным сигналом 
лвляетсл напряжение на контуре. Определить, во сколько раз 
будет ослаблен сигнал на частоте 8.1 МГц по сравнению с 
сигналом на резонансной частоте.

Для настройки иа требуемую резонансную частоту необхо­

димо использовать конденсатор емкостью С = — 66 пФ.

Резонансное сопротивление контура Rpa =\'L/CQ = 37.69 «38 кОм.
По формуле (9.4) обобщенная расстройка на частоте 8.1 МГп 

^=224/7/^ = 3.125.

Рассмотренный 
колебательный 
контур является 
узкополосной час­
тотно-избиратель­
ной системой, по­
скольку отношение 
полосы пропуска­
ния к резонансной 
частоте П07о7/ 
/л» = i/e «<

Рис. 9.1. АЧХ параллельного Колебательного контура с параметрами 
2 — 125, L= 6 мкГн, С = 66 пФ
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Амплитуда выходного сигнала в рассматриваемой цепи пропор­
циональна модулю входного сопротивления контура. Поскольку 

подставляя сюда найденное значение Е,, убеждаемся, что амплитуда 
этого сигнала на частоте 8.1 МГц составляет 0.305 от амплитуды 
сигнала на резонансной частоте. Этой цифре соответствует 
отрицательное усиление (ослабление) A = 2OlgO.3O5 = —10.3 дБ.

Амплитудно-частотная характеристика дайной системы изобра­

жена иа рис. 9.1.

__ Vj

Ci + Сг

Часто используют параллельные колебательные контуры 
с неполным включением. Внешние цепи могут подключаться 
либо к отводу в индуктивном элементе, либо к средней 
точке емкостного делителя. Входное сопротивление такого 
контура вычисляют по формуле (9.3), в которую следует 
подставить величину резонансного сопротивления 

Rpa = fciLpQ,

где &ВХЛ — коэффициент включения контура.
Нуль-полюсное представление характеристик колебатель­

ного контура. В рамках операторного метода динамические 
свойства параллельного колебательного контура с потерями 
можно описать, задав его входную проводимость

Y(p) = 1/Яр» + РС + 1/(рЬ)

или входное сопротивление

Z(p) = l/y(p) =
Р/С

p2 + p/(R^C)+ll(LC)'
(9.7)

Заметив, что 1/^LC — со^о есть резонансная частота кои- 
тура без потерь и l/iRp^C) — l/(pQC) = Opao/Q, перепишем 
выраженйе (9.7) следующим образом:

z(}____________ Р/С
р2 + (<Орезо/6) Р + 40 резО

Данное операторное сопротивление имеет единственный 
нуль при р = 0 и два комплексно-сопряженных полюса 
в точках с координатами

Р-8)

Полюсы расположены в левой полуплоскости (система 
устойчива) и тем ближе к мнимой оси, чем выше доброт­
ность контура. Последнее свойство является общим для 
любых частотио-нзбирательных систем.

Резонансный усилитель малых колебаний. Данная узко­
полосная система совмещает в себе функции усилителя и 
линейного частотного фильтра (рис. 9.2).

Отличие от усилителя с резистивно-емкостной нагрузкой 
(см. гл. §) состоит в том, что здесь нагрузкой электронного
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Рис. 9.2. Резонансный усилитель малых колебаний: 

а — принципиальная схема; б — схема замещения

прибора служит параллельный колебательный контур; включе­
ние контура в общем случае может быть неполным.

Обращаясь к эквивалентной схеме замещения, видим, что 
ток с комплексной амплитудой — поступающий от 
управляемого источника, протекает по сопротивлению 

Z,K(/co) = ZQa)Rt/[Z(Ja) + Rt]

и создает на ием падение напряжения, являющееся выходным 
сигналом усилителя. Несложные преобразования показывают 
[см. формулу (9.3Д, 470

Zs'№)=i+T/ (9'9)

Здесь

я —
1 + Я^/Я,-

(910)

— эквивалентное сопротивление контура усилителя при резо­
нансе с учетом внутреннего сопротивления источника; 
эквивалентная обобщенная расстройка

Можно считать, что влияние внутреннего сопротивления 
сострит в том, что добротность колебательной системы 
уменьшается и становится равной эквивалентной добротности

1+R^/R, (9.11)

Поскольку комплексная амплитуда гармонического сигнала 
на выходе усилителя 17вьи = —SZ^CJчастотный коэффи­
циент передачи данного устройства

„ (9.12)

Согласно формуле 
(9.11), для ослабле­
ния шунтирующего 
действия электрон­
ного прибора на 
колебательпую си­
стему без расшире­
ния полосы пропус­
кания усилителя 
следует уменьшать 
резонансное сопро­
тивление Rpe3, при­
меняя неполное 
включение контура

▲
решите задачу 5^
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Отсюда следуют соответственно уравнения АЧХ и ФЧХ 
резонансного усилителя:

|K(M)l--7==^===, (9.13)
V1 + - <0рез)7®р~

<Рк (со) = л - arctg [2QX (со - <о^)/Цжэ]- (9.14)

Пример 9.2. Усилитель. собранный но схеме рис. 92. имеет сле­
дующие параметры: fpa = 28 МГц, Q=95, р = 430 Ом, &вкл = 0.6, 

S—20 мА/B, Ri = 15 кОм. Определить модуль коэффициента усиле­
ния на резонансной частоте и полосу пропускания усилителя.

Резонансное сопротивление колебательной системы

Кро - МклРС = 0.36 • 0.43 • 95 = 14.71 кОм.

Эквивалентное сопротивление контура прн резонансе с учетом 
шунтирующего действия транзистора

Крез= 14.71/(1 + 14.71/15) = 7.43 кОм.

Прн настройке усилителя в резонанс ^эж = 0, поэтому из

(9.12) следует, что резонансный коэффициент усиления

Кръ = «Лрезэк = 20- 7.43 = 148.6,

или в логарифмических единицах

Apes = 201g Кр& = 43 дБ.

Полосу пропускания усилителя иа уровне 0.707 определяем по 
формуле (9.6):

П0.707 = /рез(1 + Rpts/RiVQ = 0-58 МГц.

Многоконтурные частотно-избиратёльиые системы. Рассмот­
ренные выше одноконтурные узкополосные цепи обладают 
существенным недостатком — невысокой частотной избира­
тельностью. Это свойство проявляется в том, что за 
границами полосы пропускания значения АЧХ таких цепей 
стремятся к нулю недостаточно быстро. Поэтому выходное 
колебание содержит не только полезный сигнал, спектр 
которого располагается иблизи максимума АЧХ, ио и некото­
рую, порой значительную долю мешающих сигналов, шумов 
и т. д. со спектрами, лежащими на достаточном удалении 
от той частоты, на которую настроен фильтр.

Стремясь повысить частотную избирательность фильт­
ров, прибегают к многоконтурным устройствам, в которых 
удается получить форму АЧХ, близкую к идеальной 
(прямоугольной).

Простейшим многоконтурным частотно-избирательным 
фильтром является система двух связанных колебательных 
контуров. Принцип работы такого устройства изучается в 
теории цепей. На рис. 9.3, а изображена принципиальная, 
схема резонансного усилителя, нагрузкой которого является 
система двух одинаковых индуктивно связанных контуров.

Параметрами этой системы являются коэффициент связи 
kc = М/L и так называемый фактор связи А = kcQ. Модуль
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Рис. 9.3. Резонансный усилитель со связанными контурами: 

а — приниииииальная схема; 6 - графики АЧХ при различных факторах связи

частотного коэффициента передачи данного усилителя вы­
числяют по формуле

_____ ^вкл^^^рез.эк_____  
1/(1+Л2-е)2+4^2’

Графики АЧХ, построенные в соответствии с выражением 
(9.15), изображены на рис. 9.3,6 при различных факторах 
связи А. Отметим, что если А > 1, то резонансная кривая 
в полосе пропускания имеет провал, глубина которого 
возрастает с увеличением фактора связи.

Можно создавать весьма совершенные частотно-избира­
тельные устройства, применяя фильтры с большим числом 
взаимно связанных колебательных систем.

В последнее время в радиотехнике стали получать 
распространение частотно-избирательные фильтры, построен­
ные на новых схемотехнических принципах — так назы­
ваемые активные фильтры (см. гл. 14). Большие успехи 
достигнуты в области конструирования частотных фильтров, 
работа которых основана на использовании ультразвуковых 
волн в твердых телах. Новая отрасль радиотехники, по­
лучившая название акустоэлектроники, сулит заманчивые 
перспективы создания миниатюрных и надежных частотно­
избирательных систем.

Идеализированные модели ' частотно-избирательных уст­
ройств. При теоретическом исследовании частотно-избиратель­
ных узкополосных цепей часто применяют их упрощенные 
модели, которые позволяют правильно описывать основные 
свойства фильтров, опуская малосущественные и к тому же 
трудно анализируемые подробности.

Наиболее простой моделью служит гипотетический 
идеальный полосовой фильтр, коэффициент передачи которого 
постоянен и равен Ко в пределах полосы пропускания:

Сравнивая АЧХ 
одно- и двухкон- 
туриого усилите­
лей, можно заме­
тить, что при рав­
ных добротностях 
колебательных си­
стем двухконтур­
ный усилитель име­
ет большую кру­
тизну скатов ре­
зонансной кривой, 
т. е. способен Обес­
печить большую 
частотную избира­
тельность

- о Ио

FJJ КО 1

1 1

—соо — Дсо < со < —сор 4- Дсо, 

соо — Дсо < со < соо + Дсо, 
на остальных частотах.

(9.16) идеальный полосо­
вой фильтр
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—соо о

гауссов радио­
фильтр

▲
решите задачу 6

Спектральная 
плотность входно­
го сигнала в пре­
делах полосы про­
пускания системы 
устанавливает мас­
штабный уровень 
выходного откли­
ка

Другой распространенной теоретической моделью узко­
полосной системы является так называемый гауссов радио­
фильтр, АЧХ которого представляет собой колоколообразиую 
гауссову кривую, симметричную относительно частоты ю0. 
Частотный коэффициент передачи гауссова радиофильтра

= Коехр[—Ь(со + а>0)2] + Коехр[—6(ю~ ю0)2]. (9.17)

Здесь b — постоянная величина с размерностью с2, опреде­
ляющая частотные свойства фильтра. Первое слагаемое в 
(9.17) обусловливает «всплеск» коэффициента передачи в об­
ласти отрицательных частот, а второе — в области положи­
тельных частот. При Ьа>о » 1 фильтр узкополосен и эффект 
перекрытия частотных характеристик, отвечающих отрицатель­
ным и положительным частотам, ие наблюдается.

9.2. Частотно-избирательные цепи
при имроконолосных входных воздействиях

Задача о поведении узкополосной частотно-избиратель­
ной цепи, возбуждаемой широкополосным входным сигналом, 
представляет интерес, например, в связи с тем, что сигналы 
помех часто представляют собой короткие импульсы. Эф­
фективная ширина спектра таких сигналов может значи­
тельно превышать ширину полосы пропускания частотно­
избирательной системы.

Понятие пироконолосного сигнала. Пусть К (/со) — час­
тотный коэффициент передачи узкополосной цепи, способной 
выделять спектральные составляющие входного сигнала, 
сосредоточенные в малых окрестностях частот ± соо- Входное 
колебание «вх(0 со спектральной плотностью назы­
вают широкополосным сигналом применительно к данной 
цепи, если функцию $^((0) можно приближенно считать 
постоянной в пределах полосы пропускания системы. При этом

О со

0 (9.18)

Согласно выражению (9.18), форма выходного сигнала в 
данном случае определяется не характером входного колеба­
ния, а лишь частотным коэффициентом передачи системы.

Импульсная характеристика частотно-избирательной цель 
Сигналом с предельно широким спектром является дельта­
импульс, для которого 5вх((о) = 1. Выходным сигналом в 
данном случае служит импульсная характеристика

О. со

K(J(o)e^d(o. (9.19)

Рассмотрим первое слагаемое в правой части выраже­
ния (9.19) и перейдем в нем от переменной интегриро­

й(0 =2^] f
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вания о к новой частотной переменной в соответствии 
с формулой со = — соо — £1 Такой переход означает смещение 
функции К (jo) из окрестности точки — соо в окрестность 
точки £1 = 0. Таким образом,

О -Шо
1 г — e->of с— I К (ja>) е>“' dm = 2я К [-Л<00 + П)]е-да <К1 =

2п

J К [ —у (о>о + П)] e ^“dO.
(9.20>

-ы0

Поскольку рассматриваемая пепь узкополосная, модуль 
частотного коэффициента передачи достаточно резко умень­
шается с увеличением П. Это означает, что в последнем 
интеграле (9.20) нижний предел — соо можно с полным осно­
ванием заменить на — оо. В результате имеем

о
2^ j X(/<o)e*“da> =

K[-./(<o0 + il)]e-'n,d£l. (9.21)
e-w Г

J

Аналогично, выполнив замену переменной со = соо + £1, 
преобразуем второй интеграл в (9.19) к виду

1 Г е/м°' Г
КO'w)e^'da) = -— К[/(соо + £1)]e^dft. (9.22)

О -со

Комплексно-сопряженные выражения (9.21) и (9.22) склады­
ваются, поэтому импульсная характеристика узкополосной 
системы оказывается вещественной:

h(t) = 2Rej K[/(«)0 + n)]e^d£ljе*4. (9.23)

Низкочастотный эквивалент частотно-избирательной цега.
Этим термином принято называть воображаемую систему, 
частотный коэффициент передачи которой получается путем 
смещения частотного коэффициента передачи реальной узко­
полосной цепи из окрестности частоты (о®, в окрестность 
нулевой частоты, т. е.
| «нч 0£1) — D (wo + £1Д. | (9.24)

Интеграл в (9.23) является импульсной характеристикой 
НЧ-эквивалента:

*нч(0- *нч (Доедая. (9.25)
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Поэтому

h (t) = Re [2ЛНч W , (9-26)

откуда следует, что функция 2hH4 (г) является комплексной 
огибающей импульсной характеристики реальной узкополос­
ной цепи. В соответствии с формулой (9-26), в общем случае 
импульсная характеристика частотно-избирательной системы 
представляет собой квазигармоническое колебание, огибаю­
щая н начальная фаза которого медленно (в масштабе 
времени Т= 2л/(оо) изменяются во времени.

Пример 9.3. Низкочастотный эквивалент параллельного колеба­
тельного контура.

Здесь частотным коэффициентом передачи служит входное 

сопротивление

R
Z(fa)-

1 + J2Q(<0 - СОриУсОрез
(9.27)

Коэффициент передачи НЧ-эквивалента получим, выполнив в 
(9.27) замену переменной со =сорез

2нч(Ю>= ■ (9.28)
1 + рСП/СОрез

Эта формула с точностью до масштабного множителя R^ 
описывает частотный коэффициент передачи динамической системы 

1-го порядка (подобной КС-цепи) с постоянной времени

Отсюда импульсная характеристика параллельного контура

’« = ге/Иря, (9.29) •
называемой постоянной времени колебательного контура. постоянная време­

Импульсная характеристика Подобной системы была найдена ни контура
в гл. 8 при изучении свойств КС-цепи:

*нч (0 = (КреэЛ«) ехр ( - «Л«) С (<) ■ (9.30)

* (0 = (RpeiMpo/ei/xp (- <Л«) COS (Юр,,» а (г). (9.31)

Поскольку КрезСОрез/C e 1/С, где С — емкость контура, получен­
ный результат полностью совпадает с найденным в примере 8.19.

Пример 9.4. Импульсная характеристика идеализированной уз­
кополосной системы, частотный коэффициент передачи которой

КУ'а) = Ксехр[—Ь(со — содД су (со — со0) при со > Ol

Перенеся эту функцию в окрестность нулевой частоты, получа­
ем коэффициент передачи НЧ-эквивалента:

Кнч (ЭД = Коехр (-М1) су ЭД,

откуда соответствующая импульсная характеристика

„нч(1) = £ jexp [-((, -y()n]dn -

о

(9.32)

(9.33)

Импульсную характеристику исходной системы найдем по фор­
муле (9.26):

МО = Re Г К°ехрО<у)~1 = Ко (fccostQ t _ tsinto0t).

L J n(b2 + t2)

Заметим, что 
Лнч (0 — комп­
лекснозначная 
функция, поэтому 
низкочастотный 
эквивалент рас­
сматриваемого 
фильтра не может 
быть фнзпчески 
реализуемой цепью
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Здесь Ср — разде­
лительный конден­
сатор, резисторы 
/?1, Лг препятст­
вуют накоплению 
зарядов па затво­
рах транзисторов, 
резисторы R3, R4 
создают началь­
ные смещения ра­
бочих точек трап- 
знсторов, коцдеп- 
саторы Сз, С4 до­
статочно большой 
емкости препятст­
вуют возникнове­
нию отрицательной 
обратной связи

Рис. 9.4. Принципиальная схема двухконтуриого усилителя

Пример 9.5. Импульсная характеристика двухконтурного резо­
нансного усилителя, схема которого изображена на рис. 9.4.

Положим для простоты, что обе ступени усилителя настроены 

на одну н ту же резонансную частоту сОр^, имеют одинаковые 
резонансные коэффициенты усиления и одинаковые постоянные 
времени гк. Тогда частотный коэффициент передачи

К(М) = [1 +;(ш - MpcjTj2 ’

откуда

Заменяя частотную переменную иа комплексную частоту р, 
имеем следующую передаточную функцию НЧ-эквивалеита:

кнч(Р) -
(р +

Полезпо сравнить 
этот результат с 
импульсной харак­
теристикой однпоч- 
пого параллельно­
го контура, полу­
ченной в примере 
8.20. Обращает па 
себя внимание «за­
тягивание» входно­
го импульса во 
времени, происхо­
дящее из-за боль­
шей инерционности 
двухконтуриов си­
стемы

В соответствии с таблицами преобразований Лапласа ей отве­

чает импульсная характеристика 

*нч (<) = « exp (- t/т.) а (!),

аткудя импульсная характеристика двухконтуриого усилителя:

h (г) = «Р (- '/т«)CQS (“ртз') ° W ■ (м4>

Соответствующий график приведен иа рис. 9.5.

_ лмтД2к;„) 
0.41 нАПЛ Ai

-0.4I--------------“Ц -------------------------------------
Рис. 9.5. Импульсная характеристика даухкоитурного резонансного 
усилителя
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▲
решите задачу 7

Общий случай. Предположим, что на вход некоторой час­
тотно-избирательной системы воздействует произвольный 
широкополосный сигнал со спектральной плотностью 

5ВХ (<о) = А (со) + jB (со).

Считая, что ывх (t) — вещественная функция, имеем

А (со) = А (—со), В(со)— — В( —со).

Представим выходное колебание в виде суммы

«вых (0 = «££ (0 + (0- (9.35)

Здесь
О со

ifi!, И = Л <7ЛЮ°* J К ** d“ + JК №) е"" d“ =

— со О

= 2А (<о0) Re [Янн (t) е^']. (9.36)

Аналогично,
о да

= Д(~Юо) j X(/®)ei“'da>+^^-jx(/®)ei“'da>-

— со О

= j2B((oo)Im[/iH4(t)^f]. (9.37)

Подставляя эти промежуточные результаты в (9.35), полу­
чаем окончательный результат

uBUK И = 2 {А (<оо) Re [/1нч (») «*""'] -

- В (<оо) Im [/1нч (») о*””']} • (9.38)

Естественно, что из (9.38) вытекает как частный случай 
формула (9.26), описывающая импульсную характеристику 
узкополосной цепи.

Физический смысл спектрального разложения. Положим 
для простоты, что Лнч (0 — вещественная функция, и предста­
вим формулу (9.38) в виде 

«вых (0 = 2/iH4 (t) [а (<оо) cos <o0t - В (<о0) sin coot] =
= 2ЛНч (t) l/>42 (<оо) + В2 (со0) cos [<oot + ф (со0)], (9.39) 

где tg ф (<о0) - В (<о0)/Л (со0) •
Входящее сюда выражение [Л2(со0). + В2(ш0)]1/г пред­

ставляет собой величину 15ВХ (<оо) |. Таким образом, как отме­
чалось, отклик узкополосной системы иа широкополосный 
сигнал пропорционален абсолютному значению спектральной 
плотности входного сигнала в той точке на осн частот, кото­
рая соответствует центральной частоте полосы пропускания 
системы.

Этот результат указывает путь осуществления аппаратур­
ного спектрального анализа сигналов. На рис. 9.6 приведена 
структурная схема анализатора спектра, построенного по так 
называемому параллельному принципу..
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Рис. 9.6. Структурная схема анализатора спектра сигналов (ампли­
туды выходных колебаний фильтров пропорциональны модулям 
спектральной плотности)

Сформулированный здесь принцип аппаратурного спект­
рального анализа имеет не только прикладное, но и большое 
принципиальное значение. В частности, он позволяет уста­
новить физический смысл поведения спектров сигналов, изу­
ченных в гл. 2. Например, как было показано, спектральная 
плотность прямоугольного видеоимпульса длительностью ти 
обращается в нуль на всех частотах со„ = 2лн/ти, п = 1, 2, ... 
Предположим, что данный видеоимпульс воздействует на 
вход узкополосной колебательной системы, настроенной на 
одну из этих частот. Период собственных колебаний системы 
7J, = 2п/(оп = TjJn находится в целократном соотношении с 
длительностью импульса. Колебательная система, получив 
«толчок» от фронта импульса, через время, кратное периоду 
собственных колебаний, получит такой же «толчок», но в 
противоположном направлении, от среза импульса. В резуль­
тате будет наблюдаться взаимное погашение этих реакций. 
Именно об этом говорят нулевые значения спектральной 
плотности видеоимпульса в некоторых точках оси частот.

Прекрасное изложение вопросов, связанных с физическими 
аспектами спектральных разложений, читатель может нантн 
В [19].

9.3. Частотно-избирательные цепи 
при узкополосных входных воздействиях

В типичной ситуации, например в случае приема моду­
лированных сигналов, ла вход частотно-нзбирательиого ли­
нейного фильтра подается полезный сигнал, спектральная 
плотность которого имеет четко выраженный максимум в пре­
делах полосы пропускания цепи. При этом, как правило, 
резонансная частота колебательной системы совпадает с час­
тотой несущего колебания (симметричная настройка).

Если спектр входного радиосигнала был бы строго огра­
ничен областью частот, в пределах которой частотный коэф­
фициент передачи фильтра неизменен, то выходной сигнал 
являлся бы просто масштабной копией входного воздействия. 
Однако неизбежная ««идеальность АЧХ и ФЧХ частотно­

Устронство состо­
ит из пабора узко­
полосных фильт­
ров, полосы про­
пускания которых 
взаимно не пере­
крываются. Про­
водя одповремен- 
пое измерение амп­
литуд выходных 
колебании, можно 
получить информа­
цию об интенсив­
ности спектраль­
ных сопоставляю­
щих входного сиг­
нала в различных 
участках оси час­
тот

физическая инт ер- 
претацня спект­
ральной плотности 
сигнала
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избирательной системы ведет к искажениям формы выход­
ного сигнала. Ниже излагается метод, позволяющий нахо­
дить выходные отклики частотно-избирательных цепей, воз­
буждаемых узкополосными колебаниями.

Основные соотношения. Рассмотрим произвольную узкопо­
лосную цепь, частотный коэффициент передачи К (До) которой 
существенно отличен от нуля лишь в окрестностях точек ±со0 
на оси частот. Предположим, что входным сигналом служит 
узкополосное (квазигармоническое) колебание с центральной 
частотой спектра со0. Это означает, что в формуле 

uBX(t)=Re[UBX(t)e^t] (9.40)

комплексная огибающая является гораздо более мед­
ленной функцией, чем колебание cos co0t. Обозначим соответ­
ствие между сигналами и их спектрами: uBX (t)► SBX (со), 
UBX(t)«-*GBX(co), причем (см. гл. 5) спектры входного сигнала 
и его комплексной огибающей связаны таким образом:

S„ (<») = у 6„ (<о - <Оо) + у GJx (- ® - ®о) •

Отсюда, используя спектральный метод анализа линейных 
цепей, получаем следующее выражение для выходного сиг­
нала:

о
«вых (*) = 4~* J G*’ “ “о)к ОМ d<0 +

+ J GBX (со — соо) К (Jco),e^“r dco.

о

(9.41)

Выполнив в первом интеграле замену переменной со = 
= —соо — О, преобразуем его:

1
4тс

о
J GJX (—со — соо) К (До) е*” dco =

(9.42)

Аналогично, используя подстановку со = со0 + Ц преобра­
зуем второй интеграл в (9.41):

GBX (со — соо) К (До) е**' dco =

о

6вх(П)К[/(соо + (9.43)



9.3. Цепи при узкополосных входных воздействиях 231

Заметим, что правые части выражений (9.42) и (9.43) 
являются комплексно-сопряженными. Кроме того, величина 
К (у (<о0 + ^)] иа основании (9.24) служит частотным коэф­
фициентом передачи НЧ-эквнвалента узкополосной цепи. 
Поэтому

Отсюда видно, что комплексной огибающей выходного 
сигнала соответствует выражение 

°“",W = 2Г f С„ИКнч(Д2)ет,<Ю. (9.44)

= j С„(П)Хнч(/Я)е'п‘<1Я

Итак, комплексная огибающая выходного сигнала пред­
ставляет собой медленно меняющееся во времени колебание 
со спектральной плотностью
| СВЫх(П) = СВх(«)Кнч(/Д)-| (9.45)

Чтобы решить задачу о прохождении узкополосного 
сигнала через частотно-избирательную систему, следует вна­
чале найти результат воздействия входной комплексной оги­
бающей на НЧ-эквивалент исходной системы, а затем перейти 
к физическому выходному сигналу
«.UxW = Re[i/,„(t)e*»']. (9.46)

Равенство (9.44) соответствует спектральному методу на­
хождения сигнала на выходе системы. В равной мере могут 
быть использованы и другие известные методы, например 
операторный метод, а также метод интеграла Дюамеля, 
согласно которому

tW*)= f Овх(т)йНч(г-т)<1т, (9.47) 

’,7'Г С...

Низкочастотный 
эквивалент, рас­
сматриваемый как 
дняампческая си­
стема, имеет более 
низкий норядок, не­
жели исходная уз­
кополосная цепь. 
Поэтому нахожде­
ние комплексной 
огибающей па его 
выходе оказыва­
ется более простой 
задачей

где йНч (0 — импульсная характеристика НЧ-эквивалента.
Воздействие АМ-снгнала на одноконтурный резонансный 

усилитель. В качестве первого примера рассмотрим задачу 
о прохождении однотонального AM-колебания ив* (t) = 
= Uо (1 4- М cos fit) cos coot через одноконтурный резонансный 
усилитель с частотным коэффициентом передачи

К(/ш) =
-Кре,

1 +/(<о-сорез)тж

Сделаем упрощающее допущение — будем считать, что ре­
зонансная частота со^ и частота несущего колебания <о0 
совпадают. Взяв эту частоту в качестве опорной, получим 
комплексную огибающую входного сигнала 

UBx(t)=l70(l+Mcosnt). (9.48)



232 Глава 9. Воздействие сигналов на частотно-избирательные системы

Частотный коэффициент передачи НЧ-эквивалента уси­
лителя

KH4(/Q) = — КрезД! 4-jQtJ. (9.49)

Способ решения 
очень прост потому, 
что входная комп­
лексная огибаю­
щая есть сумма по­
стоянной составля­
ющей и гармониче­
ского колебании

Выходную комплексную огибающую можно найти из (9.48) 
и (9.49), применив обычный метод комплексных амплитуд, 
известный из теории цепей:

iW«)= cos(а-ад,
)/1 + fi2T?

где фазовый сдвиг = arctg .
Применив формулу (9.46) и приняв во внимание, что 

постоянная времени контура тк = 2Q3t/opf№ находим сигнал 
на выходе усилителя:

(9-50)

где 6,q = 2()-,кЛ/сорез — обобщенная расстройка колебательного 
контура на верхней боковой частоте.

Таким образом, на выходе резонансного усилителя су­
ществует колебание, которое, будучи усиленным по амплитуде, 
по-прежнему является рднотональным AM-сигналом. Однако 
коэффициент модуляции на выходе меньше, чем на входе:
[мвы, = М//1+^.

(9.51)

Кроме того, огибающая на выходе запаздывает относи­
тельно огибающей входного сигнала на время t3an = &п/£1.

, Пример 9.6. АМ-сигнол с параметрами М«0.8, со© = 5-10*’ с-1, 
П = 3 • 10* с-1 проходит через усилитель, настроенный на несущую 
частоту. Контур усилителя имеет эквивалентную добротность 
g3K = 75. Найти величины МВЬ[Х и Гзап.

В этом случае = 2-75-3-104/5-106 = 0.9, откуда по формуле 

(9.51) находим

М,„ = 0.8/|/1 + 0.81 = 0.59.

Итак, наблюдается ощутимое снижение глубины модуляции.
Поскольку arctg 0.9 = 0.733 рад, задержка огибающей гзап соста­

вит 0.733/(3 -10*) = 24 мкс.

Воздействие на резонансный усилитель импульса включения 
гармонической ЭДС. Во многих ря пнотех нических системах 
(радиолокационных, системах многоканальной связи) полезная 
информация передается с помощью последовательностей пря­
моугольных радиоимпульсов. Проходя через резонансные 
частотно-избирательные системы, являющиеся неотъемлемы­
ми частями радиоприемных устройств, такие импульсы не­
сколько искажаются. Чтобы оценить степень этих нежела­
тельных искажений, решим задачу о сигнале на выходе одно­
контурного резонансного усилителя с частотным коэффя-
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циентом передачи (9.12) при условии, что иа входе действует 
сигнал ик (t) = Um cos (ov)(0.

Пусть усилитель настроен иа несущую частоту, т. е. 
сорез = tt>o- Тогда, выбирая эту частоту в качестве опорной, 
получим следующее выражение для комплексной огибающей: 

UBX(r)^l7mc(r). (9.52)

Задача о воздействии сигнала (9.52) на линейную систему 
с коэффициентом передачи вида (9.49) была рассмотрена 
в гл. 8 при изучении переходной характеристики КС-цепи. 
Поэтому можно воспользоваться известным результатом и 
записать

ивыя(г) = -ехр(^/тк)]с(г). (9.53)

Радиоимпульс на 
входе усилителя

t

Радиоимпульсы на 
выходе:

Тогда выходной сигнал усилителя

«выхИ = -KpestAjl - ехр(-г/тк)]со8(<ооГ)о(0. (9.54)

«.«/(«₽.,14,)

при tycT > тн

Излишне высокая 
добротность конту­
ра приводит к су­
щественному иска­
жению огибающей 
импульса

График, построенный по формуле (9.54), представлен на 
рис. 9.7.

Текущая амплитуда выходного сигнала достигает уровня 
0.9 от стационарного значения за время установления

| >у„ = 2.303т, = 4.6062,«Че, ■ 1 (9.55)

Влияние расстройки. Рассмотрим предыдущую задачу в 
более общей постановке, предположив, что частота заполне­
ния входного сигнала отличается от резонансной частоты 
контура на величину &о. При этом

«вх (0 = Um cos [(сорез + 5ю) г] о (t), 
Йвх (0 = Um ехр (/бсог) о (г).

Сигнал на выходе НЧ-эквивалеита одноконтурного резо­
нансного усилителя проще всего найти, воспользовавшись 
интегралом Дюамеля, в который следует подставить выра­
жение импульсной характеристики НЧ-эквивалента: 

Ьнч(0“ “(KpJt^expt-rAOoO). (9.56)
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По формуле (9.47) находим
t

й.ыМ = - ^U" = ~Kp"U” (е*« - е~’М.
Тк J 1 + JOCOTg

(9-57)

Физическая огибающая процесса на выходе равна модулю 
выходной комплексной огибающей:

l/.u, W -1 ит(О | = X
1/1 + (6о)Тк)2

X |/1 - 2е-'Л« cos Sal + е-2'А«. (9.58)

На рис. 9.8 изображены кривые, построенные по формуле 
(9.58) при различных значениях безразмерного произведения 
8сотк.

1/Вь.х/(Уре>1/д)

1 1

1

0.6 ?•

I I 1

'-’ч ы

2

°,4 у
й?

■ 1 »

021
О 1 2

//тк
3

Рис. 9.8. Процесс установления огибающей в резонансном усилителе 
при наличии расстройки:

1 — при 8сотк = 1; 2 — при 8а>тх = 3

Сложение свобод­
ных и вынужден­
ных колебаний

Таким образом, расстройка между резонансной частотой 
колебательной системы и .частотой гармонического заполнения 
входного импульса приводит к немонотонному изменению 
огибающей сигнала на выходе. Физическое объяснение этого 
факта таково: выходной сигнал усилителя складывается из 
вынужденных колебаний, имеющих частоту внешнего источ­
ника, и экспоненциально затухающих во времени свободных 
колебаний с частотой, равной резонансной частоте контура. 
Пользуясь языком метода комплексных амплитуд, можно 
сказать, что вектор ^’СВОб вращается с разностной частотой 
8© относительно вектора ивыи. Огибающая выходного сиг­
нала, пропорциональная длине суммарного вектора 
оказывается переменной во времени, стремясь в пределе 
к амплитуде вынужденных колебаний.

Поскольку вектор с течением времени изменяет свое 
положение на плоскости, во время переходного процесса
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непостоянной оказывается и мгновенная частота выходного 
сигнала. Использув формулу (9.57), на основании принципа 
вычисления мгновенной частоты, изложенного в гл. 5, имеем

(9.59)

Можно заметить, что при t -»оо, когда переходный про­
цесс в усилителе практически закончится, частоты сигналов 
на входе и выходе становятся одинаковыми.

Воздействие фазоманипулированных сигнале» ва резонанс- 
иьй усилитель. Как уже упоминалось, в современной радио­
технике часто применяются, сигналы, представляющие собой 
отрезки гармонических колебаний, начальная фаза которых 
изменяется скачками в дискретные моменты времени. По­
добные сигналы называют фазоманипулированными колеба­
ниями.

Изучая прохождение таких сигналов через частотно­
избирательные цепи, рассмотрим модельную задачу об одно­
контурном резонансном усилителе, на входе которого дей­
ствует сигнал со скачкообразным изменением фазы на ф0 
радиан при t — 0:

фазоваи манипуля­
ция

Этому сигналу отвечает комплексная огибающая 

ивя(*)= + (9.61)

Используя метод интеграла Дюамеля, находим комплекс­
ную огибающую на выходе:

(9.60)

= K^Um j [a(-T) + e”»a(T)]e-<'-'>/’«dT. (9.62)

При t < 0 из формулы (9.62) следует, что

(9.63)

т. е. до момента скачка фазы усилитель находится в ста­
ционарном режиме гармоиического возбуждения. Если же 
t > 0, то

й„ыМ = ~K^U” j e-O-^dx - КР”^е">1’ je-<-^«dT =

= + о”- (1 - е~</'«)]. (9.64)
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Если <р0 = 180°, то 
амплитуда выход­
ного колебания 
вначале плавно 
уменьшается до ну­
ля, а затем вновь 
возрастает до пер­
воначального уров­
ня за интервал по­
рядка нескольких 
иостояниых време­
ни контура

U^/(KvnUm)

б 05 Го L5 Го 2.5

Берется положи­
тельное значение 
квадратного корня

В момент времени 
to входной сигнал 
окончательно «га­
сит» колебания, су­
ществовавшие в 
контуре до скачка 
фазы

Рис. 9.9. Огибающая сигнала на выходе резонансного усилителя, 
возбуждаемого фазоманипулнрованным сигналом:

I — при фо = 180 ; 2 — при фо = 90°

Отметим, что при г = 0 выражения (9.63) и (9.64) дают 
одинаковый результат: 0вых(0) = — KpaUm. Если //тж » 1, то 

~ КретСГтехр(тф0), т. е. по окончании переходного 
процесса система переходит в новое стационарное состояние, 
которое отличается от исходного фазовым сдвигом на 
Фо радиан.

Вычисляя модуль комплексной огибающей, находим выра­
жение для физической огибающей выходного сигнала при 
г>0:

= кге,и„ + (1 - e-'f't) cos <р0]2 +

+ (1 - е '-’")2 sin 2 1/2. (9.65)

На практике часто используют сигналы с фазовой мани­
пуляцией на 180°. В этом частном случае 

l/BUO-K^IZexpt-t/Tj-1|. (9.66)

Здесь амплитуда выходного сигнала становится равной нулю 
в момент времени являющийся корнем уравнения 

2ехр(-г0/т„) -1 = 0,

откуда

г0 = аб93тк. (9.67)

Рис. 9.9 иллюстрирует зависимость физической огибаю­
щей выходного сигнала от безразмерного параметра г/тк 
при двух значениях фазового сдвига ф0: 180 и 90°.

Для проектирования приемников фазоманипулироваиных 
сигналов первостепенный интерес представляет закон измене­
ния мгновенной фазы на выходе усилителя. Записывая вы­
ходную комплексную огибающую в форме 1/вых (0 = 
= ^вых (0 ехр [/фвых (г)], из формулы (9.64) имеем следующее 
выражение мгновенной фазы (рад):

Фвых (г) = л + arg [(1 - е-^к) cos ф0 + +

+7(1 - e-f/T«)sinфо]. (9.68)



9.3. Цепи при узкополосных входных воздействиях

Рис. 9.10. Зависимость мгновенной фазы сигнала на выходе усилителя 
от безразмерного параметра г/тк

237

Фаза колебаний ни 
выходе усилителя 
устанавливается за 
отрезок времем 
порядка постоян­
ной времени конту­
ра

Первое слагаемое в правой части дает постоянный фазо­
вый сдвиг, не играющий принципиальной роли. На рис. 9.10 
изображены кривые, описывающие зависимость переменной 
части мгновенной фазы от безразмерного времени t/xK.

Случай фо = 180° является вырожденным; здесь фаза вы­
ходного сигнала изменяется скачком в момент времени t = /0 
[см. формулу (9.67)]. При прочих значениях ф0 фаза сигнала 
на выходе изменяется во времени непрерывно.

Воздействие колебания со скачсом частоты на резонансную 
систему. В ряде случаев для передачи сообщений исполь­
зуют сигналы, представляющие собой гармонические колеба­
ния с различными частотами. Если частота заполнения изме­
няется скачком, говорят о частотной манипуляции сигнала.

Рассмотрим одноконтурный резонансный усилитель, на 
вход которого подан сигнал вида

частотиаи манипу­
ляции

t<0, 
t>0.

Если считать, что опорная частота равна со^3,

(I7mexp(/6<w),
к 0,
г>0.

Ясно, что при г < 0 усилитель находится в стационарном 
режиме и Umx(t)= —K^U^ [см. формулу (9.63)]. Исследуя 
процесс на выходе при t >0, в интеграле Дюамеля (9.47) следует 
по отдельности учесть вклады от полубесконечного интер­
вала времени (—оо, 0) и от ограниченного отрезка [0, г]:

t/ъ
(9-69)
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Рис. 9.11. Процесс установления физической сгибающей сигнала 

иа выходе усилителя после скачка частоты при различных пара­
метрах Ь = о(охк:
1 - при b = 1; 2 - при Ь = 3; 3 - при Ь = 5 

Следует обратить 
внимание ни то, что 
огибающая вы­
годного сигнала 
Изменяется во вре­
мени в общем слу­
чае немонотонно

где £ — формальная переменная интегрирования; b — 8штк — 
безразмерный параметр, характеризующий отношение частот­
ной расстройки 8© к полосе пропускания контура. Интегри­
руя по находим, что

Um(t) - - +уЬе-Л']- (9.70)

Отсюда физическая огибающая выходного сигнала при 
г>0

l/1+ь2

X {cos2 (Ьг/тк) + [sin (Ьг/тк) + b exp (~ f/rj]2}1/2. (9.71)

Соответствующие графики изображены на рис. 9.11.
Определенный практический интерес представляет характер 

изменения мгиовеииой частоты (Овых(0 колебаний на выходе 
резонансиого усилителя во время переходного процесса. Здесь 
следует воспользоваться общей формулой (535), которая вы­
ражает мгновенную частоту узкополосного сигнала через 
синфазную н квадратурную амплитуды. В рассматриваемом 
случае 1/вых(0 = Аьп(0+7^вш(0, где, как это следует из 
(9.70),

Аых(0 = - \«г Е005ФЛж) + Ьsin(Ьг/тж) + Ь2е_,Л«],
0 (9.72)

®вых(0 = — -у^^^[8т(Ьг/тк) — fecos(fe//rK) +

Проделав несколько громоздкие, но вполне элементарные 
выкладки, получаем ■,
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Рис. 9.12. Процесс установления мгновенной частоты на выходе 
резонансного усилителя:

/ — при Ь = 1; 2 — при Ь — 3; 3 — при b = 5

«>.„(>) = «>₽„ + + 8о> X
"вых + "вых

1 - е-^сов^/Тк) + be-^sintbr/xj .
Х 1 + 2be-'AKsin(br/TK) + Ь2е~2'А«

На рис. 9.12 представлены три кривые, рассчитанные по 
этой формуле при различных параметрах b = 8a)zK. По осн 
ординат отложена относительная величина мгновенного час­
тотного отклонения

Если b = 1, то рассматриваемая величина с течением вре­
мени стремится к установившемуся значению, равному еди­
нице, вполне монотонно. При увеличении параметра b пере­
ходный процесс приобретает более сложный характер.

Воздействие сигнала с однотональной угловой модуляцией 
иа одноконтурную резонансную систему. Предположим, что 
последовательный LCK-контур находится под воздействием 
источника ЭДС, создающего входной сигнал uM(t) — 
— U„ cos (nV 4- т sin £11) с однотональной ЧМ- или ФМ-моду- 
ляцией. Будем считать, что резонансная частота контура 
соря и частота несущего колебания со0 совпадают. Выходным 
сигналом служит напряжение на конденсаторе ис (t). Требуется 
найти законы изменения во времени физической огибающей 
17вых(1) и мгновенной частоты (0вЫХ(1) выходного сигнала.

Развитый выше метод НЧ-эквивалента ие позволяет ре­
шить поставленную задачу. Дело в том, что подстановка 
комплексной огибающей UBX(t) = Umexp(/msin£lt) в формулу 
(9.47) приводит к интегралу с переменным верхним пре­
делом. Вычислить такой интеграл не представляется возмож­
ным.

Поэтому обратимся непосредственно к дифференциально­
му уравнению данной цепи, которое, будучи записанным

В некоторые мо­
менты времени час­
тота изменяется 
весьма резко. Час­
тотное отклонение 
может даже изме­
нять свой знак, 
как это видно ни 
примере кривой, 
соответствующей 
значению о = 5
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относительно неизвестного uc(t), принимает вид

+ юо«с = coo^«cos(c°of + msinUr), (9.74)

где а = K/(2L) — коэффициент затухания контура.
Перейдем к безразмерному времени £ = со0г, такому, что 

dt = d^/coo, dr2 = d£2/co2. Тогда уравнение (9.74) преобразуется 
следующим образом:

4^+^  ̂+ UC=UmC“K+m?in(£2!i<<B0)]- Р'75)

Введем два безразмерных параметра:

£ = 2а/соо, ц = П/соо- (9-76)

Тогда

d tic dUC ГТ IV • V\
+ е-^- + мс - I7wcos(g + msmp^) =

= L7mcos^cos(msinp^) — I7msin^sin(msinp^). (9.77)

Для того чтобы найти интересующие нас характеристики 
выходного колебания, необходимо получить частное решение 
этого неоднородного дифференциального уравнения в беско­
нечном интервале — оо < £ < оо.

Метод медленно меняющихся амплитуд. С точки зрения 
радиотехнических приложений основной интерес представляет 
случай, когда затухание контура мало, т. е. добротность 
Q» 1, а значит, параметр е = 1/Q 1. Из физических
соображений ясно, что любые колебания в такой системе, 
как свободные, так и вынужденные, должны быть квазигар- 
моиическими. Поэтому будем искать решение уравнения (9,77) 
в виде [ср. с формулой (5.25)]

«с (О = А (Е.) cos £ - В (£) sin t,, (9.78)

где А (£) и В (£,) — неизвестные пока синфазная и квадратур­
ная амплитуды, изменяющиеся гораздо медленнее, чем cos £ 
или sin£.

Более точно условие медленного изменения амплитуд 
означает, что

Л'~е4; В'~еВ. (9.79)

Подставляя выражение (9.78) в уравнение (9.77) и при­
равнивая коэффициенты при sin£ и cos£ в обеих частях, 
получаем систему даух дифференциальных уравнений отно­
сительно неизвестных Л (£) и В (£):

А" -2В' + г A' -eB = U„ cos (m sin gQ, „ .
В" 4- 2A' — еЛ — еВ' = sin (m sin pl;).

Обратим внимание на то, что здесь слагаемые в левых 
частях имеют разные порядки малости. Так, например, вели­
чины А" в еА' в первом уравнении имеют порядок E2, в то 
время как В1 и еВ — порядок е. Пренебрегая в (9.80) всеми
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малыми величинами порядка е2, получаем два укороченных 
дифференциальных уравнения:

2В1 +еВ= - Um cos (m sin ц^), gl
24’ 4- еА — U„ sin (m sin .

укороченные диф­
ференциальные 
уравнения

Очевидно, эти уравнения 1-го порядка значительно проще, 
чем строгие исходные уравнения (9.80). К тому же здесь 
каждой неизвестной функции отвечает свое собственное урав­
нение.

Такой подход к решению задачи о колебаииях в системе 
с малым затуханием является частным случаем метода мед­
ленно меняющихся амплитуд. Этот метод предложил в 20-х 
годах известный голландский радиофизик Ван-дер-Поль.

Сделаем еще одйо допущение: будем считать, что т«1, 
т. е. глубина угловой модуляции на входе невелика. Тогда, 
поступая так же, как в гл. 4, получаем упрощенную форму 
укороченных уравнений:

2B' + eB=-Um,
2А' + еА = sin .

Стационарным решением первого уравнения (9.82) служит, 
очевидно, постоянная величина

B=-VJe=-QVm. (9.83)

метод медленно 
мениющихся ам­
плитуд

Второе уравнение (9.82) можно решить элементарной под­
становкой А(&) = rzsinp^ + bcosp^. Найдя иеизвестиые по­
стоянные а и Ь, получаем

ЛК) = mU„(esinji£- 2цсовцУ/(4р2 + е2). (9.84)

Огибающая ■ мгновенная частота выходного сигнала. На 
основании формулы (9.78) находим физическую огибающую 
выходного сигнала как функцию времеии: 
^вых(0 =]/42 + В2 =

= ^-|/1 4- m2E2(esin£2r — 2pcos£h)2/(4p2 4- е2)2.

Данное выражение можно существенно упростить, приняв 
во внимание, что по предположению т «с 1. Тогда, ограни­
чившись даумя членами разложеиия радикала в степенной ряд, 
получим приближенное выражение огибающей

х cos 2£2t — 4ец sin • (9.85)

Из этой формулы следует, что при воздействии на 
колебательный контур сигнала с угловой модуляцией выход­
ное колебание оказывается промодулированным по ампли­
туде; низкая частота модуляции амплитуды в два раза 
превышает частоту одиотональиой угловой модуляции на 
входе.) . . ,•• ч - • ;
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Полученное решение укороченных дифференциальных 
уравнений дает возможность ответить иа осиовиой вопрос 
о влиянии колебательной системы на мгновенную частоту 
выходного сигнала. Учтем, что синфазная амплитуда А мала 
по сравнению с неизменной во времени квадратурной 
амплитудой В [см. формулы (9.83), (9.84)]. Тогда

.. В’А-А'В А'
<W0 = “О + А2+В2 * “О - -g" =

= со0 — + £i~(£ cos £h 4- 2ц sin Qr) =

= O)o--=''£;-:=sin(fl( + Ф), (9.86)
l/l + 4g2/e2

где Ф — arctg (2ц/е).
Итак, за счет инерционности контура наблюдается умень­

шение девиации частоты на выходе по сравнению с девиа­
цией на входе:

решите задачу 10 ДсОвых
mQ _ Дсом 

[/1 + 4g2/e2 l/l +СМ ’ (9.87)

©
©

где тк = 2Q/coo — постоянная времени контура.
К тому же функция, описывающая закон угловой моду­

ляции выходного сигнала, оказывается смещенной во време­
ни относительно входной модулирующей функции.

Роль фазовой характеристики цель Заканчивая изучение 
свойств и характеристик линейных узкополосных цепей, 
возбуждаемых детерминированными сигналами, рассмотрим 
вопрос о том, какое влияние на выходной сигнал оказы­
вает ФЧХ системы.

Чтобы изучить принципиальную сторону явлений, обра- 
<*>! тимся к случаю, когда иа вход системы подается сумма

двух гармонических сигналов единичной амплитуды с час- 
“г , тотами Oj и со2, относительная разность между которыми

мала: | coj — со2 l/o>i 1-
Аналитическая форма записи входного сигнала такова:

в
UBX (t) — COS 0)!t 4- cos co2r =

2<х»(Ш1-Ш2<)со8(Ш*+Ш’1). (9.88)

узкополосные 
группы

Энергия суммарного процесса локализуется во времени в 
виде отдельных «порций», носящих название узкополосных 
или квазигармонических групп. Чем меньше частотный про­
межуток между составляющими, тем больше степень растя­
нутости этих групп во времени. Низкочастотный сомножи­
тель в формуле (9.88) является огибающей группы. Узкопо­
лосную группу можно рассматривать как простейший эле­
мент, из которых складывается колебание с более сложным 
спектральным составом.
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Пусть сигнал вида (9.88) проходит через линейную ста­
ционарную систему с частотным коэффициентом передачи 

К (/га) = | К (/<») | ехр [/<рк (ш)]. (9.89)

Предположим, что в пределах частотного интервала 
(соь ю2) модуль коэффициента передачи можно считать по­
стоянной величиной Ко. Тогда

“.их И « Ко {cos [га,/ + <рх (<»,)] + cos [atf + <Рк (ш2)]} • (9.90)

ФЧХ системы можно разложить в ряд Тейлорв относи­
тельно ТОЧКИ СО} .

дфк
фк(Ю2) = фк(0)1)+^- (С02-С01) + ...

Удерживая в этом разложении только член, линейный 
относительно До = а>2 — ©j, будем иметь

(*) ~ Ко {cos [а>!t + фА (®i)] +

Ч-cos^t + Дсог+ фк(а>1) + =

х cos ^<|>| + t + <рк (га,) + у J •

Отсюда непосредственно видно, что огибающая киази- 
гармонической группы на выходе системы смещена во време­
ни относительно огибающей входного сигнала на величину, 
равную по абсолютному значению dcp^/dco. Если эта произ­
водная отрицательна, то огибающая выходного сигнала за­
паздывает на время

<1фк 
dco

называемое групповым временем запаздывания. Производная 
вычисляется в некоторой произвольной точке частотного 
интервала, где сконцентрирована энергия узкополосного 
сигнала.

Групповое время запаздывания служит удобной характе­
ристикой для оценки задержки узкополосных сигналов 
в инерционных линейных цепях.

▲

решите задачу 11

групповое время 
запаздывания

Пример 9.7. Прямоугольный радиоимпульс с длительностью 
tK = 20 мкс и с частотой заполнения /о = 10 МГц подается на вход 
одноконтурного резонансного усилителя, настроенного на частоту 
заполнения импульса. Эквивалентная добротность колебательной 
системы Q„ = 40. Оценить время запаздывания выходного импульса 
относительно колебания на входе.

Спектр входного сигнала сосредоточен в интервале частот 

ifo ~ + 1ДЛ т* е- в промежутке от 9.950 МГц до 10.050 МГц
(ширина спектра оценивается ло нулям .первого лепестка сцехтрж^^ 
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ной диаграммы). Полоса пропускания усилителя Подо? =/рез/Сэж — 

= 250 кГц. Приближенно можно полагать, что входной импульс 

в данном случае является узкополосным сигналом, задержку кото­
рого можно оценить по формуле (9.91). Используя уравнение ФЧХ 
Фк (°>) = —arctg [(о - Шр„) тк], находим

'гр 1Ю = = Ч = ЗСЫ^рез = 1-27 мкс.

Результаты

<><> Для узкополосных частотно-избирательных систем характерно то, что отно­
шение ширины полосы пропускания к центральной частоте этого интервала 
мало. Их применяют для частотной фильтрации полезных сигналов, имею­
щих ограниченный спектр.

00 Физически частотно-избирательные цепи могут быть реализованы в. виде 
высокодобротных колебательных систем, как одноконтурных, так и много­
контурных.

00 Входной сигнал является широкополосным по отношению к частотно-изби­
рательной системе, если его спектральную плотность можно считать постоян­
ной в пределах полосы пропускания.

00 Низкочастотный эквивалент узкополосной цепи — воображаемая система, час­
тотный коэффициент передачи которой получен путем переноса частотной 
характеристики исходной цепи в окрестность нулевой частоты.

00 Импульсная характеристика узкополосной цепи представляет собой узкополос­
ное колебание, мгновенная частота которого близка к центральной частоте 
полосы пропускания.

qq Комплексная огибающая импульсной характеристики узкополосной цепи про­
порциональна импульсной характеристике низкочастотного эквивалента.

qq С помощью частотно-избирательных цепей, измеряя их отклики на произволь­
ный широкополосный сигнал, можно экспериментально исследовать зависимость 
модуля спектральной плотности сигнала от частоты (аппаратурный спект­
ральный анализ).

00 Вместо полного решения задачи о воздействии узкополосного сигнала на 
частотно-избирательную цепь достаточно решить более простую задачу о про­
хождении комплексной огибающей входного сигнала через низкочастотный 
эквивалент системы.

qq В результате воздействия узкополосной цепи на AM-сигнал при условии, что 
центральная частота полосы пропускания и частота несущего колебания сов­
падают, происходит снижение глубины модуляции.

00 При прохождении импульса включения гармонического сигнала через настроен­
ную одноконтурную систему огибающая выходного процесса устанавливается 
до уровня 0.9 от стационарного значения за время tyei = 4.606Q3K/(i}fK3.

00 Расстройка между резонансной частотой контура и частотой гармониче­
ского заполнения импульса включения приводит к немонотонному изменению 
во времени огибающей выходного сигнала. Мгновенная частота на выходе 
также оказывается непостоянной.

00 Прохождение фазоманипулированных и частотно-манипулированных сигналов 
через узкополосный резонансный усилитель сопровождается изменением во 
времени физической огибающей, полной фазы и мгновенной частоты выход­
ного сигнала.

ОО Задачу о воздействии сигналов с непрерывной ЧМ или ФМ на узкополосные 
цепи удается решить методом медленно меняющихся амплитуд При условии, 
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что затухание колебательных контуров мало и индекс угловой модуляции 
невелик.

ОО Групповое время запаздывания узкополосных сигналов с точностью до знака 
равно значению первой производной ФЧХ на центральной частоте спектра 
сигнала.

Вопросы

1. Как принято определять ширину поло­
сы пропускания узкополосных радиотехни­
ческих цепей? На сколько децибел ослабля­

ется сигнал с частотой, соответствующей 
границе полосы пропускания?

2. При каком условии АЧХ одноконтур­

ной резоиаисиой системы оказывается сим­
метричной относительно резонансной час­
тоты?

3. Каков типичный порядок величин L, С, 
Крез для параллельных колебательных кон­

туров с резонансной частотой в несколько 
десятков мегагерц?

4. Что такое абсолютная и относительная 
расстройки?

5. Изобразите характерную картину рас­
положения на комплексной плоскости полю­
сов передаточной функции узкополосной 
системы. Можно ли по ней определить 
добротность системы?

6. Как осуществляется неполное включе­
ние колебательного контура во внешнюю 
цепь?

7. В чем проявляется влияние внутрен­
него сопротивления электронного прибора на 

характеристики резонансного усилителя ма­
лых колебаний? Как можно ослабить воз- 
внкающий здесь вредный эффект?

8. Каково преимущество усилителя со 
связанными контурами по сравнению с 
одноконтурным усилителем? Какую роль в 
формировании АЧХ усилителя играет фактор 
связи?

9> Перечислите факторы, определяющие 

предельную верхнюю частоту, иа которой 
резонансный усилитель еще оказыэвется ра­
ботоспособным.

10. Какой смысл (абсолютный или отно­
сительный) вкладывается в понятие «широко­
полосный сигнал»?

Задачи

1. При каком значении обобщенной рас­
стройки крутизна АЧХ резонансного контура 
максимальна?

2. Параллельный колебательный контур 

на резонансной частоте 20 МГц имеет актив- 
ное шмкшшвленве 30 кОм, а ва частоте

11. Обязательно ли низкочастотный экви­
валент узкополосной системы должен быть 
физически реализуемой цепью?

12. Изобразите примерный график им­
пульсной характеристики какой-либо узкопо­
лосной системы. Обратите внимание на усло­

вие физической реализуемости.

13. Что такое постоянная времени коле­
бательного контура?

14. Какова разница между импульсными 
характеристиками одноконтурного н двухкои- 
туриого усилителей?

15. Сформулируйте физический смысл 
спектрального разложения сигнала.

16. Как следует выбирать полосу пропус­
кания резонансного усилителя для удовлетво­

рительного а техническом отношении про­
пускания АМ-сигиалоа? В чем заключена 
противоречивость требований к форме АЧХ 

частотных фпльтроа?

17. Чем определяется время установления 
колебаний в одноконтурном резонансном 

усилителе?

18. Дайте физическую трактовку процес; 
са установления колебаний в одноконтурной 

резонансной системе, возбуждаемой со сторо­

ны ахода импульсом включения гармониче­
ской ЭДС. Какова здесь роль собственных 
колебаний контура? Почему в начальный 
момент времени выходной сигнал мал?

19. Проведите такой же внализ примени­
тельно к фазоманипулврованному входному 
сигналу. Почему ао время переходного про­
цесса частота сигнала на выходе непостоянна?

20. В чем сущность метода медленно 
меняющихся амплитуд?

21. Что такое групповое время запазды­
вания? Какова должна быть ФЧХ системы 
для того, чтобы проходящий через нее сигнал 
испытывал минимальные искажения?

21 МГц модуль его сопротивления равен 
18 кОм. Рассчитайте параметры контура.

3. Найдите частотный коэффициент пере­

дачи и импульсную характеристику низкочас­
тотного эквивалента идеального полосового 
фильтра, [см. формулу (946)]-
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4. Решите предыдущую задачу примени­
тельно к гауссовому раднофильтру [см. фор­
мулу (9.17)].

5. В схеме резонансного усилителя малых 
колебаний (см. рис. 9.2) коэффициент вклю­

чения контура в коллекторную цепь тран­
зистора может изменяться путем перемеще­
ния отвода по виткам катушки. Найдите 

зависимость напряжения на конденсаторе 
контура от коэффициента включения.

6. Гвуссов раднофильтр [см. формулу 
(9.17)] с параметрами Ко = 10, Wo = 10® с-1, 
t = 5-10_1° с2 возбуждается входным сиг­

налом, имеющим вид прямоугольного видео­
импульса с амплитудой 25 В и длитель­
ностью 0i2 мкс. Покажите, что этот сигнал 

по отношению к данному фильтру можно 
считать широкополосным. Найдите сигнал на 

выходе системы.
7. На входе одноконтурного резонансного 

усилителя с параметрами fpe3 = 6 МГц, £эк = 
== 40, Крез " 35 действует экспбиенциальный 

видеоимпульс напряжения (t) = Q3 exp х 
х (—4-107t)c(t), В Найдите сигнал на вы­

ходе усилителя.
8. На входе последовательного колеба­

тельного контура включен источник ЭДС

Более сложные решения
12. Решите задачу о воздействии одното­

нального АМ-снгнала на резонансный усили­

тель в условиях, когда несущая частота 
сигнала со0 не совпадает с резонансной 
частотой контура Ори- Покажите, что расст­

ройка между этими частотами приводит к 
паразитной угловой модуляции выходного 
сигнала. Считая относительную расстройку 

I <0q ~ юрез I /<°о малой, выведите формулу для 
расчета параметров паразитной модуляции.

13. Миогоконтурный резонансный усили­
тель состоит из идентичных звеньев. Вы­
ведите формулу, называемую в радиотехнике 
формулой Агеева — Кобзарева, определяю­

щую время установления выходных колеба­
ний в дайной системе в зависимости от 

числа звеньев N, постоянной времени одного 

Usx(t)= 5(1 4- 0.8cos4-IO3»)cos 106r. Контур 

настроен в резонанс с частотой несущего ко­
лебания. Определите добротность контура, 
при которой коэффициент модуляции тока 

равен 0.4.
9. Исследуйте искажения огибающей пря­

моугольных радиоимпульсов при прохожде­
нии их через одноконтурный резонансный 
усилитель с эквивалентной добротностью 

бэт “ 60. Несущая частота входного сигнала, 
равная 2 МГц, совпадает с резонансной 

частотой контура.
10. Определите закон изменения во вре­

мени мгновенной частоты сигнала на выходе 

одноконтурного резонансного усилителя, воз­
буждаемого сигналом Пм(0 “ IO’3 х 
х cos(2n-106t + 0.1cos2n-103t), В. Контур 

усилителя настроен на несущую частоту 
входного колебания и имеет постоянную 
времени, равную 10’5 с.

11. Резонансный усилитель содержит два 
контура, настроенных на одинаковую частоту 
12 МГц. Добротности контуров первого 
н второго звеньев равны 40 и 50 соответ­

ственно. Определите групповое время запаз­

дывания узкополосного сигнала с централь­
ной частотой 12.2 МГц.

контура тж и резонансной частоты 0)^. Вход­
ной сигнал — импульс включения гармониче­

ской ЭДС с частотой <0q = Орез-
Указание. Воспользуйтесь законом 

соответствия изображений и оригиналов вида

______'Г1 _ е-« У («Г 1
P(p-Ki)’’ L L-1 т! J

т=0

14. На основании формулы (9.86) получи­

те следующий член разложения мгновенной 

частоты выходного сигнала по степеням ма­
лого параметра е. Докажите, что очередное 

слагаемое ряда изменяется во времени с 
утроенной частотой модуляции.



Глава 10
Воздействие случайных сигналов 
на линейные стационарные цепи

В гл. 8, 9 излагались методы, позволяющие решать 
задачи о прохождении детерминированных сигналов через 
линейные стационарные системы. Последним шагом, завер­
шающим теорию линейных систем, является перенесение 
этих методов в статистическую область.

Предположим, что на входе линейной стационарной 
системы присутствует колебание x(t), представляющее собой 
некоторую реализацию случайного процесса X(t). Если эта 
реализация указана заранее, то никакой новой задачи не 
возникает — к сигналу x(t) следует относиться как к детерми­
нированной, хотя, возможно, очень сложно описываемой 
функции. Зная математическую модель системы, которая 
определяется, например, частотным коэффициентом передачи 
К (До), можно в принципе всегда найти выходную реак­
цию y(t).

Однако специфика статистической теории состоит в том, 
что столь полные сведения о входном сигнале недоступны — 
вместо детерминированного описания входного сигнала мы 
располагаем лишь сведениями об усредненных вероятност­
ных характеристиках случайного процесса X (t). Такими 
характеристиками могут явиться одномерная и многомерные 
плотности вероятности, а также различные моментные 
функции, прежде всего математическое ожидание н функция 
корреляции. Наша цель — исследовать ту связь между ста­
тистическими характеристиками процессов X(t) и Y(t), кото­
рая может быть найдена на основе математической мо­
дели системы.

10.1. Спектральный метод анализа 
ноздействия случайных сигналов 
на линейные стационарные цепи

С самого начала введем ограничение — будем рассматри­
вать лишь входные случайные процессы X (t), стационарные 
в широком смысле. Как известно, это означает, что мате- 
матичВДде ^дасидание x(t) мгновенных значений реализаций 
постояшйОО времени, в то время как функция корреляции 

*2) = *(*1)х(*г) — (*)2 зависит лишь от величины |т| = 
= I ti — «21 — абсолютного сдвига между точками на оси вре­
мени, в которых производится измерение мгновенных зна­
чений. ___

В дальнейшем всюду будем полагать х (t) — 0. Это пред­
положение не ограничивает общности рассуждений и выво­
дов. Благодаря свойству линейности рассматриваемых цепей 
задмКдкО влиянии постоянной составляющей входного 
снгЯи||||. выходной отклик системы может быть решена 

статистический 
подход к ироблеме 
преобразования си­
гналов в системе
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О возможности 
спектрального 
представления 
реализаций случай­
ного процесса см. 
в ,§ 7.1

независимо и, что важно, без привлечения статистических 
методов.

Среднее значение выходного сигнала. Рассмотрим отдельно 
взятую реализацию входного сигнала x(t) и представим ее 
в виде интеграла Фурье: 

*(») = 2“ J S*(o>)ei“'dco.

Выходной сигнал системы будет найден, если известен ее 
частотный коэффициент передачи К(jm):

J 5х(со)Х(/ш)е><иМш.
(Ю.1)

Усреднение про­
изводится по ан­
самблю реализаций

Переходя от отдельной реализации к статистическому 
ансамблю входных сигналов, следует считать, что Sx (о) — 
случайная функция, причем (см. гл. 7) предположение о 
стационарности процесса X(t) накладывает условие: среднее 
значение спектральной плотности Sx (со) = 0. Поэтому, выпол­
няя статистическое усреднение в обеих частях выражения 
(10.1), имеем

У (*) = 2^" J (®)к (М) е** dco = 0.
(Ю.2)

Сдиигу сигнала во 
времени отвечает 
умножение спект­
ральной плотности 
на экспоненциаль­
ную функцию с 
мнимым показате­
лем

Функция корреляции и спектральная плотность мощности 
случайного сигнала иа выходе системы. Чтобы вычислить 
функцию корреляции Ry(x), необходимо, помимо спектраль­
ного разложения (10.1), располагать значением выходного 
сигнала в момент времени t + т. Это значение можно 
получить на основании известных свойств преобразования 
Фурье:

y(t + z) = ~ Sx((D’)K(/io’)e'Mte'M‘dio'. (10.3)

Небольшая (и не принципиальная) деталь, относящаяся 
к технике вычислений: функция y(t) вещественна, поэтому 
формула (10.3) не изменится, если в ее правой части 
перейти к комплексно-сопряженным величинам:

y(t + т) = J ((О’) К* dco'. (Ю.4)

Функцию корреляции выходного сигнала найдем, пере­
множая сигналы, определенные равенствами (10.1) и (10.4), 
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а затем проводя статистическое усреднение:

K,(r) = y(t)y(t + г) = ~ ИSAeilSifeOKtjto)х

х e'-'“'te'(to_<°'J,da>d(o'. (10.5)

На первый взгляд, анализ этой формулы может пока­
заться безнадежно сложным. Но следует иметь в виду, что 
рассматриваемый входной случайный процесс стационарен, 
поэтому (см. гл. 7) случайные спектральные плотности 
его отдельных реализаций дельта-коррелированье т. е.

Sx (со) S* (o') = 2nWx (со) 5 (со - со'), (10.6)

где WK (со) — спектр мощности стационарного случайного 
процесса X(t).

Эта особенность спектра входного сигнала позволяет 
выяснить очень простой смысл формулы (10.5):

или, в равной мере,

Используется 
фильтрующее 
свойство дельта­
функции

(Ю.7)

Формула (10.7), по сути дела, содержит полное решение по­
ставленной задачи в рамках корреляционной теории: спектр 
мощности выходного случайного сигнала связан с анало­
гичным спектром сигнала на входе соотношением 

и;м = »мш)|вд|2. (ю.8)

В прикладных задачах часто приходится цметь дело с 
односторонними спектрами Nx(f) и которые определе­
ны только прн положительных частотах /, измеряемых в 
герцах. Очевидно, что

N,Cf)”N.Cn|K(/2>tnP. (Ю.9)

поэтому дисперсия выходного сигнала

a2 = Ку(0)= J ^(/)|К(/2л/)12с1/ (10.10)
о

является результатом суммирования вкладов от спектра мощ­
ности входного сигнала, умноженного иа зависящий от 
частоты квадрат модуля коэффициента передачи, т. е. частот­
ный коэффициент передачи мощности.

Технику решения конкретных задач из рассматриваемого 
зде0> хорошо известна —это всевозможные приемы
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вычисления интегралов Фурье. Поэтому в нижеследующих 
примерах внимание будет сосредоточено ие столько иа 
математической стороне дела, сколько на обсуждении физи­
ческих особенностей процессов.

Пример 10.1. Динамическая система 1-го порядка, принци­
пиальная схема которой изображается в виде интегрирующей 
RC-yenu. возбуждена со стороны входа источником шумовой ЭДС 
с постоянной на всех частотах спектральной плотности мощ­
ности Ио (В2-с). Определить дисперсию и функцию корреляции 
выходного напряжения y(t)-

Вычислим коэффициент передачи мощности для данной цепи:

|KGco)|2 = 1/[14-«>2(RC)2].

Далее по формуле (10.7), положив т = 0, определим дисперсию 

шума на выходе:

tPo f d<o___________ Wo_

я J 1 + <o2(RC)2 2RC' 
о

(10.11)

Функция корреляции выходного сигнала

e^'dco

1 +<o2(RC)2
(10.12)

решите
1 и 2

задачи

Здесь

J e^'dco _2 f coscot da 
1+cj2(RC)2 J l+co’fRC)2

о

Последний интеграл является табличным [15], поэтому, восполь­

зовавшись готовым результатом, получаем

(10.13)

Итак, возбуждая интегрирующую RC-цепь белым шумом, по­
лучаем на выходе случайный процесс с функцией корреляции 

экспоненциального типа.
Существенво, что RC-цепь, обладая инерционностью, выполняет 

известное «упорядочение»: если входной сигнал, будучи белым 
шумом, абсолютно непрогнозируем, то выкодной сигнал оказы­

вается сглаженным; его интервал корреляции имеет порядок по­
стоянней времени цепи.

Пример 10.2. Воздействие белого шума на одноконтурный 
резонансный усилитель.

Предположим, что источник ЭДС вида белого шума с одно­

сторонним спектром мощности No (В2/Гц) возбуждает вход резо­
нансного усилителя малых колебаний. Частотный коэффициент 
передачи данной системы

Знак функции кор­
реляции неизме­
нен. Это означает, 
что выходной сиг­
нал не является 
квазипериодиче- 
ским

K(J2nf) == i+j2«a-/₽«)<
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коэффициент передачи мощности

|K(W)I2 =
1 + 4пг (f

Расчет дисперсии проводится по формуле (10.10):

о

а/

1 +4n2(/-jy2Ti '

Введем переменную т] = f — и положим колебательный кои- 
■тур усилителя столь добротным, что коэффициент передачи при 
/ = 0 можно считать нулевым. Тогда

(10:14)

о?

Наконец, функция корреляции выходного сигнала

. NoK^fg |* cosoxdco _ 1У0К^ез f cos^l+OpeJxdQ 
* Т 2л J 1 + (о — сорез)2т2 ~ 2я J 1 + П2т2

о -»

ч •
cosfitdOl

TTnMT°s<w =

Значение функции 
корреляции в нуле 
равно дисперсии 
выходного сигнала

Типичная реализа- 
щя случайного сиг­
нала иа выходе ре- 
зонапспого усили­
теля

cosojpejT. (10.15)

Видно, что полученная здесь функция корреляции имет вид 

/?y(T) = a’p(x)cosc)pe3T, (10.16)

характерный для узкополосного случайного процесса, поскольку 

огибающая р(т) = ехр(—ItI/tJ является медленной функцией по 

сравнению с высокочастотным заполнением.
Любая реализация случайного сигнала на выходе узкополос­

ного усилителя представляет собой квазигармоцическое колебание 

со случайными огибающей н мгновенной частотой; в среднем 

частота заполнения равна резонансной частоте колебательной систе­
мы. Такое свойство выходного сигнала легко’-объяснить, заметив, 

что этот сигнал является результатом суммирования огромного 
числа элементарных откликов, каждый из которых пропорционален 
импульсной характеристике системы (принцип интеграла Дюамеля).

. Для того чтобы получить представление о порядке величин, 

с которыми имеет дело статистическая радиотехника, оценим 
дисперсию шума иа выходе резонансного усилителя при сле­
дующих исходных данных: No = 10-16 В2/Гц, Крез = 30, =
«1.59-10’ Гц, Сэк = 60. Постоянная времени контура тк = 

= ^Сэк/^рез ~ 1.2 мкс, поэтому на основании формулы (10.14) диспер­
сия а2 = 10“16-900/(2.4-10_6) = 3.75■ 10“8 В2; эффективное напряже­

ние шума, равное квадратному корню из дисперсии, составит 
194 мкВ.

Пример 10.3. Цепь образована двумя RC-звенъями. -между 
которыми включен идеальный усилитель с коэффициентом усиле­
ния Ко:
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На входе цепи включен источник ЭДС вида белого шума с из­
вестной спектральной плотностью мощности Wo (В2-с). Вычислить 
функцию корреляции выходного напряжения.

Коэффициент передачи мощности

|К(/со)|2 =
(1 + <02Т1)(1 + СО2!2)

А
решите задачу 4

В соответствии с (10.7) функция корреляпии выходного на­

пряжения

W0K% Г exp(/(QT)dco
2я J (1+<o2tf)(l+<о2т|) ’ (10.17)

Целесообразно воспользоваться теорией вычетов, повторив этот 
же путь, который был проделан в гл. 8 при анализе импульсной 
характеристики RC-цепи. Подынтегральная функция в (10.17) имеет 

четыре простых полюса с координатами <о1>2 = ±у/т1э C93 4 = ±j/t2.
Будем вычислять функцию /?у(т) при t > 0, замыкая контур 

интегрирования в верхней полуплоскости. Вычет подынтегральной 
функции в точке он

геа|„.ю, = ----------------------------------------------  

 т1ехр(-т/г1)

Аналогично находят вычет в точке <о = <о3, лежащей внутри 

контура интегрирования:

resl» = <o3 —t2exp(—т/т2)
2/(H-ti) •

Отсюда, применив теорему Коши, без труда находим, что при 
т>0

- 72'“'А1)- (10.18) 
^(т1 —

Функция корреляции при t < 0 получится из этой же формулы 
при замене т на -т, Это вытекает из свойства четности функции 
корреляции, однако результат может быть подтвержден прямым 

расчетом.
Итак,

К,(Т)“ 2(^°^П(Т'е 'Т',Т' “Ъе"<10tl9)

Дисперсия выходного сигнала 

n>2=R’(0»=drrtr-

При т < 0 следует 
замкнуть путь на^ 
тегумфовання дугой 
бесконечно боль-* 
итого радиуса в 
нижней полуплос­
кости комплексной 
частоты со

А
решите задачу 6
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Рис. 10.1. Нормироваииая функция корреляции случайного процесса 
на выходе системы из двух ЯС-цепей:

I — при т2 = т,/2; 2 — при ti = t2

поэтому нормированная функция корреляпии выходного случайного 

процесса

г (т)=—1—(Tte — т2е |Т|/Тг).

т, -т2
(10.21)

Белый шум, преоб­
разованный одной

п двумя последова­
тельно включен­
ными RC-ценямн

На рис. 10.1 изображены результаты расчетов по формуле 
(10.21) при двух различных значениях отношения Т|/т2.

На этом же рисунке для сравнения представлена кривая, 
отображающая функцию гу(т) иа выходе одиночной интегрирующей 

ЯС-цепи с постоянной времени Интересно отметить ие только 
рост интервала корреляции, вызванный добавлением второго инер­

ционного звена, ио также изменение характера функции гу(т) 
двухзвенного фильтра в окрестности точки с = 0. Существование 
второй производной функции корреляции в этой точке обеспе­
чивает дифференцируемость выходного случайного процесса (см. 
гл. 7). Физически дифференцируемость означает гладкость реали­
заций сигнала, прошедшего две каскадио включенные ЯС-цепн.

Прохождение случайных сигналов с широким спектром 
через узкополосные цет. Шумовая нолоса. Часто приходится 
рассматривать воздействие на линейные частотно-избиратель­
ные цепи широкополосных случайных сигналов, образован­
ных, например, хаотической последовательностью коротких 
импульсов. В этом случае если эффективная ширина 
спектра входного случайного процесса значительно превышает 
ширину полосы пропускания системы, то реальный случай­
ный процесс можно заменить эквивалентным ему белым 
шумом с односторонним спектром мощности No = Nx (Jo), 
где f0 — некоторая точка в пределах полосы пропускания 
цепи.

Формула (10.10), определяющая дисперсию выходного 
сигнала, в этом случае упростится;

aj = Ne f| К(j2nf) |2 df. (10.22)
0

замена широкопо­
лосного случайного 
процесса эквива­
лентным ^белым 
шумом
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шумовая полоса 
пропускания

В инженерных расчетах линейную частотно-избиратель­
ную цепь, находящуюся под воздействием широкополосного 
случайного сигнала, удобно характеризовать шумовой полосой 
пропускания Пш (Гц). Оиа определяется как полоса пропуска­
ния идеального полосового фильтра с вещественным коэф­
фициентом передачи Кт„ равным максимуму модуля 
коэффициента передачи реальной цепи; при возбуждении 
идеальной и реальной систем белым шумом со спектром мощ­
ности No дисперсии шумовых сигналов иа выходах обеих 
цепей должны совпадать:

No f IК (]2nf) |2 d/= NoK^JU (10.23)
о

▲

решите задачу 8

Отсюда

Пш= -f|K0W)l2d/.

''•max J
0

Например, для интегрирующей КС-цепи 

Km„ = 1, I «0'2я/)12 = 1/[1 + (2Я/КС)2], 

поэтому шумовая полоса пропускания

Ч/ _ 1
1 + (2n/RC)2 4RC ’

О

(10.24)

(10.25)

Заметим, что для данной системы модуль частотного 
коэффициента передачи падает в |/2 раз по отношению к 
максимальному значению при / = 0 иа частоте Уолси =* 
= 1/(2лКС). Поэтому шумовая полоса пропускания оказы­
вается шире полосы По.707*

Пш/По.7О7 = тс/2 = 1.571.

Аналогично находим шумовую полосу пропускания одно­
контурного резонансного усилителя:

• (1026)

о

Продемонстрируем использование понятия шумовой поло­
сы пропускания в радиотехнических расчетах.

Пример 10.4. На входе одноконтурного резонансного усилителя 
малых колебаний с параметрами = 85, Сэк = 70, = 0.7 МГц
действует источник стационарной шумовой ЭДС x(t), имеющий 
функцию корреляции К,(т) = ст2ехр(—Р|т|). Определить эффектив­
ное напряжение шума на выходе усилителя, если 0 = 107 с“ 
ст2 - Q45 В2.
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Прежде всего по теореме Винера — Хинчииа находим спектр 

мощности входного случайного сигнала

Подобный спектр уже был вычислен нами в гл. 7. Восполь-

WSt(ra)= J Лх(т)е->югс1т = 2cr7Je"₽'cos(nTdT.

-со о

зуемся 
случая

полученным там результатом и запишем для данного

И'Дю)»
2а’р 9 106

Р2 + со2 101* + со2 '
Односторонний спектр мощности (В2/Гц)

^С/)=21Гх(2п/) =
1.8-107

1014 + (2п/)2 ’

Замечая, что спектр мощности максимален на нулевой частоте, 
а при со = Ю7 с-1 его значение уменьшается лишь вдвое, при­

ходим к выводу, что в пределах полосы пропускания усилителя 
входной сигнал можно заменить эквивалентным белым шумом со 
спектральной плотностью мощности Лг0—Лгх(Урез)=1.508-Ю-7 В2/Гц.

Полоса пропускания усилителя по уровню 0.707

По. 707 ~ Урез/Сэк = 10 кГц.

Шумовая полоса пропускания 

Пш =(п/2)По 707 = 15.7 кГц.

Подставив полученные значения в формулу (10.23), находим, что
17.1 В2. ____

Эффективное напряжение шума на выходе о, = |/17.1 = 4.14 В.

Нормализация случайного сигнала на выходе линейной 
стацнонврной цепи. Все задачи, которые были рассмотрены 
ранее, решались в рамках корреляционной теории, т. е. с 
привлечением моментных функций не выше второго порядка. 
Более полная постановка проблемы выглядит так: вход­
ной случайный процесс задается семейством своих м-мерных 
плотностей вероятности р„(хь х2,...,х„, tif t2,...,t„). Требует­
ся, зная частотный коэффициент передачи определить
аналогичные плотности вероятности пропесса на выходе ли­
нейной системы.

Решить такую задачу в общем случае весьма сложно, 
н она в этой книге не рассматривается. Однако часто 
можно заранее предполагать гауссов характер законов распре­
деления выходного сигнала независимо от того, каков вид 
плотностей вероятности случайного процесса на входе.

Нормализация выходного сигнала наблюдается в любой 
стационарной линейной системе с достаточно сильно выра­
женной инерционностью. Дело в том, что иа основании 
формулы Дюамели мгновенное значение отклика

У(0= J х(т)/|(г-т)<1т

есть результат суммирования предшествующих значений 
входного сигнала x(t), умноженных на сдвинутую импульс-

▲
решите задачу 5

Если входной слу­
чайный процесс 
пормален, то слу­
чайный процесс 
па выходе будет 
обладать этим 
свойством незави­
симо от дипамиче- 
скнх свойств ли­
нейной системы
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Заряды областей 
А и Б не равны 
из-за хаотического 
движения носите­
лей

ную характеристику цепи. Если протяженность функции 
/i(t) составляет несколько интервалов корреляции входного 
случайного процесса, то становится применимой центральная 
предельная теорема (см. гл. 7). Следствием этого является 
асимптотическая нормальность выходного сигнала.

Любую «-мерную плотность вероятности гауссова случай­
ного процесса можно построить, зная лишь функцию кор­
реляции.

Поэтому методы корреляционной теории оказываются 
вполне пригодными для решения многих задач, связанных 
с прохождением случайных сигналов через линейные ста­
ционарные цепи.

10.2. Источники флуктуационных шумов 
в радиотехнических устройствах

В данном параграфе мы познакомимся с физическими яв­
лениями, которые порождают флуктуации напряжения и тока 
в радиотехнических цепях. Будут получены формулы, исполь­
зуемые для оценки интенсивности шумов.

Тепловые шумы резисторов. Одной из главных причин 
возникновения шума являются флуктуации объемной плот­
ности электрического заряда в проводящих телах (резисторах) 
из-за хаотического теплового движения носителей заряда. 
Несмотря на электрическую нейтральность системы в целом, 
внутри объема резистора возникают переменные электро­
магнитные поля, а иа внешних зажимах появляется шумо­
вая разность потенциалов. Спектр шума оказывается чрезвы­
чайно широким из-за высокой плотности «упаковки» заря­
дов и большой средней тепловой скорости. Это позволяет 
считать, что иа частотах радиодиапазона тепловой шум 
резистора достаточно точно соответствует модели белого 
(дельта-коррелированного) шума.

Формула Найквиста. Выведем соотношение для расчета 
спектра мощности, который описывает шумовое напряжение 
на зажимах резистора К, находящегося в тепловом равно­
весии с окружающей внешней средой при абсолютной 
температуре Т. Для этого мысленно включим параллельно 
резистору вспомогательный элемент — конденсатор С и будем 
считать, что реальный шумящий резистор эквивалентно 
заменен последовательным соединением идеального нешумя­
щего резистора и источника ЭДС, создающего белый шум. 
Спектр мощности этого шума требуется определить.

Как известно из курса физики, любая система, находя­
щаяся в тепловом равновесии, обладает средней энергией 
кТ/2, приходящейся на одну степень свободы. Именно такой 
будет средняя энергия электрического поля, накопленная в 
конденсаторе, поскольку рассматриваемая цепь является дина­
мической системой 1-го порядка с одной степенью свободы. 
Итак,

Си%[2 » к.Т/2, 
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поэтому дисперсия шумового напряжения иа конденсаторе 

о2 = и2с = кТ/С.

Теперь воспользуемся формулой (10.11), которая связывает 
дисперсию со спектром мощности шумового напряжения. 
Поскольку И/0/(2КС) = fcT/C, вспомогательная величина С 
исключается и получается равенство Wo = 2kTR.

Практически удобнее пользоваться односторонним энерге­
тическим спектром, который задается только в области 
положительных частот и имеет размерность В2/Гц:

No = 2W0 = 4kTR. I (10.27)

Это замечательное соотношение, носящее название фор­
мулы Найквиста, было доказано в конце 20-х годов.

Подчеркнем, что величина No имеет простой и ясный 
физический смысл удельной дисперсии теплового шума ре­
зистора, которая приходится на полосу частот шириной 
в 1 Гц.

Спектральную плотность мощности тепловых шумов 
можно оценить из следующего примера: при Т — 300 К и 
Я = 10 кОм значение No составит 1.66-10“16 В2/Гц, откуда 
удельное эффективное напряжение шума равно 
1.29-10“® В/|/Гц. Несмотря на кажущуюся малость, эффект 
тепловых шумов может явиться решающим фактором, ограни­
чивающим реальную чувствительность приемных устройств.

Интересно и важно отметить, что мощность шума, 
которая может быть передана во внешнюю резистивную 
нагрузку, не зависит от сопротивления резистора Я. Для 
доказательства рассмотрим систему, в которой между 
шумящим резистором Я и нагрузкой Ян включен идеальный 
фильтр с полосой пропускания 1 Гц. Как известно, мощ­
ность, передаваемая в нагрузку, максимальна при R — R„ 
(условие согласования) и равна в нашем случае (Вт/Гц) 
Лд-^уд/(4Я) = ЛТ. (10.28)

Поэтому единственным радикальным средством борьбы 
с тепловыми шумами является глубокое охлаждение входных 
цепей чувствительных радиоприемных устройств, применяе­
мых в радиолокации, радиоастрономии и системах косми­
ческой связи.

Шумы приемных антепн. Источником шума в радиотехни­
ческом устройстве может быть приемная антенна, на выходе 
которой возникает случайное напряжение под воздействием 
хаотических флуктуаций электромагнитного поля.

Пусть простейшая приемная антенна (вибратор Герца) 
длиной I ориентирована вдоль оси z и помещена внутри 
замкнутой полости, стенки которой имеют температуру Т.

В соответствии с законом Плаика, известным читателю 
из курса физики, полость заполнена равновесным электро­
магнитным излучением, которое характеризуется особым 
спектральным параметром, носящим название удельной яр-

Отметим, что иде­
альные реактив­
ные элементы цепи 
не являются источ­
ником шума

▲
решите задачу 7

▲
решите задачу 10

Постоянная Больц­
мана к = 1.38-10-23 
Дж/К

Наилучшие резуль­
таты достигаются 
прн охлаждении 
входных цепей при­
емников до темпе­
ратуры жидкого ге­
лия (7=4.2 К)



258 Глава 10. Воздействие случайных сигналов на линейные цепи

удельная яркость

Входящая сюда ве­
личина Zq = 
= 120л % 377 Ом 
представляет со­
бой характеристи­
ческое сопротивле­
ние вакуума

решите задачу 11

кости (Вт/(м2-Гц-ср)):

В = С2{ехр[Л/ДТ)]-1}’ (1°‘29)

где f — частота, Гц; с —скорость света, м/с; h = 
= 6.62-10"34 Дж/Гц — постоянная Планка.

Удельная яркость представляет собой плотность потока 
электромагнитного излучения, отнесенного к частотному интер­
валу 1 Гц и приходящего в данную точку из телесного 
угла в 1 ср.

Если hf кТ, что типично для радиодиапазона, то 
(10.29) превращается в приближенную формулу Рэлея — 
Джинса:

В=2кТ/К\ (10.30)

где X = c/f — длина волны.
Рассмотрим величину

Еуд = ^худ + Еууд + Ецуд

— средний квадрат напряженности электрического поля Е, 
приходящийся иа интервал частот 1 Гц. В теории электро­
магнетизма доказывается, что плотность потока мощности 
излучении (Вт/м2) составит при этом Еуд/(120л) = Е2уд/(40л). 
Здесь учтено, что из-за полного равноправия всех 
пространственных направлений Е2Д == ЗЕ2уд. Деля плотность 
потока мощности на 4л, т. е. на телесный угол всего 
пространства, получаем выражение удельной яркости через 
полевые величины:
в = Ё^уд/(160я2). (10.31)

Приравняв правые части выражений (10.30) и (10.31), на­
ходим удельный средний квадрат проекции составляющей 
вектора напряженности электрического поля, которая ориен­
тирована вдоль аитеины:

Ё1УД = 320п2кТ/Х2. (10.32)

Поскольку на выходе антенны, малой по сравнению с 
длиной волны, возникает напряжение и — Е1, получаем удель­
ную дисперсию выходного напряжения:

«4, = 320л2 (//X)2 кТ. (10.33)

Если ввести так называемое .сопротивление излучения 
(Ом) вибратора Герца = 80л2(1/Х)2, то из (10.33) получим 
формулу Найквиста для элементарной приемной аитениы:

= No = 4kTRb В2/Гц. (10.34)

Здесь температура Т является параметром равновесной 
среды, через которую распространяются электромагнитные 
волны. В сущности это справедливо лишь для шумов косми­
ческого происхождения. Измерения показали, что наиболее 
«холодные» участки небесного свода имеют температуру 
порядка нескольких кельвинов. В то же время температура
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в направлении радиогалактик и других космических источ­
ников шумового радиоизлучения может достигать 10000 К.

Если говорить о естественных помехах земного происхож­
дения, то подавляющая часть мощности этого шума сосредо­
точена на частотах ниже 30 МГц. Для того чтобы 
оставить неизменным вид формулы (10.34), вводят шумовую 
температуру Тш, зависящую от частоты. Спектральный 
состав земных помех таков, что на частотах порядка 
1 МГц температура Тш при некоторых условиях может 
достигать 3-11? К.

Дробовой шум. Еще одним источником шума в радио­
технических устройствах являются электронные приборы — 
диоды, транзисторы и лампы. В отличие от резисторов 
флуктуации возникают здесь не за счет хаотического 
теплового движения электронов, а вследствие статистической 
независимости их упорядоченного перемещения.

Рассмотрим, например, вакуумный диод, к которому 
подключен источник постоянной ЭДС. От катода к аноду 
движется поток электронов, каждый из которых переносит 
электрический заряд е = 1.6-10-19 Кл (по модулю). Время 
пролета электрона с катода иа анод тпр имеет порядок 
10-9 с. В этот интервал времени во внешних цепях 
регистрируется короткий импульс так называемого конвек­
ционного тока, причем

тпр
f *KOHdt = е,
О

откуда следует оценка »КОн ~ 1.6-10-*® А.
В обычных режимах ток диода составляет несколько 

миллиампер, поэтому импульсы конвекционного тока густо 
перекрываются во времени.

Акты вылета отдельных электронов с катода являются 
статистически независимыми случайными событиями. Отсюда 
следует, что мгновенное значение анодного тока диода не 
остается постоянным, а претерпевает некоторые флуктуации. 
Любой электронный прибор служит источником шума, 
который в физике и радиотехнике получил название 
дробового шума.

Распределение Пувссона. Обозначим символом v среднее 
число электронов, прибывающих на анод за 1 с. Экспери­
мент убедительно говорит о том, что эта числовая характе­
ристика является статистически устойчивой, т. е. стационар­
ной. Постоянная составляющая анодного тока связана с 
параметром v простым соотношением /0 = Значение v 
весьма велико: при /0 = 1 мА имеем оценку v^l0ie с-1.

Переходя к статистическому анализу процесса, сделаем 
одно упрощающее предположение, не существенное физически, 
ио облегчающее расчеты: допустим, что в промежутке 
катод — анод электроны следуют Друг за другом «цепоч­
кой», так что вероятность парных или более сложных 
приходов электронов на анод пренебрежимо мала.

Основные источни­
ки Земных по­
мех — грозовые 
разряды и процес­
сы коммутации и 
мощных электри­
ческих цепях

Эффект перекры­
тия пмпульсои

Все рассуждения 
справедливы так­
же применительно 
к процессу инжек­
ции носителей за­
ряда и полупро­
водниковых прибо­
рах

А



260 Глава 10. Воздействие случайных сигналов иа линейные цепи

Поскольку ток ди­
ода складывается 
из большого числа 
независимых им­
пульсов, мгпоиеи- 
ные значения этого 
тока расиределеиы 
по нормальному за­
кону (см. гл. 6)

Поскольку v ~ 
~1016с-1, вероят­
ность пе наблю­
дать ни одного 
электрона за ин­
тервал времени 1 с 
составит ехр 
(—1016), что можно 
считать вероятнос­
тью невозможного 
события

р„

Естественно, считать, что если А — событие прихода 
электрона на анод в интервале времени (t, t 4- At), то с 
точностью до малых величин порядка (At)2 вероятность 
этого события

PA=vAt. (10.35)

Обозначим через P0(t) вероятность не иметь ни одного 
пришедшего электрона в интервале времени (0, t). Тогда 
Ро (t + At) будет вероятностью сложного события — ни одного 
электрона не должно появиться на аноде ни в интервале 
времени (0, t), ни в интервале времени (t, t + At). На осно­
вании свойства вероятности сложного события

P0(t + At) = P0(t)(l-vAt).

Переходя к пределу при Аг -»0, получаем дифференциаль­
ное уравнение 

с очевидным начальным условием Ро(0) — 1.
Решение этой начальной задачи элементарно: 

P0(t)=exp(-vt).

Найдем вероятность Pi(t) наблюдать в интервале вре­
мени (0, t) ровно один пришедший электрон. На расши­
ренном интервале (0, t + At) такая вероятность будет склады­
ваться из вероятностей двух несовместимых событий:

а) электрон прибывает в интервале времени (0, t),
б) электрон прибывает в интервале времени (t, t + At). 
По свойству вероятностей

Pi (t + At) = Pi (t)(l - vAt) + P0(t)vAt, 

откуда следует дифференциальное уравнение

dPx 
dt

= -vPj + vP0

с начальным условием Pj (0) = 0. Аналогично получается 
начальная задача, решение которой описывает вероятность 
прибытия на анод ровно п электронов:

аД= -vP. + vP.-b
dt

Р(0) = 0.

Непосредственной подстановкой можно убедиться в том,
что

(10.36)

(10.37)

Формула (10.37) определяет закон распределения Пуассона, 
который встречается во многих задачах статистической 
радиотехники.
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Моменты нувссоновской случайной величвны. Возьмем не­
который интервал времени длительностью Т и подсчитаем 
среднее число прибывших электронов:

и=0

= vT. (10.38)

Смысл этой формулы нагляден: подтверждается исходное 
предположение о том, -что v — средняя интенсивность потока 
электронов.

Теперь найдем средний квадрат числа прибывших за это 
время электронов:

И]
(УП- 

п!
-VT =

1—0л = 0

(10.39)

Используя формулы (10.33) и (10.39), вычисляем диспер­
сию числа прибывших электронов

°2 =Пт~ («т)2 = VT. (10.40)

Если целочислен­
ная величина расп­
ределена но закону 
Пуассона, то и от­
дельных испыта­
ниях редко наблю­
даются значитель­
ные отклонения от 
среднего значения 
как и одну, так и 
и другую сторону

Здесь сумма явля­
ется рядом Тейло­
ра для функции 
exp (vT)

Применен нскусст- 
иеиный прием — 
использовано тож­
дество п2 — п{п— 
-1) + п

Ё (уЛ"~' 

(н-1)!

Статистические свойства тока диода. Если за время Т 
на анод поступило п электронов, то ток, отнесенный к 
длительности интервала наблюдения, iT = еп(Т.

Среднее значение наблюдаемого тока

/0 = ir= (e/7)nr= ev. (10.41)

В то же время дисперсия тока

Здесь речь идет о 
режиме работы ди­
ода и отсутствие 
пространственного 
заряда(10.42)

Если за меру интенсивности флуктуаций тока взять от­
ношение среднеквадратического отклонения к среднему зна­
чению, то

ст./'о = |/е/77]/^. (10.43)

Вывод, следующий из формулы (10.43), таков: относи­
тельный уровень флуктуации тока диода снижается с уве­
личением времени наблюдения и ростом среднего значения 
тока.

▲
решите задачу 12

Пример 10.5. Пусть ток /0»10 2 к и время наблюдения 
Т= 1 с.

Дисперсия тока за время наблюдения <у? = 1.6-10”2* А2 

и ток лиода можно оценить следующим образом :i «■ 10" 2 ± 4-lO’,J А. 
Видно, что относительные флуктуации тока здесь очень иевелики.

Если же существенно сократить как среднее значение тока, 
так и время наблюдения, положив /о=10-8 А и 7'=1О’8 с. 
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то о? = 1.6-10'*9 А2, так что оценка тока i = 10'8 ± 4-10"*° А. 
Видно, что относительные флуктуаини тока существенно воз­

растают.
Рассмотренный пример дает возможность понять, почему мы не 

наблюдаем случайных колебаний стрелки магнитоэлектрического из­
мерительного прибора, включенного в цепь диода. Здесь из-за 

инерционности механической системы прибора происходит усредне­

ние измеряемого тока на интервале времени длительностью 

порядка секунды

к

Формула Шоткн. Чем меньше время наблюдений Т, тем 
большую полосу частот в спектре процесса приходится 
учитывать. По теореме Котельникова, для проведения об­
работки сигнала за время Т регистрирующая система 
должна бЬ1ть способна пропускать все частоты вплоть до 
частоты /в, удовлетворяющей соотношению Т — 1/(2/Д

Учтя это в формуле (10.42), имеем ст? = 2е/0/в, откуда 
удельная дисперсия флуктуационного тока (А2/Гц), приходя­
щаяся иа полосу частот в 1 Гц,
|lV0 = 2e/0.| (10.44)

Это соотношение получило в радиотехнике название 
формулы Шотки. Согласно ей, эквивалентная шумовая схема 
электронного прибора содержит в себе источник тока, 
создающий белый шум со спектральной плотностью, опи­
сываемой формулой (10.44).

Эксперименты показывают, что дробовой шум электрон­
ных приборов имеет постоянный спектр мощности вплоть до 
частот в несколько сотен мегагерц, а затем начинает 
уменьшаться с ростом частоты. Это связано с тем, что 
на очень высоких частотах (при малых значениях Т) не­
справедливой становится принятая модель шума, согласно 
которой за время наблюдения на анод должно приходить 
достаточно большое число электронов. Кроме того, начи­
нает сказываться уменьшение модуля спектральной плотности 
отдельных импульсов конвекционного тока, длительность 
которых хотя и мала, но все же конечна.

Пример 10.6. Транзисторный усилитель с резистивно-емкостной 
нагрузкой имеет следующие параметры: Ян = 5.1 кОм, Сп=45 пФ, 
Ri = 20 кОм. Рабочая точка на характеристике транзистора 
выбрана таким образом, что постоянная составляющая тока кол­
лектора /ок = 1.5 мА. Вычислить эффективное шумовое напря­
жение на выходе, обусловленное дробовым шумом транзистора.

Прежде всего по формуле Шоткн находим спектр мощности 

источника шумового тока:

No - 2е/ок - 2-1.6-10“19-1.5 • 10" 3 = 4.8-10'22 А2/Гц.

Составив эквивалентную схему усилителя, замечаем, что роль 
частотного коэффициента передачи системы играет комплексное 

сопротивление, включенное параллельно источнику тока:

Z(/co) = Яэк/(1 +уЯэкСп),

где Rx = R^Ri/tR,! + Ri).
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В расчетах предпо­
лагается, что час­
тота гармониче­
ского сигнала су­
щественно ниже 
граничной частоты 
усилителя

В данном случае R3K = 5.1 -20/25.1 = 4.06 кОм.
Дисперсию шумового напряжения на выходе усилителя вы­

числяем по формуле (10.22):

J z =
о о

= N°R,~ - 1.08-10'8 В2.

4С„

Наконец, находим эффективное напряжение шума на выходе 

а„ = = 104 мкВ.
Подобные расчеты приходится выполнять каждый раз, опре­

деляя предельную чувствительность усилителей малых сигналов. 
Для этого обычно поступают так: эффективное напряжение шума 

приводит ко входу по формуле ствх = овт/К, где К — коэффициент 
усиления напряжения на частоте сигнала. Полученную величину 
принимают за минимальный уровень эффективного напряжения 
полезного гармонического сигнала, который может усиливаться 
данным устройством, откуда минимальная амплитуда l/mSn = 
= l/2a„.

Так, в рассмотренном примере при крутизне характеристики 
транзистора S = 20 мА/B коэффициент усиления напражеиия на 

нулевой частоте К =$КэК = 81.2. Поэтому авх = 108/81.2 = 1.28 мкВ, 
минимальная амплитуда усиливаемого сигнала Urain = 1.28-1.41 = 

= 1.81 Л 2 мкВ.

Результаты

ОО Если среднее значение стационарного случайного процесса на входе линейной 
системы равно нулю, то таково же и среднее значение выходного 

процесса.
ОО Спектральные плотности мощности стационарных случайных процессов на 

входе и выходе стационарной линейной цепи связаны между собой квадра­
том модуля частотного коэффициента передачи.

ОО Функция корреляции случайного процесса на выходе интегрирующей RC-цепи, 
возбуждаемой белым шумом, имеет экспоненциальный характер.
Выходной сигнал резонансного усилителя, на вход которого подан белый 

шум, является узкополосным случайным процессом.
ОО Если линейная стационарная цепь достаточно инерционна, то случайный 

процесс на ее выходе асимптотически нормален независимо от статисти­
ческих свойств входного случайного процесса.

О О Тепловой шум резистора обусловлен случайными флуктуациями плотности 
электрического заряда. На частотах радиодиапазона этот шум имеет практи­

чески постоянный спектр мощности.
С'С' Спектр мощности теплового шума вычисляют по формуле Найквиста.
ОО Эквивалентная шумовая температура приемных антенн зависит от частот­

ного диапазона.
С'С' Дробовой шум электронных приборов связан со статистической независи­

мостью движения носителей заряда.
О О Электронный прибор, в котором наблюдается дробовой эффект, эквивалентно 

заменяется источником шумового тока с равномерной спектральной 
плотностью мощности, устанавливаемой формулой Шотки. J~
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Вопросы

1. Какую роль играет свойство стацио­
нарности входного случайного процесса при 
выводе формулы, определяющей спектр мощ­
ности случайного процесса на выходе?

2. Как выглядят примерные графики функ­
ций корреляции случайных сигналов: а) на 
выходе интегрирующей RC-цепи, б) на вы­

ходе одноконтурного резонансного усили­
теля? Входной сигнал — белый шум. Являют­
ся ли реализации дифференцируемыми в ста­

тистическом смысле?
3. В чем состоят характерные отличия 

функции корреляции случайного сигнала иа 

выходе двухзвениой RC-цепи, возбуждаемой 
белым шумом?

4. В каком случае случайный процесс, 
действующий на входе реальной цепи, можно 
заменить белым шумом?

5. Что такое шумовая полоса пропуска­
ния цепи?

Задачи

1. Стационарный случайный процесс Х(Г) 
со спектром мощности

( 0, со < —сов,

Wx(o>) = \ И^о, —<ов < со < <ов,

(. 0, со > сов

подан на вход интегрирующей RC-цепи. 
Найдите дисперсию выходного сигнала.

2. Решите задачу 1 прн условии, что 
заданный сигнал подается на вход дифферен­

цирующей цепи:

3. Напряжение, действующее на входе 
идеального ФНЧ с частотным коэффициен­

том передачи

( 0, со < —сов,

К(/со) = Л ко, -<ов<со<сов,
(. 0, со > сов,

представляет собой реализацию стационар­
ного случайного процесса, функция корреля­

ции которого Rx (т) = о2е_в 1Ч Вычислите 
спектр мощности, функцию корреляции и дис­

персию выходного напряжения.
4. На входе последовательного колеба­

тельного контура

6. Каковы физические факторы, приводя­

щие к нормализации случайного процесса 
на выходе линейной цепи?

7. Опишите мехацизм возникновения теп­
ловых шумов в резисторах. Каков частот­

ный диапазон, в пределах которого тепло­
вой шум можно считать белым?

8. Чем определяется шумовое напряжение 
иа выходе приемной антенны?

9. Опишите природу дробового шума, 
возникающего в электронных приборах.

10. Напишите формулу закона распред­
пения Пуассона и поясните физический смысл 

параметра/ v.
11. Как выглядит эквивалентная схема, 

описывающая шумовые свойства электронно­
го прибора, в котором наблюдается дро­
бовой эффект?

12. Как распределен по частоте спектр 
мощности дробового шума?

действует источник ЭДС вида белого шу­

ма с параметром Ио- Определите спектр 
мощности и функцию корреляции выход­
ного напряжения y(t).

5. На входе одноконтурного резонансного 
усилителя включен источник ЭДС, создаю­
щий белый гауссов шум со значением 
Лс = 10-15 В2/Гц. Параметры усилителя: 

Крез = 100, Сзк = 110, /рез = 15 МГц. Вы­

числите вероятность события, состоящего в 
том, что случайное шумовое напряжение иа 
выходе превышает уровень 2 мВ.

6. Выведите формулу, определяющую 
спектр мощности выходного сигнала двух­
звенного RC-фильтра (см. пример 10.3), иа 

входе которого создано шумовое напряжение 
с функцией корреляции К,(т) = а2ехр(—а| т|).

7. Колебательный контур

с параметрами R = 8 Ом, L = 1.5 мкГн, 
С = 120 пФ помещен в среду с темпера­
турой Т = 400 К. Вычислите дисперсию шу­
мового напряжения на индуктивном эле­
менте.
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8. Модуль частотного коэффициента пере­
дачи ФНЧ лииейио падает с ростом 
частоты в диапазоне (О,/в):

Вычислите шумовую’ полосу пропускания 

системы.
9. Определите шумовую полосу пропуска­

ния двухзвенного RC-фильтра, рассмотрен­

ного в примере 10.3.

10. Резистор сопротивлением 10 кОм, 
находящийся при температуре 300 К, 

включен иа вход идеального ФНЧ со сле­
дующей частотной характеристикой:

Определите дисперсию и функцию корреля­
ции выходного сигнала фильтра.

11. Антенна СВЧ, имеющая сопротивле­
ние излучения Rz = 2.5 Ом, принимает 
сигналы из области пространства с темпе­
ратурой Г = 20 К. Полоса пропускания 
системы равна 400 МГц. Каково эффектив­
ное напряжение шума на выходе антенны?

12. Оцените дисперсию выходных показа­
ний инерционного прибора, измеряющего ток 
диода. Постоянная составляющая тока 
0.3 мА, время интегрирования (постоянная 
времени) прибора 2 с.

13. Резистор с сопротивлением 105 Ом, 

находящийся при абсолютной температуре 
Т, включен в цепь, которая содержит днод, 
работающий в режиме насыщения, и источ­
ник постоянной ЭДС. В цепи протекает ток 
со средним значением /0 = 1 мкА. Найдите 

температуру Т, при которой удельные 
дисперсии шумовых напряжений, создава­
емых иа резисторе за счет случайного ха­

рактера электронного потока и за счет 
теплового эффекта, оказываются одинаковы­
ми. Сделайте вывод о том, какой из двух 
указанных компонентов шума более значим 

на практике.

Более сложные задания

14. Случайный процесс X (г) с функцией 
корреляции R,(tj, t2) действует на входе 
линейной стационарной системы, для которой 
известна импульсная характеристика й(г). 
Примым вычислением, используя формулу 
Дюамеля, покажите, что функция корреляции 
выходного сигнала описывается формулой

G) = Й R.K1. ад *

х/,((1-ад/.(«2-ад<141<142.
т. е. является двумерной сверткой функций 
R«(<1, »2> И /1(2).

15. Исследуйте ствтистические характе­
ристики случайного тока в системе, где 

между обкладками конденсатора под воз­

действием сил электрического поля движет­
ся множество легких проводящих тел (на­
пример, частицы металлической пыли):

и0

Оцените дисперсию и ширину спектра про­
цесса в зависимости от физических пара­
метров устройства. Продумайте способ де­

монстрации явления без применения слож­
ного и небезопасного источника высокого 

постоянного напряжения.



Глава И

Преобразования сигналов 
в нелинейных радиотехнических 
цепях

Все радиотехнические цепи, рассмотренные нами ранее, 
относились к классу стационарных линейных систем. За­
мечательной особенностью линейной цепи является справед­
ливость для нее принципа суперпозиции. Из этого 
принципа и из условия стационарности вытекает простое и 
важное следствие — гармонический сигнал, проходя через ли­
нейную стационарную систему, остается неизменным по 
форме, приобретая лишь другие амплитуду н начальную 
фазу.

Одиако именно поэтому линейная стационарная система 
неспособна обогатить спектральный состав колебаний, по­
данных на ее вход. Это обстоятельство в значительной 
степени сужает класс полезных преобразований сигналов, 
которое осуществляются линейными цепями с постоянными 
параметрами.

Гораздо большими возможностями в этом отношении 
обладают нелинейные системы, в которых связь между 
входным сигналом uBX(t) и выходной реакцией иВЬ1Х(г) уста­
навливается нелинейной функциональной зависимостью 

| «то, W =/(«»,. t). | (11.1)

В настоящей главе будут рассмотрены общие законо­
мерности, присущие простейшим нелинейным системам, 
приемы их математического исследования, а также некото­
рые виды преобразований сигналов, осуществляемых с по­
мощью нелинейных цепей и устройств.

11.1. Безынерционные нелинейные преобразования

Исследование нелинейной цепи в общем случае — задача 
весьма сложная в том отношении, что при математи­
ческом описании функционирования такой системы мы стал­
киваемся с проблемой решения нелинейных дифференциаль­
ных уравнений. Известно, -что здесь неприменимы боль­
шинство приемов и методов, которые позволяют относи­
тельно легко решать линейные дифференциальные уравне­
ния с постоянными коэффициентами. Тем не менее в ряде 
случаев исследование нелинейных систем удается довести до 
конца простыми способами. Для этого достаточно потре­
бовать, чтобы нелинейная зависимость вида (11.1) не содер­
жала явно времени. Физически такое требование означает 
безынерционностъ нелинейного элемента, т. е. мгновенное 
установление выходной реакции вслед за изменением внеш­
него входного воздействия.
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Безынерционных нелинейных элементов, строго говори, не 
существует. Одиако эта идеализация достаточно точни, 
если характерное время изменения входного сигнала зна­
чительно превышает время установления процесса внутри 
самого нелинейного элемента.

В радиотехнике нелинейные элементы — это чаще всего 
полупроводниковые приборы — диоды, биполярные и полевые 
транзисторы. Современные полупроводниковые приборы до­
статочно совершенны по своим частотным свойствам. 
Поэтому предположение о безынерционном характере 
внутренних процессов в’ нелинейных радиотехнических 
элементах часто бывает оправданным.

Внешние характеристики безынерционных нелинейных 
элементов. Функциональную зависимость вида (11.1) можно 
рассматривать как простейшую математическую модель не­
линейного элемента. Особенность ее состоит в том, что 
здесь не фигурируют процессы, происходящие внутри 
элемента. Принято говорить, что здесь имеют дело с внешней 
характеристикой системы.

условие безынерци­
онное тн

Равновесное (ста­
ционарное) состоя­
ние в полупровод­
никовых приборах 
может устанавли­
ваться за время 
порядка 10_п с

Рис. 11.1. Типичные вольт-амперные характеристики нелинейных 
даухполюсников:
а — однозначная характеристика полупроводникового диода; б — характе­
ристика туннельного диода, отличающаяся тем, что одному и тому же 
значению тока могут соответствовать три различных значения напряжения

Ниже для конкретности будут рассматриваться внешние 
характеристики нелинейных Двухполюсников, когда входным 
сигналом служит напряжение и, а выходным — ток i в двух­
полюснике. Зависимость i(w) обычно принято называть 
вольт-амперной характеристикой (ВАХ) нелинейного элемента. 
Все методы и результаты можно перенести и на случай 
нелинейного четырехполюсника, например транзистора, рабо­
тающего в нелинейном режиме при больших амплитудах 
входного сигнала. Здесь выходная цепь представляется 
источником тока, управляемым входным напряжением; 
связь между мгновенными значениями напряжения и тока 
оказывается существенно нелинейной.

Используемые на практике нелинейные элементы имеют 
разнообразные внешние характеристики. Так, можно выде­
лить класс элементе® с однозначными вольт-амперными 
характеристиками (рис. 11.1, а) н класс элементов, характе­
ристики которых содержат участки многозначности (рнс. 11.1,6).

вольт-амперная 
характеристика
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Сопротивление велинениого двухполюсника. Понятие сопро­
тивления для нелинейного двухполюсника можно опреде­
лить по-разному. Пусть i (и) — вольт-амперная характеристика. 
Приложив к двухполюснику постоянное напряжение и = Uo, 
имеем в цепи ток Io = i(U0). Отношению

К- = U0JI0 (11-2)

называют сопротивлением элемента постоянному току. В от­
личие от обычного сопротивления линейного резистора 
значение величины R не постоянно, а зависит от прило­
женного напряжения.

Часто приходится иметь дело с одновременным воз­
действием на нелинейный элемент двух источников напря­
жения: Uc н Ди, причем | Дм|/| l/01 1- Разложив вольт-
амперную характеристику в ряд Тейлора в окрестности 
точки С'о, находим ток i& Io + i'(Uo)Au. Отношение при­
ращения напряжения к приращению тока в выбранной рабо­
чей точке (Uo, /0) называют дифференциальным сопротив­
лением нелинейного двухполюсника:

КДИф = Дн/Д1 = 1/Г(и0). (И.З)

Иногда удобнее пользоваться дифференциальной крутизной 
ВАХ

дифференциальные 
сопротивление и 
крутизна

Можно получить 
любую заданную 
точность, выбирая 
шаг таблицы дос­
таточно малым, а 
также используя 
интерполяцию

$диф = 1/КлИф = Г (170), (11-4)

которая является тангенсом угла наклона касательной вольт- 
амперной характеристики в данной рабочей точке.

Подчеркнем, что, вводя понятие дифференциального сопро­
тивления или дифференциальной крутизны, мы, по сутн дела, 
линеаризуем реальную ВАХ, что справедливо лишь для ма­
лых приращений сигнала относительно рабочей точки.

Способы онисания характеристик велинейных элементов. 
Как правило, вольт-амперные характеристики нелинейных 
элементов получают экспериментально; гораздо реже удается 
найти их нз теоретического анализа. Для изучения процес­
сов в радиотехнических цепях, содержащих такие элементы, 
необходимо прежде всего отобразить вольт-амперные харак­
теристики в математической форме, пригодной для расчетов.

Простым и весьма точным способом может явиться 
представление характеристики в виде таблицы. Этот способ 
особенно удобен для анализа процессов в цепях с по­
мощью ЭВМ; аргумент н функция образуют в запоми­
нающем устройстве двумерный массив чисел.

Если исследование должно проводиться не численными, 
а аналитическими методами, то требуется подобрать такую 
аппроксимирующую функцию, которая, будучи довольно 
простой, отражала бы все важнейшие особенности экспе­
риментально снятой характеристики с достаточной степенью 
точности.

В радиотехнике чаще всего используют следующие спо­
собы аппроксимации вольт-амперных характеристик нелиней­
ных двухполюсников.
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Кусо*ио-линейнан анпрокснмацня. Данный способ основан 
на приближенной замене реальной характеристики отрезками 
прямых линий с различными наклонами. В качестве при­
мера на рис. 11.2 показана входная характеристика- реаль­
ного транзистора, аппроксимированная двумя отрезками 
прямых.

Аппроксимация определяется двумя параметрами — напря­
жением начала характеристики U„ н крутизной S, имеющей 
размерность проводимости. Математическая форма аппрокси­
мированной ВАХ такова:
/(“) = { s\u-UA и>и" (,15)

Рис. 11.2. Входная характеристика транзистора КТ306 — зависимость 
тока базы от напряжения промежутка база — эмиттер

Такую аппрокси­
мацию обычно при­
меняют нрн расче­
те процессов в не­
линейных элемен­
тах в случае боль­
ших амплитуд 
внешних воздейст­
вии

Напряжение начала входных характеристик биполярных 
транзисторов имеет порядок 0.2—0.8 В; крутизна характе­
ристики тока базы /б(пбэ), как правило, около 10 мА/В. 
Если же говорить о крутизне характеристики /к(мбэ) тока 
коллектора в зависимости от напряжения база — эмиттер, 
то последняя цифра должна быть умножена на — 
коэффициент усиления тока базы. Поскольку Й2>э = 10® 200,
указанная крутизна имеет порядок нескольких ампер на 
вольт (сименсов).

Стеленная аппроксимация. Этот способ основан на разло­
жении нелинейной вольт-амперной характеристики i(u) в ряд 
Тейлора, сходвщийся в окрестности рабочей точки Со: 

!'(u) = а0 + П1(и - 1/о) + а2(п- 17О)2 +• (И.6)

Здесь коэффициенты а0, alt а2,... — некоторые числа. Коли­
чество членов разложения зависит от заданной точности 
расчетов.

Способ нахождения коэффициентов степеной аппрокси­
мации иллюстрируется следующим простым примером.

Общая формула

_ 1 d"* Iа” и! du" L=t;o

Пример 11.1. Экспериментально снятая входная характеристика 
транзистора КТ301 задана графиком (рис. 11.3). Найти 

коэффициенты а0, ах и а2, определяющие аппроксимацию вида 
«Б ~ а0 + П1(мбэ — ^о) + Яг(«БЭ — 1Л>)2 ® окрестности рабочей точки 
Uo = 0.7 В.

Выбираем в качестве узлов аппроксимации точки О.5, О.7 и 
О5> В. Как видно из построения, для нахождения неизвестных 
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коэффициентов следует решить систему уравнений: 

«о — 0.2а 1 + 0.04а2 = Q.05,

а0 = 0.15, 

▲
решите задачу 1

а0 + Q2ai + а04а2 = 0.5,

откуда а0 = 0.15 мА, «1 = 1.125 мА/B, а2 = 3.125 мА/В2.

0.5 0.7 О.9
Рис. 11.3. Степенная аппроксимация входной характеристики тран­
зистора КТ301

Степенную аппрок­
симацию широко 
используют при 
анализе работы не­
линейных уст­
ройств, на которые 
подаются относи­
тельно малые 
внешние воздейст­
вия

Подчеркнем, что степенная аппроксимация есть способ преиму­

щественно локального описания характеристик; пользоваться ей 

при значительных отклонениях мгновенных значений входного 
сигнала от рабочей точки нецелесообразно из-за существенного 

ухудшения точности.

Значение величины 
Zo весьма мало н 
составляет обычно 
несколько пикоам­
пер

Показательная анпроксимация. Из теории работы р-п-пере- 
ходов следует, что вольт-амперная характеристика полупро­
водникового диода в области и > 0 описывается выражением 

i (и) = 10 [ехр (и/иг) - 1]. (11.7)

Здесь /о — обратный ток насыщения, ит — температурный по­
тенциал, равный 25 мВ для кремниевых приборов при 
стандартной температуре 300 К.

Показательную зависимость вида (11.7) часто используют 
при изучении нелинейных явлений в радиотехнических цепях, 
содержащих полупроводниковые устройства. Аппроксимация 
вполне точна при значениях тока, не превышающих несколь­
ких миллиампер. При больших токах экспоненциальная ха­
рактеристика плавно переходит в прямую линию из-за влия­
ния объемного сопротивления полупроводникового мате­
риала.

11.2. Спектральный состав тока
в безынерционном нелинейном элементе 
прн гармоническом имением воздействии

Рассмотрим явления в простейшей цепи, образованной 
последовательным соединением источника гармонического 
сигнала ис (г) = Um cos со/, источника постоянного напряжения 
смещения L'o н безынерционного нелинейного элемента. 
Наймем форму тока в цепи, воспользовавшись несложными 
графическими построениями, приведенными на рис. 11.4.

Легко видеть, что формы тока и напряжения оказываются 
здесь различными. Причина искажения кривой тока очень
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Рис. 11.4. Графическое построение кривой, отображающей изменение 
тока в безынерционной нелинейной цепи

Ток в цепи имеет 
несинусоидальную 
форму

проста: одинаковым приращениям напряжения отвечают не­
одинаковые приращения тока, поскольку Д» = (и) &и, а диф­
ференциальная крутизна вольт-амперной характеристики на 
разных участках также различна.

Оснониой принцип. Подходя к описанной задаче аналити­
чески, будем считать известной нелинейную функцию i (и) — 
= ((«., L'»).

Пусть к входным зажимам нелинейного двухполюсника 
приложено напряжение сигнала ис (г) = Um cos (юг 4- ср). Если 
ввести безразмерную переменную = со/ + <р, то функция 

ift) = i(l/B1cos^ Uo) (И-8)

оказывается периодической относительно аргумента £ с пе­
риодом 2п, поэтому она может быть представлена рядом 
Фурье

i(S) = Z (11.9)

с коэффициентами

Постоянное напря­
жение смещения 
играет роль пара­
метра данной фун­
кции

Поскольку функция i(^) четная, ряд Фурье (11.9) будет 
содержать только косинусоидальные слагаемые:

i(5) = fo+ Е /„cosn£. (11.10)

Амплитудные коэффициенты гармоник выражаются сле­
дующим образом:

= 2^ J i(Iwcos^, I7o)d£,
(И.11)
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I„ = 2ReC„ = -
к

Ji(17мcos4, I70)cosni;d£, 

п= 1, 2, ...

спектральный со­
став тока в бе­
зынерционном не­
линейном двухпо­
люснике

Формулы (11.10) н (11.11) дают общее решение задачи 
о спектре тока в нелинейном безынерционном элементе при 
гармоническом внешнем воздействии. Оказывается, что ток

i (г) = I0+ £ I„ cos (ncof + n<₽), (11-12) 

кроме постоянной составляющей /0, содержит бесконечную 
последовательность гармоник с амплитудами 1„, и = 1, 2, ... 
Амплитуды гармоник в соответствии с (11.11) зависят от 
параметре® U„ и Uo, а также от вида аппроксимирующей 
функция.

Кусочно-линейная анпрокенмация. Форма} тока в цепи, со­
держащей нелинейный элемент с характеристикой

(О, и <U„

на который подано напряжение

«(0 = Vo + 14 cosoi,

Рис. 11.5. Форма тока в цепи, содержащей нелинейный элемент с 
кусочно-линейной характеристикой

График тока имеет характерный вид косинусоидальных 
импульсов с отсечкой. Спектральный состав такого периоди­
ческого процесса подробно изучался в гл. 2.

Угол отсечки импульсов тока определяется из равенства 
Uo 4- Um cos 9 = Um откуда

cos 9 = 14-Ц» (11.14)

Постоянную составляющую и амплитуды гармоник тока 
вычисляют по формулам
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/o = su„7c(S),

l. = Sl)my,(S), п = 1,2,...,
(11.15)

в которые входят соответствующие функции Берга у„(9).

Пример 11.2. Нелинейный элемент имеет кусочно-линейную ВАХ 
с параметрами UH = 0.6 В, S = 25 мА/B. К данному элементу 
приложено напряжение (В) и = 0.2 + 08 cos wt. ^Вычислить постоянную 
составляющую 10 и первую гармонику Ц тока.

Так как cos 9 = (0.6—0.2)/0.8 = 0.5, то 9 = 60°.

Значения функций Берга:

у0 (9) = (1/л) (sin 9 — 9 cos 9) = 0.109,

(Э) = (ift) (& — sin 9 cos 9) = 0.196.

По формулам (11.15) находим = 25-0.8-0.109 = 2.18 мА, Ц = 
= 25 0.8 0196 = 3.92 мА. * i

Степенная аппроксимация. Пусть в окрестности рабочей 
точки Vo вольт-амперная характеристика нелинейного эле­
мента представлена в виде

i = Qo 4- {и — Vo) + а2(и~ V0)z 4-...; (11.16)

приложенное к нелинейному двухполюснику напряжение 

м(1) = Vo 4- t/mcoso«. (11-17)

Воспользовавшись известными формулами

cos2 х = х/2 (1 4- cos 2х),

cos3 х = х/4 (3 cos х 4- cos Зх),

cos4 х = х/8 (3 4- 4 cos 2х 4- cos 4х), 

cos5 х — х/1б (10cos х 4- 5 cos Зх + cos 5х),

путем подстановки (11.17) в (11.16) получаем
i(t) = (а0 4- Уг^^т 4" 3/и«4^ж 4" •■■) 4-

+ (a, V„ + Й + 7s«s cos at +

+ ("Лоз C'i + ‘До. Vi, + ...) cos 2a>t +

+ (7-03 V* + Visas Cl + ...) cos 3<nt + ... (11.18)

Отсюда вытекают следующие соотношения для расчета 
постоянной составляющей тока п амплитуд гармоник:

Л) = Oq 4- Уг^г^ж 4- 3/sO4^m 4- ... , 

71 = O1V№ 4- 4" Ув^^ж 4-

Ц = Угог^ж 4" Ув^иЦп 4-,

7з = У4О3 V„ 4- 5/1б^5 Vm 4- - -. ,

Общее выражение при произвольном номере гармоники п

(11-19)

Постоянная сос­
тавляющая и ам­
плитуды четных 
гармоник опреде­
ляются коэффици­
ентами степенного 
ряда с четными 
номерами. Ампли­
туды нечетных гар­
моник зависят 
лишь от ирчетных 
коэффициентов

таково: .
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к = О

Показательная аппроксимация. В случае, когда ВАХ двух­
полюсника аппроксимирована выражением

i (и) = b [exp (аи) — 1],

для вычисления спектра тока попользуют формулу

exp (т cos х) — /0 М 4- 2 £ 1„ (т) cos пх,

где 1к (т) — модифицированная функция Бесселя fc-ro индекса. 
Если к нелинейному двухполюснику с экспоненциальной 

характеристикой приложена сумма напряжений смещения н 
гармонического сигнала, т. е. и — Vo 4- Vm cos то 

i(f) = fe[exp(«^o)M«tU - 1] +

4- 2b exp (at/p) Z I* cos not. (11.21)

Вы
хо

д

Нелинейные искажении в усилителе с резистивной вагруз- 
кон. Трансформация спектра входного сигнала в нелинейных 
цепях является чрезвычайно важным явлением. С одной 
стороны, на нем основана работа целого ряда радиотехни­
ческих устройств (модуляторов, детекторов и т. д.), которые 
будут рассмотрены ниже; с другой, из-за нелинейности ха­
рактеристик возникают некоторые нежелательные эффекты, 
которые необходимо оценивать и учитывать.

Рассмотрим, например, транзисторный усилитель, нагруз­
кой которого служит резистор R„. В отличие от усилителя 
малых сигналов (см. гл. 8) будем полагать, что амплитуде 
входного гармонического сигнала VmBX достаточно велика 
для того, чтобы сделать обязательным учет нелинейности 
проходной характеристики транзистора /к («вэ)- Пусть в про­
стейшем случае эта характеристика при некотором выборе 
рабочей точки задается многочленом второй степени: 

*к = 4- а, (ивэ ~ Щ 4- а2 (иьэ — t/0)2 •

Подав на вход усилителя напряжение

иьэ = Uo 4- l/„,BXcoscol,

в коллекторной цепн будем иметь постоянную составляющую 
тока, а также токи, отвечающие первой и второй гармоникам 
частоты сигнала, причем на основании (11.19)
Ii=<hVnBX, h=a2V2mBX/2.

Этн гармоники тока, проходя через резистор нагрузки, 
создают на нем падение напряжения, которое является 
выходным сигналом. Для того -чтобы количественно оценить 
степень искажения сигнала на выходе усилителя, вводят
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величину км, называемую коэффициентом нелинейных иска­
жений усилителя п равную отношению среднеквадратнче- 
ского уровня всех высших гармоник тока к амплитуде тока 
полезного сигнала:

коэффициент нели­
нейных нсквжений

В данном случае

(11.22)

(11.23)

Заметим, что коэффициент нелинейных искажений увели­
чивается с ростом амплитуды сигнала.

11.3. Нелинейные резонансные усилители 
и умножители частоты

В технике редиопередающнх устройств широко приме­
няются резонансные усилители мощности. Их отличительная 
черта — работа при больших амплитудах входных напряжений, 
что делает обязательным учет нелинейного вида вольт-ам­
перных характеристик активных элементов (транзисторов или 
ламп).

Принцип работы нелинейного резонансного усилителя. Рас­
смотрим транзисторный усилитель (рис. 11.6, а) с нагрузкой 
в виде параллельного колебательного контура. На вход уси­
лителя подало напряжение u^(t) = Vo 4- t/mBXcoscoi; колеба­
тельный контур настроен на частоту сигнала: (Срез = со.

Предположим, что характеристика /к(^бэ) транзистора 
аппроксимирована отрезками прямых, и обратимся к рис. 
11.6,6. Ток в цепи коллектора имеет форму косинусоидаль­
ных импульсов с отсечкой. Этн импульсы обладают слож­
ным спектральным составом, однако ведущую роль в работе 
устройства играет лишь первая гармоника тока, частота ко­
торой совпадает с резопансной частотой контура; сопро-
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▲
решите задачу 2

14..ЫХ

1 — недоиппряжен- 
ный режим; 2 — пе­
ренапряженный ре­
жим

тивление колебательной системы на частотах 2со, Зсо и т. д. 
столь мало, что высшие гармоники практически не дают 
вклада в выходной сигнал.

Первая гармоника коллекторного тока создает на выходе 
полезное напряжение с амплитудой

(9). (11.24)

Аналогично, используя формулу (11.19), можно записать 
выражение амплитуды гармонического сигнала на выходе ре­
зонансного усилителя прн степенной аппроксимации характе­
ристики транзистора:

^вых = -RpUfll^Bx + 3Мз^вх + 7ва5^вх + -). (11.25)

Колебательпап характеристика. Так принято называть за­
висимость 17твых =/(Б'П|ВХ), вытекающую из формулы (11.24) 
или (11.25). Естественное требование к колебательной характе­
ристике — ее линейность, что особенно важно прн усилении 
AM-сигналов. Как видно, например, из выражения (11.24), 
колебательная характеристика в общем случае нелинейна, 
поскольку угол отсечки 9, а значит, и коэффициент Берга 
У! (9) зависят от амплитуды возбуждающего напряжения 
Смвх. Исключение составляет случай, когдв положение рабо­
чей точки совпадает с началом характеристики. При этом, 
как легко видеть, 9 = 90° независимо от VmBX.

Работа усилителя с углом отсечки 90° выгодна еще и 
потому, что в отсутствие высокочастотного сигнала (режим 
«молчания») постоянная составляющая коллекторного тока 
обращается в нуль. Данное обстоятельство благоприятно 
сказывается на КПД усилителя.

Важным параметром колебательной характеристики явля­
ется ширина ее линейного учета, который определяет 
динамический диапазон усиливаемых сигналов. Естественная 
причина, ограничивающая рост колебательной характеристи­
ки, состоит в следующем: при некотором критическом 
значении амплитуды входного сигнала колебательное 
напряжение на контуре становится близким по значению 
к напряжению источника питания £пит. Дальнейший рост 
амплитуды напряжения на контуре становится невозможным, 
поскольку при этом в некоторые моменты времени мгно­
венное значение напряжения на коллекторе транзистора 
становится малым. Как следствие, нормально запертый кол­
лекторный переход открывается и цепь коллектор — база — 
источник сигнала — источник питания резко шунтирует коле­
бательную систему усилителя.

Если VmBX>V^BX, то говорят, что усилитель работает 
в перенапряженном режиме. Этот режим непригоден для 
усиления AM-сигналов. Однако, значительно снижая напряже­
ние источника питания, резонансный усилитель можно пере­
вести в перенапряженный режим, превратив его в ограни­
читель амплитуды квазигармонических колебаний — полезное 
устройство, ликвидирующее паразитную амплитудную моду­
ляцию ЧМ- или ФМ-сигпалов.
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Энергетические соотношении а нелинейном резонансном уси­
лителе. Рассматриваемые здесь резонансные усилители — как 
правило, достаточно мощные устройства, н для них немало­
важен высокий коэффициент полезного действия. Чтобы вы­
числить КПД, необходимо знать мощность, потребляемую 
от источника питания: Рпит = £пит^о н полезную активную 
мощность, передаваемую колебательному контуру: Рпол = 
= 1/ИВЫх/1/2.

В мощных усилителях обычно стремятся максимально 
полно использовать источник питания, приближаясь к границе 
перенапряженного режима, т. е. С„8ЫХ» ЕП1П. Тогдв

КПД = Рпоп/Рпт = 1/2у1 (»уУо(Э). (11.26)

Исследуя отношение YiGO/YoOO, легко убедиться, что оно 
максимально и равно двум при S — 0°; с ростом 9 это 
отношение уменьшается, составляя п/2 = 1.57 при 90°. Поэтому 
с точки зрения эффективности использования источника 
питания выгоден режим с малым углом отсечки, когда 
КПД усилителя приближается к единице. Прн этом электрон­
ный прибор большую часть времени находится в запертом 
состоянии н теплового рассеяния мощности на коллекторе 
(аноде) не происходит. Однако прн этом резко снижается 
коэффициент Yi н Для получения заданной полезной мощ­
ности приходится существенно увеличивать амплитуду вход­
ного сигнала, что не всегда возможно. Принимая во внимание 
требование линейности колебательной характеристики, на 
практике идут на некоторое снижение КПД н выбирают 
угол отсечки, близкий к 90°.

Резонансное умножение частоты. Если в схеме резонанс­
ного усилителя, работающего с большой амплитудой вход­
ного сигнала, колебательная система будет настроена на 
частоту гко — частоту одной из высших гармоник входного 
сигнала, то данное устройство может использоваться в ка­
честве умножителя частоты.

Потребность в умножителях возникает, например, при 
создании источников гармонических колебаний с высокой ста­
бильностью частоты, если непосредственное генерирование 
таких колебаний в заданном частотном диапазоне невоз­
можно, одиако в распоряжении имеется весьма стабильный 
низкочастотный генератор.

Расчеты умножителей частоты н нелинейных резонансных 
усилителей в принципе не. отличаются. По аналогии с (11.24), 
амплитуда выходного сигнала умножителя прн кусочно­
линейной аппроксимации

= SRpM^ (&). (11.27)

Трудность создания резонансных умножителей частоты 
заключается в низких значениях у„(9) прн большой крат­
ности умножения. Поэтому следует выбирать углы отсечки, 
максимизирующие’ соответствующие коэффициенты Берга. 
Чем выше скважность последовательности импульсов кол­
лекторного трка, тем богаче их спектральный состав. Отсюда 

Импульсы с ма­
лым углом отсечки
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<1>1 (1>2

Спектр бигармони- 
ческого сигнала

▲
решите задачу 3

следует, что, желая создать умножитель с высокой крат­
ностью, следует выбирать малые углы отсечки. Анализ 
функций (S) показывает, что существует оптимальный угол 
SotlT, причем

допт=1807и. (11.28)

Именно таким должен быть угол отсечки тока в умно­
жителе частоты при фиксированном значении амплитуды воз­
буждающего напряжения.

11.4. Безынерционные нелинейные преобразования 
суммы нескольких гармоннчрских сигналов

Свойство нелинейной цепи обогащать спектр, создавая 
на выходе спектральные составляющие, первоначально от­
сутствующие на входе, ярче всего проявляется, если входной 
сигнал представляет собой сумму некоторого числа гармо­
нических колебаний с различными частотами. Эффект воз­
никновения большого числа новых спектральных составляю­
щих лежит в основе важных для радиотехники нелинейных 
преобразований сигналов.

Бнгармоническое воздействие иа нелинейный элемент со сте- 
иенной характеристикой. Будем изучать нелинейный двухпо­
люсник, вольт-амперная характеристика которого для конкрет­
ности описывается многочленом 2-й степени:

1 (и) = а0 + а2 (и - VQ) + а2(и- ис)2. (11.29)

Приложенное напряжение помимо постоянной составляю­
щей содержит два гармонических колебания с различными 
частотами сох и сог; амплитуды колебаний равны Vml и C/w2 
соответственно:

и = Vo 4- coscoit 4- l/m2cosco2t. (11.30)

Такой сигнал в радиотехнике принято называть бигар- 
моническим воздействием. Он очень удобен для выяснения 
принципиальных особенностей преобразования спектра в не­
линейных цепях.

Подставим сигнал (11.30) в формулу (11.29):

i (Г) = а0 4- ai Vnl cos coxt 4- fli cos co2t 4- a2 cos2 cojt 4-

4- 2a2 Vml V„2 cos cojt cos 4- a2 V^2 cos2 co2t.

Выполнив элементарные тригонометрические преобразова­
ния и сгруппировав члены, приходим к следующему спект­
ральному представлению тока в нелинейном двухполюснике: 

i(t) = a0 + '/2"2(1'»1 + v22) + a1Vm2 cosco.t + o,V„2cosco2t + 

+ lha2 Vi,2 cos 2шг1 + l/2a2 VH,2 cos 2m2t + 

+ a2 U„t V„2 cos (co, + co2) t + a2 L'm, V„2 cos (co, - co2) t.

(11.31)

Видно, что в составе тока присутствуют слагаемые, 
встречавшиеся ранее: постоянная составляющая, а также 



11.4. Нелинейные преобразования суммы гармонических сигналов 279

первые н вторые гармоники обоих источников входного 
сигнала. Принципиально новым является появление двух 
гармонических составляющих с частотами coj + cdj и со( — со2. 
Амплитуды этих колебаний, равные azUniUna, в одинаковой 
мере зависят от амплитуд входных сигналов н обращаются 
в нуль, если один из источников на входе отсутствует. 
Это свидетельствует о том, что из-за нелинейности рассмат­
риваемого двухполюсника в нем происходит взаимодействие 
колебаний, соответствующих отдельным гармоническим со­
ставляющим входного сигнала. На рис. 11.7 изображена 
полная спектральная диаграмма тока в двухполюснике при­
менительно к выбранному виду входного сигнала.

Влияние кубичного члена вольт-амперной характеристики. 
Несколько усложним задачу и будем считать, что в составе 
вольт-амперной характеристики i(u) имеется кубическое сла­
гаемое, которое обусловливает дополнительный ток

13(1) = Оз(«-Г„)3. (11.32)

о (1>|—(1>2 ' ч-*'■' •U7 1 2о2 о)|+о)2 2(0,
.4 '■

Рис. 11.7. Спектральная диаграмма тока в велннейвом двухполюс­
нике с вольт-амперной характеристикой, описываемой квадратичным 
мвогочленом (входной сигнал — бнгармоническое колебание, спектр 
которого на рисунке выделен)

Подставив сюда сигнал (11.30), получим

<3 (Г) = «3 [(% , + ’/2 Г32) cos m, t +

+ (7.Г32 + 3/2L^iC„2)cosoj2t + 74L,3i cos3co,t +

+ COS 3<n2t + 3/4ri, rm2 cos (2ш, + mJ t +

+ 3/i^tC'm2cos(2<»1 - co2)t +

+ 3/4Гт1 Via cos (2m2 + C0i) t +

+ 74r„1b32cos(2<B2-a>1)t. (11.33)

Видно, что, с одной стороны, кубичное слагаемое не­
сколько изменяет уровень амплитуд первых гармоник тока, 
имеющих частоты со( и со2. Существеннее, одиако, появле­
ние новых спектральных составляющих с частотами 3cot, Зсо2, 
2d>i + со2, 2a>i — со2, 2со2 + сох, 2со2 — coj.

Комбинационны^ частоты. Рассмотрим общую постановку 
задачи о воздействии нескольких гармонических сигналов 
с разными частотами на безынерционный нелинейный эле­
мент.
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Пусть к данному элементу приложено М напряжений 
сигналов, имеющих вид

«с1 (0 = Uml COS (COJ t + ф1) = Cffll COS ,

uc2 (t) - t/m2 -cos (согГ 4- ф2) = Um2 cos ф2,

Эта формула обоб­
щает принцип спек­
трального анализа 
периодических сиг­
налов на случаи 
функции, завися­
щей от нескольких 
аргументов [16]

ucM (t) — UmM COS ((0Mt 4- фм) = UmM COS .

По отношению к одному из этих источников, скажем, 
с частотой соь нелинейный элемент представляет собой двух­
полюсник, описываемый вольт-амперной характеристикой

i = W-lCOSlh, 14.2 COS ф2, L'r^cosvhvf). (11.34)

Выражение (11.34) представляет собой функцию М незави­
симых аргументов ф],* ф2, по каждому из них
функция периодична с периодом 2л, поэтому она может быть 
разложена в М-кратный ряд Фурье:

<(Фь Фг, ■■■■Фм) = f, Е — Е С„1Л2..„мх

П1 = -сои2 = -со пд<=-со

X ехр [/• (п 1 ф, + и2ф2 + ... + лмфм)] ■ (11.35)

Коэффициенты данного ряда

с»,= (2п)м J ■ с<»Ф1. (Л-гССйф;.........

.... С'„„С05ф„)ехр[-;(П1ф1 + л2ф2 + ...

... + лмфм)] йф,<1ф2... <1фм. (11.36)

Функция i (фь ф2, ..., фм) — четная по каждому из аргу­
ментов, поэтому ряд (11.35) фактически имеет вид

>(Ф1,Фг,...,Фм) = Ё Ё ••• Ё х

П,= -00П,= -00 пм=-00

X cos (пJ 4- п2ф2 4-... 4- ммфм).

Амплитудные коэффициенты этого ряда /|я,||и»|...|и*г| = 
= 2ReCni„2 „м не зависят от того, какие знаки (положитель­
ные или отрицательные) имеют индексы суммирования.

Полученное общее решение дает возможность представить 
ток в рассматриваемом двухполюснике как функцию вре­
мени:

>«= Ё Ё Ё х

л, = — <х>п3=*— со ПМ'=~ л

х cos [(«1O>1 + л2<02 + ... + Лм<»м) t +

+ (П1Ф1 + п2Ч>2 + ■■■ + Пм4>м)1 ■ (1137)
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Всевозможные частоты гармонических колебаний, входящие 
в формулу (11.37), называют комбинационными частотами: 

|ю„м = In.Oi + П2т2 + ... + «м<»мь] (11.38)

где ль п2, ..., пм — любые целые числа, положительные и 
отрицательные, включая нуль.

Таким образом, показано, что спектр тока в безынерцион­
ном нелинейном двухполюснике, находящемся под воздей­
ствием нескольких гармонических сигналов с различными 
частотами, образован в общем случае бесконечной совокуп­
ностью комбинационных частот вида (11.38).

Комбинационные частоты принято группировать, объеди­
няя вместе все час+оты, для которых

|«i I + | и21 + ... + |иА| +... = (11.39)

Число N называют порядком комбинационной частоты.
Рассмотренный ранее частный пример показывает, что 

в спектре тока, проходящего через нелинейный элемент с 
характеристикой, содержащей степени не выше 3-й, прн воз­
буждении системы суммой двух гармонических сигналов 
наблюдаются комбинационные следующие частоты:

комбинационные 
частоты

N Частоты

1 (0х, 0)2
2 2сох, 2со2, (0х + О2, CDt — (02
3 Зсох, 3(О2, 2(ох + <1>2, 2coi — Шг, 2со2 + 2со2 —

Можно заметить закономерность: слагаемое со степенью 
N в вольт-амперной характеристике элемента дает комбина­
ционные составляющие с предельным порядком, равным сте­
пени этого слагаемого. Прн этом если N — четное число, 
то возникают комбинационные частоты четных порядков: 
N, N — 2, N — 4, ... вплоть до N = 0 (постоянная состав­
ляющая). Если же N нечетно, то порядки комбинационных 
частот также нечетны: N, N — 2, N — 4, ... вплоть до N = 1.

▲
решите задачу 3

Пример 11.3. Нелинейный двухполюсник имеет кубическую ВАХ 
i (и) = а3 (и — С'о)3. Входное напряжение является суммой трех гар­
монических колебаний: u(t) = С'с + + C'm2COSG12f + L'^cosatji.
Найти частоты всех комбинационных составляющих тока.

Поскольку степень ВАХ равна трем, будут наблюдаться ком­
бинационные частоты с N = 1 н N = 3.

Комбинационные частоты 1-го порядка: ь>1, е>2, (оэ. 
Комбинационные частоты 3-го порядка: За»], Зш2, Зшз/

I + о)х + (о2 ± ш31, | + 2(»1 + о21, | + 2сох + (Оз |, | + 2со2 + сох |,

I +2со2 ± Оз |, | +2со3 ±юх |, | ±2со3 + со21.

Фактически необходимо учитывать лишь различающиеся часто­
ты. Так, выражениям 2сох + со2 н — 2сох — 2со2 отвечает одна и та же 
частота.
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Эффекты, сопровождающие нелинейные преобразования не­
скольких колебаний. Возникновение комбинационных состав­
ляющих в выходном сигнале безынерционного нелинейного 
преобразователя, а также зависимость амплитуд комбина­
ционных колебаний на выходе от амплитуд сигналов на 
входе обусловливает ряд принципиально важных эффектов, 
с которыми приходится сталкиваться прн построении радио­
технических устройств и систем.

К числу таких явлений относится в первую очередь перенос 
модуляции с одной несущей частоты на другую.

Пусть, например, к входу нелинейного двухполюсника с 
кубической ВАХ

< (к) = Оо + о, (и - Vo) + Оз (и - I'o)3 (11-40)

помимо постоянного напряжения смещения Vo приложена 
сумма двух напряжений: однотонального AM-сигнала пс1 = 
= 1/М1 (1+ Mcosnt)coso)1r и немодулированиого сигнала 
пс2 = V„2coso2t.

На основании формулы (11.33) убеждаемся, что составляю­
щая тока с частотой со2 имеет при этом амплитуду

4.2 =<hVm2 + 74a3ltf2 + 3/2аМ (t) l/m2 =

= О1Щ2 + 3/ifl3t/^2 + 3/2a3^ml^m2 x

x (1 + 7гМ2 + 2A/cosfit + */2Л/2cos2£lt). (11.41)

интермодуляция

электромагнитная 
совместимость

усиление н подав­
ление сигналов 
в безынерционном 
нелинейном эле­
менте

Видно, что рассматриваемая составляющая представляет 
собой AM-колебание, промодулированиое частотами П н 2Q. 
Налицо перенос модуляции с несущей частоты coi на новую
несущую частоту со2.

Из формулы (11.33) следует, что промоделированными 
по амплитуде окажутся также комбинационные колебаипя 
с частотами 2o>i + со2, 2coj — со^ 2со2 4- coj и 2со2 — coj.

Описанное здесь явление в радиотехнике называют 
интермодуляцией. Следствием его может оказаться весьма 
ощутимое снижение работоспособности приемного устройст­
ва, которое содержит нелинейный элемент, возбуждаемый 
несколькими сигналами. Если даже частоты этих сигналов 
существенно отличаются от номинальной рабочей частоты 
приемника, одна или несколько комбинационных частот могут 
попасть в полосу пропускания и быть приняты наравне с
полезным сигналом.

Борьба с ннтермодуляционнымн сигналами — одна из 
составных частей работы по обеспечению электромагнитной 
совместимости (ЭМС) радиоэлектронных средств.

К интермодуляции близко примыкает явление, состоящее 
в том, что за счет нелинейного взаимодействия происходит 
усиление или подавление одного сигнала другим. Проиллюст­
рируем это на примере нелинейного элемента с ВАХ вида 
(11.40). Пусть на входе действуют два немодулироваиных 
сигнала с различными частотами: ис1 = l/wi coscojf и uc2 = 
= [/„гСОвсогГ. Амплитуда тока 1№2 в соответствии с фор­
мулой (11.41) существенным образом зависит не только от
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«собственной» амплитуды 17м2, но и от амплитуды Uml 
источника с частотой соЛ. Характер этой зависимости опре­
деляется знаком коэффициента * а3. Если а3 > О, то второй 
сигнал усиливается за счет энергии первого. Если же а3 < О, 
то, наоборот, наблюдается подавление одного сигнала другим.

Отметим, что нелинейное подавление всегда проявляется 
по отношению к более слабому сигналу. Сильная помеха может 
настолько подавить слабый полезный сигнал, что дальнейшее 
его усиление становится практически невозможным из-за 
шумов. Однако встречается и обратная ситуация — сильный 
полезный сигнал, взаимодействуя в нелинейном элементе 
приемника со слабой помехой, подавляет ее, так что качество 
приема улучшается.

11.5. Получение модулированных радиосигналов

Подавая на безынерционный нелинейный элемент сумму 
исходных колебаний, в выходном сигнале можно наблюдать 
всевозможные комбинационные составляющие. Если теперь 
пропустить выходной сигнал через линейный частотный 
фильтр, то можно выделить ряд полезных компонентов 
преобразованного сигнала. На этом принципе основана ра­
бота большого числа радиотехнических устройств, в част­
ности модуляторов.

Принцип работы амплитудного модулятора. Амплитудным 
модулятором называют устройство, создающее на выходных 
зажимах AM-сигнал вида иАм (t) = Um (1 + М cos fit) cos <oot 
при подаче на входы цепи гармонического несущего коле­
бания uHec(t) = UWHec coscDflt и низкочастотного модулирующе­
го сигнала имод (t) = С'„мод cos fit. Чаще всего амплитудные 
модуляторы строят, используя эффект преобразования спектра 
суммы даух сигналов в безынерционном нелинейном эле­
менте.

Простейшим амплитудным модулятором служит нелиней­
ный усилитель, у которого резонансный коитур в выходной 
цепи настроен на частоту несущего колебания. К входу 
модулятора приложено напряжение

пвх (t) = Ь'о + итыо |Д cos fit + итиес cos (Dot. (11.42)

Принцип работы данного модулятора поясняется осцилло­
граммами напряжений и токов, показанными на рте. 11.8.

Для определенности, считается, что проходная характе­
ристика транзистора аппроксимирована отрезками даух пря­
мых. За счет того, что рабочая точка перемещается в такт 
с низкочастотным модулирующим колебанием, происходит 
непрерывное изменение угла отсечки несущего сигнала. 
Амплитуда первой гармоники последовательности импульсов 
коллекторного тока оказывается не постоянной во времени. 
Колебательный контур фильтрует коллекторный ток, выделяя 
на выходе AM-сигнал, т. е. несущее колебание с переменной 
амплитудой, пропорциональной полезному модулирующему 
сигналу.

принцип работы ам­
плитудного моду­
лятора с кусочно­
линейной характе­
ристикой
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Рис. 11.8. Токи и напряжения в амплитудном модуляторе

Пример 11.4. Транзистор, используемый в амплитудном модуля­
торе, имеет характеристику с изломом в точке Он = 0.6 В. Ампли­
туда несущего колебания на входе С'тнес = 0.4 В, амплитуда 
модулирующего сигнала С'„мод = 0.1 В, начальное смещение Uq = 
= 0.6 В. Определить коэффициент амплитудной модуляции М.

В соответствии с исходными данными рабочая точка переме* 

щается в пределах от Uo + <7тмод = 0.7 В до Uq— итм0Д — 0.5 В. 
Отсюда находим предельные значения угла отсечки:

®тах =arccos[(0.6— 0.7)/0.4] = 1.823 рад,

ЭтЬ1 = агссоз [(0.6— 0.5J/0.4] = 1318 рад. ▲

Амплитуда первой гармоники коллекторного тока пропорцио- решите задачу 4 
иальна функции Берга Yi (3), которая изменяется в пределах от

71 (Этак) = (1/я) (Этак ~ 8Ш Зтах COS Зт,х) = 0.657

до

71 (Этт) = (1/я) (»и1п - sin »min cos »min) = 0342.

Следовательно, коэффициент модуляции выходного сигнала

0.657-0342

0.657 + 0342

Аналитическое рассмотрение. Процесс получения АМ-сиг- 
нала можно изучить аналитически, применив развитую выше 
теорию комбинационных частот. Пусть на входе нелинейного 

____________ <о элемента с характеристикой простейшего вида (11.29) дейст- 
0 <1____________________ вует напряжение йп (t) = Uq + UmMOjl cos lit + 17жнес cos coot, при­

чем COq »li.
В составе тока, проходящего через даухполюсник, можно 

выделить составляющие с частотами, близкими к соо, которые 
образуют амплитудно-модулированный ток

со 
+ П0

»АМ (0 = «1^тнес COS (^t + 
+ ^2VmHecl/mM0A COS (C0q + li) t 1/лнес1/тмол COS (Wq li) t.

(11-43) 
Как известно (см. гл. 4), относительный уровень боковых 

колебаний по сравнению с несущим колебанием ра>ен М/2.
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Рис. 11.9. Структурная схема балансного модулятора

Из формулы (11.43) 'следует, что в данном случае коэффи­
циент амплйтудной модуляции выходного сигнала

М = (2а2/«1)^имод. (11.44)

Получение сигналов с балансной модуляцией. Схему ампли­
тудного модулятора можно видоизменить таким образом, что 
на выходе устройства будет получен сигнал с подавлением 
несущим колебанием, т. е. сигнал с балансной модуляцией 
(см гл. 4).

Структурная схема балансного модулятора представлена 
иа рнс. 11.9.

Здесь несущее гармоническое колебание с частотой соо 
сннфазно подаодится к нижним входам двух одинаковых 
амплитудных модуляторов АМ^ и АМ2. Модулирующий сиг­
нал s(t) поступает на модулятор Aftfx через инвертор Иъ 
имеющий коэффициент передачи, равный —1. Поэтому на 
выходах модуляторов будут получены сигналы

Г1(г) = Л[1-Ms(t)]cosiOQt,
V2 (t) = А [1 + Ms (t)] COS G)ot, ' ' '

где A — постоянный коэффициент.
Инвертор И2 изменяет знак сигнала г, на противополож­

ный, так что выходной сигнал

“вых (0 = г2 — Г1 = 2 AMs (t) cos o0t (11.46)

представляет собой произведение модулирующего и несущего 
колебаний, т. е. действительно является балансно-модулнро- 
ванным колебанием.

Получение сигналов с угловой модуляцией. В ЗО-х годах 
Армстронг предложил эффективный метод получения радио­
сигналов с угловой модуляцией (ЧМ- и ФМ-сигналов). Струк­
турная схема модулятора Армстронга изображена иа 
рис. 11.10.

Здесь к одному из входов сумматора приложен сигнал 
t>i, поступающий с балансного модулятора БМ. На второй 
вход сумматора подается, немодулированиый сигнал г2 с вы­
хода фазовращателя, изменяющего фазу гармонического сиг­
нала несущей частоты на 90° в сторону запаздывания. 
Таким образом, сигнал на выходе данного модулятора 

“вых (t) = L'n.iS (t) COS (Hot + <7m2 Sin <oot, (11.47) 

Спектр сигнала

н колебания на вы­
ходе балансного 
модулятора

Эдвин Армстронг 
(1890-1954) - нз- 

.вестный американ­
ский радиоинженер 
н изобретатель

где Umi и I7m2 — некоторые постоянные амплитуды.
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О

О

Рнс. 11.10. Модулятор Армстронга

Для того чтобы убедиться, что формула (11.47) действи­
тельно описывает сигнал с угловой модуляцией, рассмотрим 
векторную диаграмму этого колебания. Немодулнрованной 
составляющей Un2 sin <oot отвечает постоянный вектор ОВ 
длиной Um2. Балансно-модулированный сигнал Unls (t) cos <oot 
отображается вектором ВА. Длина этого вектора 
непостоянна во времени, однако он всегда перпендикулярен 
вектору ОВ. Ясно, что результирующий вектор ОА с тече­
нием времени будет поворачиваться, имея центр вращения в 
точке О. Угол <р (Г), входящий в выражение ф (t) = coqT + <р (t) 
полной фазы сигнала на выходе модулятора, очевидно^ 
можно иайти из соотношения tg<p(t) = C'mls(t)/L'„2-

Обычно стремятся получить линейную зависимость между 
сигналом s(t) и фазовым углом <р (t). Для этого устанавли­
вают такой режим работы модулятора, когда -с иж2, так 
что

<p(t)»Umls(t)/U„2. (11.48)

В этом случае мгновенная частота выходного сигнала 
приближенно пропорциональна производной низкочастотного 
передаваемого колебания:

(1)« <оо + L'„,s' (t) Um2. (11.49)

Векторные диа­
граммы сигнала на 
выходе модулято­
ра Армстронга в 
дна последователь­
ных момента вре­
мени t] И t2

Итак, модулятор Армстронга согласно выражению (11.48) 
должен работать с малым индексом модуляции, т. е. с ма­
лой девиацией частоты. Чтобы преодолеть этот недостаток, 
в передатчиках ФМ- и ЧМ-сигналов после модулятора 
предусматривают многократное умножение частоты. Если на 
входе умножителя девиация частоты составляет Дсо, то на 
выходе она будет равна «Дю, где п — кратность умножения.

11.6. Амплитудное, фазовое 
и частотное детектирование

Объединяя нелинейные элементы с соответствующими 
линейными частотно-избирательными звеньями, можно.созда­
вать устройства для детектирования (демодуляции) радио­
сигналов. Ниже будет рассмотрена теория работы важней­
ших видов детекторов.

Прияцив детектирования АМ-снгналов. Операция амплитуд­
ного детектирования прямо противоположна амплитудной 
модуляции. Имея на входе идеального детектора АМ-коле-
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бание uBX(t) = UmBX(l + Л/cos£2t)coscoot, следует получить на 
выходе низкочастотный сигнал ивых(0 = ЦпвыхСОвПг, пропор­
циональный передаваемому сообщению. Эффективность ра­
боты детектора принято оценивать коэффициентом детекти­
рования

коэффициент 
тектирования

де-

(11.50)

равным отношению амплитуды низкочастотного сигнала на 
выходе к «размаху» изменения амплитуды высокочастотного 
сигнала на входе.

Можно осуществить детектирование, подав AM-сигнал на 
безынерционный нелинейный элемент н предусмотрев после­
дующую фильтрацию низкочастотных составляющих спектра.

Рассмотрим схему так называемого коллекторного детек­
тора, представляющего собой транзисторное устройство с 
нагрузкой в виде параллельной RC-цепн. Для того чтобы 
нагрузочная цепь выполняла роль частотного фильтра, по­
давляющего высокочастотные спектральные составляющие, 
потребуем выполнение неравенств

| 1/(<0(А) « Я» 1/(ПСя) 3> Я„7| (11.51)

Это означает, что для сигнала с частотой модуляции li 
нагрузка детектора практически резистивна и равна Кн, в то 
же время модуль сопротивления нагрузки, а значит, и коэф­
фициент перед ачи системы на несущей частоте со^ пренебрежимо 
мал.

Пусть входное напряжение на базе транзистора

Кбэ (t) = Vo + VWBX (1 + М cos lit) cos gv ,

причем амплитуда UraBX достаточно велика для того, чтобы 
можно было воспользоваться кусочно-линейной аппроксима­
цией вольт-амперной характеристики нелинейного элемента. 
Положим также для простоты, что L'o = U„ и угол отсечки 
тока 9 = 90° независимо от изменения во времени амплитуды 
входного сигнала. Процессы в коллекторном детекторе ил­
люстрируются графиками рис. 11.11.

V

Схема коллектор­
ного детектора

Неравенства 
(11.51) заведомо 
могут выполнять­
ся, если входной 
сигнал достаточно 
узкополосен, т. е.

Рис. 11.11. Осциллограммы токов и напряжений в коллекторном 
детекторе
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Последовательность импульсов коллекторного тока ока­
зывается промодулированной по амплитуде; нулевая состав­
ляющая тока медленно (с частотой Q) изменяется во вре­
мени, причем

/ок (0 = (1 + М cos £2t) ус (90°) =

= 0.3185UmBX(l + М cos fit)-

Выходное напряжение детектора
пвых (t) = £цит — /ок (0 К. =

= ЕП|П —0.3185K,UmM(l +Mcosnt), (11.52)

откуда коэффициент детектирования

Лдет = 0.3185/?н. (11.53)

режим линейного 
детектирования

Существенно, что здесь амплитуды сигналов на входе и на 
выходе связаны прямой пропорциональностью. Поэтому такой 
режим работы детектора ,принято называть линейным. Его 
отличительная черта — отсутствие искажений передаваемого 
сообщения.

Квадратичное детектирование. Рассмотрим отдельно важ­
ный для приложений случай детектирования слабых сигна­
лов, когда вольт-амперная характеристика должна быть 
аппроксимирована степенной зависимостью вида

i (u) = Oq + а{ (и,,* - С0) + а2(«вх- Uo? +— (11.54)

нелинейные иска­
жения прн детекти­
ровании

Ограничимся лишь выписанными здесь членами и пред­
положим, что на детектор подано напряжение АМ-сигнала 
вместе с постоянным смещением Uq:

uBX(t) = Uo + UmBK (1 + Л/cos fit) cos eV • (11.55)

Подставив (11.55) в (11.54), обнаружим среди разнообраз­
ных комбинационных колебаний, присутствующих в токе, 
следующую низкочастотную составляющую:

<Нч(0 = cosfit + 1/4«2C'2BXAf2cos2Qt. (11.56)

Благодаря фильтрующему действию нагрузочной RC-цепи 
выходной сигнал будет определяться именно этим током:

(I) = - O2R,Ui„Mcos £lt -

- 74a2«„C'2„M2cos2«l. (11.57)

Полезный эффект детектирования пропорционален здесь 
величине поэтому детектирование AM-сигналов с ма­
лыми амплитудами является квадратичным. Наличие в (11.57) 
слагаемого, пропорционального cos2Qt, говорит о том, что 
квадратичное детектирование сопровождается искажениями 
передаваемого сообщения. Введя коэффициент нелинейных 
искажений к^, равный отношению амплитуд выходных коле­
баний с частотами 2Q и О, находим из (11.57), что к^ = М/4. 
Нелинейные искажения оказываются весьма значительными 
при глубокой амплитудной модуляции на входе. Поэтому в 
радиоприемных устройствах желательно, чтобы амплитуда
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несущего колебания AM-сигнала, подаваемого на детектор, 
составляла несколько вольт. При этом реализуется режим 
линейного детектирования и нелинейных искажений не возни­
кает.

Днодньв детектор АМ-снгналов. Широко используется 
диодный детектор, особенно пригодный для работы с сигна­
лами большого уровня Такой детектор образован последова­
тельным соединением диода и параллельной RC-цепи, кото­
рая выполняет роль частотного фильтра. Параметры RC-цепи 
выбирают согласно условиям (11.51).

Будем считать, Что диод имеет кусочно-линейную ВАХ 
с нулевым напряжением начала?

и < О, 
и>0.

Для нормальной работы детектора необходимо^ чтобы 
сопротивление резистора нагрузки R„ значительно превышало 
сопротивление диода в прямом направлении, т. е. чтобы 
SRH » 1. Пусть на вход детектора подан немодулированный 
гармонический сигнал uBX(t) = UmBX coso^t. Конденсатор заря­
жается через открытый диод гораздо быстрее, чем разряжа­
ется через высокоомный резистор нагрузки. Поэтому осцилло­
грамма выходного сигнала представляет собой пилообразную 
кривую с малой относительной высотой зубцов. Средний 
уровень выходного напряжения близок к амплитуде входного 
сигнала. Таким образом, диод бдлыпую часть периода 
оказывается запертым.

Пренебрежем указанным непостоянством выходного сиг­
нала и будем считать, что 17вых — постоянная величина. 
Заметим далее, что напряжение С'вых приложено к диоду в 
обратном направлении и служит для него напряжением 
смещения 170 = — 17вых. Коэффициент детектирования данного 
устройства

кдст = VBblx/UWBX = cos 9 

t

может быть сделан близким к единице, поскольку ивых» 
» ^тт» а значит, угол отсечки тока достаточно мал.

Угол отсечки находят из соотношения

-U0 = MH = 5UmBXy0(9)7?«,

откуда следует трансцендентное уравнение

cos 9 = (S7?h/k) (sin 9 — 9 cos 9) 

Выходное напря­
жение в диодном 
детекторе близко 
к амплитуде вход­
ного сигнала

или 

tg 9 — 9 = n/(SRH). (11.58)

При SRK » 1 корень этого уравнения близок к нулю, так 
что из (11.58) вытекает формула для расчета коэффициента 
детектирования:

(11.59)“

При малых, 9 име­
ет место: tg9» 
«9 + 93/3
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Пример 11.5. Диодный детектор имеет параметры: R„ = 18 кОм, 
S = 10 мА/B. Определить коэффициент детектирования данного 
устройства.

Безразмерное произведение SRU =180 достаточно велико, поэто­
му можно воспользоваться формулой (11.59), которая дает 

к*, = cos [^3.14-3/180] = 0.93.

Если на вход диодного детектора поступает AM-колебание, то 
при выполнении условий (11.51) выходное иадряжение детектора 

«отслеживает» мгновенный уровень амплитуды входного сигнала.

С этими обстоя­
тельствами при­
ходится считаться 
при проектирова­
нии радионрием- 
ных устройств, 
обеспечивая тща­
тельную частот­
ную фильтрацию 
номех в линейных 
цепях до ампли­
тудного детектора

Взаимодейстаие сигнала и помехи в амплитудном детекторе. 
Предположим, что на входе идеального линейного детектора 
AM-сигнала с известным коэффициентом детектирования кд^ 
присутствует сумма полезного одиотонального АМ-колебания 
н немодулироваиного колебания помехи:

UBX (0 = Umc (i+M cos fit) cos о^г + Umn cos tont;

частоты (Oq и соп в общем случае различны.
Выходной сигнал детектора пропорционален физической 

огибающей колебания uBX(t). Чтобы вычислить этот сигнал, 
воспользуемся понятием сопряженного сигнала йвх (t) (см. гл. 5), 
который, очевидно, записывается так:

йдХ (О = Uпс (1 + М cos fit) sin erf + Umn sin eV, 

откуда
(t) = кж ]/ujx + =

= [1 + (^im/^тн)2 (1 + 2M COS fit + COS2fit) +

+ 2(Umc/Umn)(l + Mcosfit)cos(€Oo-con)t]I/2. (11.60)

Рассмотрим случай, когда полезный сигнал значительно 
слабее помехи, т. е. UmJUma -с 1. Будем интересоваться по­
лезной составляющей выходного колебания, которая изменя­
ется во времени пропорционально передаваемому сообщению 
cosfit. Разлагая радикал, входящий в (11.60), в ряд по сте­
пеням малого параметра Umc/I7mn, убеждаемся, что данная 
спектральная составляющая создает на выходе колебание 

1/поя(0 = ^итс(и^ипя)М cosfit. (11.61)

Видно, что с ростом амплитуды помехи происходит по­
давление полезного сигнала. Это явление уже обсуждалось 
ранее в настоящей главе.

Вредное действие помехи проявляется также в том, что 
на выходе детектора может возникнуть большое число 
комбинационных колебаний из-за нелинейного взаимодействия 
сигнала и помехи.

Фазовое детектирование. Известно много схем фазовых 
детекторов — устройств для демодуляции колебаний с полной 
фазой ф (t) = toot + <p (t), промодулированных по фазовому 
углу. Работа таких детекторов основана на нелинейном
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взаимодействия модулированного сигнала с немодулирован- 
ным опорным колебанием, которое должно создаваться 
вспомогательным внешним источником.

Пусть, например, к нелинейному безынерционному даух- 
полюснику с ВАХ вида i(u) = oq + а2и + а2и2 приложена 
сумма даух напряжений:

и (t) = + и2 - sin [озо1 + <р (t)] + U„2 cos toot.

Из-за квадратичного слагаемого характеристики в токе 
будет присутствовать составляющая, которая описывает нели­
нейное взаимодействие колебаний:

i„ (t) = 2я2 UmI U„2 sin [<oot + <p (t)] cos <oot =

= я2С'т1 V„2 sin ф (t> + a2L'ml U„2 sin [2ow + ф (t)]. (11.62)

Второму слагаемому в последней части формулы (11.62) 
отвечает высокочастотный сигнал со средней частотой 2со0, 
который без труда подавляется линейным фильтром нижних 
частот (например, RC-цепью). Первое слагаемое в (11.62) 
описывает низкочастотный ток

1Нч (I) = я2 U„, U„2 sin Ф (Г) « Я2ит11/„2ф (1), (11.63)

приближенно пропорциональный передаваемому сообщению 
<р (t), если девиация фазы (индекс модуляции) детектируемого 
сигнала достаточно мала.

При создании фазовых детекторов неизбежны трудности, 
связанные с требованием жесткой стабилизации фазы коле­
баний опорного генератора.

Частотное детектирование. При частотной модуляции, как 
известно^ полезное сообщение пропорционально отклонению 
мгновенной частоты сигнала от частоты несущего колебания. 
Рассмотрим некоторые способы демодуляции ЧМ-сигналов.

Частотную модуляцию можно превратить в неглубокую 
амплитудную модуляцию, подавая демодулируемый сигнал 
на линейный частотный фильтр, настроенный таким образом, 
чтобы в разложении АЧХ

| К (/из) | = | К (/to0) | + | К (/too) Г (<о - <оо) +...

коэффициент | К (/too) Г был отличен от нуля. Тогда, полагая, 
что частота детектируемого сигнала <o(t) — соо + Дез cos fit, 
получим на выходе фильтра сигнал со сложной амплитудно­
угловой модуляцией. Мгновенная амплитуда переменной 
составляющей этого сигнала изменяется во времени по 
закону

1/твыД1) = B0|K(/(o0)|'Aa>cosnt, (11.64)

где Во — постоянный коэффициент, т. е. повторяет по форме 
передаваемое сообщение.

Окончательная, обработка сигнала проводится обычным 
АМ-дегектором, включенным на выходе фильтра.

Рассмотренному способу частотного детектирования при­
сущ ряд недостатков — высокие требования к качеству огра-

1*0)1

Чтобы превратить 
ЧМ в AM, доста­
точно расположить 
несущую частоту 
соо на «склоне» ам- 

нлнтудно-частот- 
нон характеристи­
ки резонансного 
контура
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Отметим, что АМ- 
детектор принци­
пиально нечувстви­
телен к непосто­
янству во времени 
мгновенной часто­
ты сигнала, пода­
ваемого на его 
вход

ничения возможной паразитной AM на входе фильтра, 
а также недостаточная линейность характеристики детекти­
рования.

Лучшие результаты обеспечивает способ, основанный на 
преобразовании ЧМ-сигнала в ФМ-сигнал при помощи ли­
нейного частотно-избирательного фильтрв с последующим 
фазовым детектированием. При таком методе демодуля­
ции фазочастотная характеристика избирательной узкополос­
ной цепи (см. гл. 9) в малой окрестности частоты <оо 
имеет вид

<pK(<o) = <pK(<oo)-tn>(<o-<oo), (11.65)

где (гр — групповое время запаздывания.
Если <o(t) = <оо + Acocosflt, то узкополосный, сигнал на 

выходе фильтра имеет полную фазу 

ф(г) = соо( + <рк(<оо) — Acotrpcosflt,

т. е. действительно является ФМ-сигналом.

11.7. Воздействие стационарных 
случайных сигналов иа безынерционные 
нелинейные цепи

Предположим, что на входе безынерционной нелинейной 
системы присутствует случайный сигнал x(t), являющийся 
одной из реализаций стационарного случайного процесса 
X(t). Выходной сигнал y(t) связан с входным воздейст­
вием зависимостью вида у(1) =/[*(()]; ансамбль реализа­
ций y(t) задает стационарный случайный процесс У (г). 
Ставится задача найти связь между статистическими харак­
теристиками процессов X(t) н У (О- При этом возможны 
даа частных подхода:

1. По известной n-мерной плотности вероятности вход­
ного случайного процесса pM(xit х2,...,х„; h, ищут
аналогичную функцию рВых(Уь Уг,—»ь; tlf t2,...,t,b, опреде­
ляющую выходной сигнал.

2. Исследование проводят в рамках корреляционной 
теории — ищут математическое ожидание ту и функцию 
корреляции 7?у(т) выходного случайного процесса. Наряду 
с функцией корреляции интерес может представлять спектраль­
ная плотность мощности И^со) выходного сигнала.

Плотность вероятности выходного сигнала после нелиней­
ного преобразования. Первую из поставленных задач легко 
можно решить теми приемами, которые были описаны 
в гл. 6 при рассмотрении плотностей вероятности систем 
случайных величин, подвергнутых функциональным преобразо­
ваниям. Если Xi, х2, ..., х„ — случайные значения, наблю­
даемые на входе в моменты времени tIy соот­
ветственно, то, учитывая безынерционный характер преобразо­
вания, имеем ва выходе в те же моменты времени 

л =/Ы, у2 =f(xj. (И.66)
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Применив обратную функцию x=g(y), получим

Xi “gtHi), Х2 = g(y2), ■■■. X. = g(y„). (11.67)

Тогда многомерная плотность вероятности на выходе

Panfil, У1, >’.) = р.>к(л), gte)..........gtu,)]ID|, (и.68)

где D — якобиан преобразования (11.66).
Формула (11.68) решает поставленную задачу в самом об­

щем виде.

Если обратная 
функция много» ' 
знания, следует 
просуммировать 
вклады в якобиан 
от всех ветвей этой 
функции

Пример 11.6. На входе безынерционного нелинейного элемента 
с кусочно-линейной характеристикой
ИХ) f о, х<а

( ах, х > О

действует гауссов случайный процесс X (t) с нулевым средним 
значением и заданной дисперсией и?. Плотность вероятности 
входного сигнала

Вычислить плотность вероятности сигнала на выходе.
При х > О обратная функция имеет вид х = у/a и, таким об­

разом, | dx/dy | = 1/1 а |. Поэтому

ЛвхЫ = ----------ехр( - у .2 | 

при у > 0. Любому отрицательному значению х соответствует 
единственное значение у = 0. Чтобы обеспечить нормировку плот­
ности вероятности на выходе, следует считать, что плотность 
вероятности pBbiX(j^ прн у = 0 имеет дельта-особенность с коэф­

фициентом, равным 1/2:

0 при у < 0,
4-8(>) + ----------ехр( - -у ) при у»0.

2 1/2x0,101 \

Принципиально важно, что, подав на вход нелинейной 
системы гауссов сигнал, мы наблюдаем на выходе случайный 
процесс негауссового вида; Мгновенные значения выходного сигнала 
неотрицательны; в среднем с вероятностью 0.5 сигнал на выходе 

равен нулю.

Среднее значение сигнала на выходе нелинейной системы. 
Простейшая статистическая характеристика стационарного 
случайного процесса — его среднее значение, получающееся 
путем усреднения по ансамблю реализаций или, если 
процесс эргодический, по одной достаточно протяженной 
реализации. Чтобы вычислить среднее значение сигнала 
после нелинейного безынерционного преобразования, нужно 
располагать одномерной плотностью вероятности рвых(у). На
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основании принципа усреднения (см. гл. 6)

У = т,= J ЖихИйу- (11.69)

Таким образом, данная задача сводится к квадратуре. 
С равным успехом можно найти среднее значение пре­
образованного сигнала, усреднив функцию /(х) с помощью 
одномерной плотности вероятности входного сигнала:

j>= J f(x)p„(x)dx. (11.70)

Пример 11.7. Найти среднее значение выходного сигнала для 
системы. описанной в примере 11.6.

По формуле (11.70)

Отсюда следует возможность измерять дисперсию стационар­

ных гауссовых процессов с помощью нелинейного преобразова­
теля и каскадно включенной линейной инерционной цепи, 
выполняющей операцию усреднения по времени.

0 Выход 0

Вычисление функции корреляции выходного сигнала. В соот­
ветствии с общим правилом функция корреляции сигнала 
у (г) на выходе безынерционного нелинейного преобразо­
вателя

«,« = 1’(1)1’(1 + т)-Ц)2 =

= (П-71)

Для того чтобы можно было воспользоваться фор­
мулой (11.71), необходимо располагать функцией р„(х, х/, т) — 
даумерной плотностью вероятности входного сигнала для 
двух сечений, разделенных промежутком времени т.

Вычисления по формуле (11.71) могут оказаться весьма 
сложными. Окончательный результат в более или менее 
обозримом виде удается получить лишь для нормального 
процесса иа входе, когда

Рвх(х, *,;*) =
1

2яс£[/1 — rf [- X2 + X* — 2r*XXt 1
2с£(1 - г’) J* (11-72)

где гДт) — коэффициент корреляции сигнала иа входе.
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Пример 11.8. Вычислить функцию корреляции выходного сигнала 
применительно к условиям, сформулированным в примере 11.6.

Основная трудность заключается в нахождении ковариацион­

ного момента

Ж
a2 f f XX,
11 J J2a2l/r^j

0 0 *v

Выполнив замены переменных

Е _ . Л ___ ,
<М/2(1-гЭ’ а.р/2(1-гЭ'

запишем среднее значение произведения: 

W, = (2/Tt)o2aJ(l-rJ)3«J,

где

J = f f %ехр(-е - У + 2гЛ^^<1у.

О о

Интеграл J проще 
всего вычислить, 
перейдя к поляр­
ным координатам: 
^=ipcos<p, £,= 
= р sin 9

решите задачи 6 
и 7

Опуская несложные, ио громоздкие выкладки, приведем ре­

зультат:

J = 7.(1 - г2)1/2 [/1 - i-l + r.arccos(-rj].

Отсюда, используя формулу (11.71), находим функцию корре­

ляции выходного сигнала:

Лг(т) = °-СТх-[/1 -г* + гяагссо8(-г^ — 1]. (11.73)

Поскольку при т = 0 величина г,(0) = 1, дисперсия сигнала иа 

выходе

cj = «ДО) = о2о2(я - 1)/(2л) = ft341o2ot (11.74)

Поэтому коэффициент корреляции случайного процесса иа выхо­
де бечинерционного нелинейного преобразователя с кусочно-линей­

ной характеристикой описывается формулой

г,(г) = —Ц-П/1-ri + r,arccos(-r,) - 1]. 

ТС — 1
(11.75)

Можно видеть, что при больших сдвигах т коэффициент 

корреляции выходного сигнала стремится к нулю.

Нелинейные преобразования узкополосных случайных про­
цессов. Предположим, что входной сигнал нелинейного 
безынерционного преобразователя является узкополосным 
случайным процессом с гауссовым законом распределения. 
Его реализации имеют вид квазигармонических случайных 
колебаний с центральной частотой со0. Функция корреляции 
входного сигнала

Лж(т) = с>я(т) = 62p(t)cosco0t. (11.76)

Найдем функцию корреляции выходного. сигнала приме­
нительно к конкретному виду нелинейного элемента ё 
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кусочно-линейной характеристикой, который изучался в 
предыдущих примерах. Непосредственная подстановка гх из 
(11.76) в (11.75), хотя и приводит к требуемому результату, 
но такой путь лишен наглядности. Целесообразно не­
сколько преобразовать выражение(11.75), разложив его правую 
часть в бесконечный ряд по степеням величины гх(т). Для 
этого воспользуемся тем, что

. . п г,
arccos(-rx) = у + гх + -у + ....

О Wo

О <оо 2<0о 4ю0 бшо

Интенсивности вы­
сокочастотных 
спектральных со­
ставляющих, как 
правило, быстро 
уменьшаются с 
ростом нх номера

Поэтому
5(0 = + + 7w>-iW + - J (нт?)

Воспользовавшись формулой (11.76), находим, что 

5(0 = COSOJot +

+ 1/гР2 (т) cos2 <»ot + '/uP4 (т) cos4 шот + .. .J. (11.78)

Поскольку

COS2C00T = + l/2COS2(00T»

cos4co0t = 3/8 + 1/jCOs2C0()T + ‘/«COS^COo't» 

из (11.78) следует, что 

гу(т) %0.117р2(т) + 0.007р4(т) + 0.733p(t)coso0T + 

+ [0.117р2(т) + 0.01p4(T)]cos2a)oT + 0.002p4(t)cos4<D0T.

(11.79)

Отсюда с помощью теоремы Винера — Ханнина можно 
установить вид спектра мощности Гу(со) выходного слу­
чайного процесса. Оказывается, что спектр колебаний на 
выходе нелинейного преобразователя разбивается на бесконеч­
ную сумму составляющих, каждая из которых отображает 
индивидуальный узкополосный случайный процесс. Максиму­
мы спектральных плотностей мощности этих составляющих 
наблюдаются на частотах cdq, 2соо, 4<о0,... Помимо этого 
в спектре выходного сигнала возникает низкочастотная 
составляющая в окрестности нулевой частоты, которую можно 
рассматривать как результат амплитудного детектирования 
входного сигнала.

Интересно отметить, что в данном случае спектр 
выходного сигнала не содержит составляющих с частотами 
Зсоо, 5соо,... Безусловно, что при других видах характеристики 
нелинейного элемента можно ожидать появления всех без 
исключения гармоник центральной частоты входного случай­
ного колебания.
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Результаты

00 Для аппроксимации реальных вольт-амперных характеристик безынерционных 
нелинейных двухполюсников используют различные функции простого вида. 
Наиболее распространены кусочно-линейная, степенная и показательная 
(экспоненциальная) аппроксимации.

л,а Ток в нелинейном безынерционном двухполюснике при гармоническом внешнем 
воздействии содержит в общем случае постоянную составляющую и бес­
конечное число гармоник — колебаний с частотами, кратными частоте 
входного сигнала.

00 Напряжение на выходе резонансного усилителя, работающего в нелинейном 
режиме, синусоидально из-за частотно-избирательных свойств контура, не­
смотря на негармонический характер тока, протекающего через колеба­
тельный контур.

00 При большой амплитуде входного сигнала в резонансном усилителе 
возникает перенапряженный режим.

00 Воздействие на нелинейный элемент суммы гармонических сигналов с раз­
личными частотами приводит к возникновению на выходе колебаний с комби­

национными частотами.
00 Фильтрация соответствующих комбинационных колебаний позволяет осущест­

вить амплитудную модуляцию, а также детектирование АМ-сигнала.
qq При безынерционном нелинейном преобразовании гауссова случайного процесса 

возникает случайный процесс с негауссовой плотностью вероятности.
qq Для того чтобы вычислить функцию корреляции случайного процесса на 

выходе нелинейного преобразования, необходимо знать двумерную плотность 

вероятности входного сигнала.

Вопросы

1. При каком условии нелинейное пре­
образование сигнала можно считать безынер­
ционным?

2. Можно ли так выбрать положение рабо­
чей точки иа ВАХ нелинейного двухполюсни­

ка, что в составе тока будут отсутст­
вовать гармоники нечетных номеров?

3. Из каких соображений выбирают угол 

отсечки тока в резонансном усилителе, ра­
ботающем при больших уровнях входного 
сигнала?

4. Каков физический принцип работы не­
линейного умножителя частоты? Почему 
трудно добиться высокой кратности умноже­
ния?

5. Из каких соображений выбирают пара­
метры нагрузки детектора АМ-колебаний?

6. В чем состоит отличие между ли­
нейным и квадратичным детектированием?

7. Чем определяется угол отсечки тока в 
диодном детекторе?

8. На чем основан принцип детектиро­
вания ЧМ- и ФМ-сигналов?

9. Как вычисляются одномерная и много­
мерные плотности вероятности случайного 
процесса после нелинейного безынерционного 
преобразования?

10. Чем характеризуется нелинейное пре­
образование узкополосных случайных процес­
сов?

Задачи

аппроксимирована отрезками двух прямых: 

<к(«вэ) = { ’°(“ЕЭ “ ’ ИЕЭ > 0 1 2 ®'

1. Вольт-амперная характеристика не­

линейного двухполюсника имеет вид i(u) = 
= 10м3, мА. Какова аналитическая запись 

этой характеристнкн-в окрестности рабочей 

ТОЧКИ Uo = 2 В?
2. Резонансный усилитель гармонических 

Колебаний создан по схеме, приведенной на 
рис.. 11.6. Характеристика транзистора (мА)

(. О, ыбэ < 0-2 В.

Сопротивление колебательного контура при 

резонансе Rp^ = 0.8 кОм. Напряжение источ­
ника питания Еаяг,= 9 В. Рабочая точка 
совпадает с точкой излома харатеристикЦ.
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При какой амплитуде входного сигнала в 

усилителе возникает перенапряженный ре­
жим?

3. Нелинейный безынерционный элемент 
имеет вольт-амперную характеристику вида 
i(u) = а0 + atu + а^и4. К элементу приложено 

напряжение u(r) = Um1coscdiI + Um2cos<D2<* 
Найдите амплитуды и частоты всех комби­

национных составляющих тока.
4. К нелинейному резистору с характе­

ристикой вида i(u)=25u + 4u2, мА, прило­
жено напряжение и = 5 + 2cosflf + 1.5cos£o0f, 
В. Найдите амплитуду несущего колебания 
и глубину модуляции тока.

5. В диодном детекторе применен полу- 
проволниковыйднодскрутизнойЗ = 10мА/В, 

сопротивление резистора нагрузки Ru = 
= 20 кОм. На вход детектора подано 
напряжение AM-сигнала u(t) = 5(l + 
+ O.6cosf2t)cosoi0t, В. Найдите амплитуду 

сигнала низкой частоты Я, выделяемого иа 

нагрузке детектора.
Указание. При нахождении коэффициента 

детектирования воспользуйтесь тем, что для 
выбранных параметров схемы безразмерное 

произведение SRH » 1.

6. Нелинейное устройство представляет 
собой ограничитель, характеристика у(х) 

которого имеет вид

У

На входе устройства действует стационар­
ный гауссов случайный процесс X(t) с нуле­

вым математическим ожиданием и диспер­
сией а,. Изобразите типичную реализацию 
процесса иа выходе. Вычислите математи­

ческое ожидание и дисперсию выходного 
сигнала.

7. На входе нелинейного безынерционного 

элемента с характеристикой у (х) = а | х | дей­
ствует стационарный гауссов случайный про­

цесс с нулевым математическим ожиданием 
и функцией корреляции Rx(t) = о£гх(т). Най­
дите функцию корреляции выходного сигна­

ла.

Более сложные задания

8. Исследуйте свободные колебания в не­
линейной системе, представляющей собой 
параллельный колебательный LC-контур, за- 

шунтированный диодом.

Характеристика диода задана в виде

О, и < UH, 

S(u -U^,u> UB.

9. Проанализируйте работу балансного 
модулятора:

Колебательный контур в коллекторной цепи 

настроен на частоту соо. Покажите, что при 
идеальной симметрии плеч схемы выходной 
сигнал не содержит составляющей с несу­
щей частотой.

10. Покажите, что диодный детектор, 

собранный по схеме:

имеет входное сопротивление Rn — RJ2. Под 
входным сопротивлением понимается отно­
шение амплитуды напряжения U„ к ампли­
туде первой Гармоники тока 1И1 иа входе.

11. Составьте программу для микрокаль­

кулятора или для ЭВМ, позволяющую ре­

шать трансцендентное уравнение, определяю­
щее угол отсечки тока в диодном детекторе, 
методом последовательных приближений. 
Исходными данными служат сопротивление 
резистора нагрузки Ra (кОм), крутизна вольт- 
амперной характеристики диода S (мА/В) 
и абсолютное значение погрешности расчета 
в л 10~э.



Глава 12
Преобразования сигналов 
в линейных параметрических 
цепях

Интересными и полезными для радиотехнических при­
ложений свойствами обладают линейные системы, которые 
описываются нестационарными системными операторами 
Т (г), зависящими от времени. Закон преобразования вход­
ного сигнала здесь имеет вид
| u.mW = T(i)u,x(r), | (12.1)

причем благодаря линейности системы

+ a2u„J = a,T(t)i<„I + a2T(i)u,,2 (12.2)

при любых постоянных ах и а2.
Цепи, описываемые равенством (12.1), называются пара­

метрическими. Термин связан с тем. что в составе таких 
цепей обязательно присутствуют элементы, параметры которых 
зависят от времени. В радиотехнических цепях находят 
применение следующие параметрические элементы:- резисторы 
К (г), конденсаторы С(г) и индуктивности Цг).

Отличительная черта линейной параметрической систе­
мы — наличие вспомогательного источника колебаний, управ­
ляющего параметрами элементов.

Важная роль, отводимая в радиотехнике параметри­
ческим цепям, обусловлена их способностью преобразо­
вывать спектры входных сигналов, а также возможностью 
создания малошумящих параметрических усилителен.

Вход Выход

12.1. Прохождение сигналов через резистивные 
параметрические цепи

Параметрическую цепь называют резистивной, если ее 
системный оператор имеет вид числа k(t), зависящего от 
времени и служащего коэффициентом пропорциональности 
между входным uM(t) и выходным Мвых(0 сигналами:

«вых(«) = *(«)«вх(0- (12.3)

Простейшей системой такого вида служит параметри­
ческий резистор с сопротивлением R(t). Закон, связываю­
щий мгновенные значения напряжения и така в этом 
двухполюснике, таков:

u(t) = K(t)i(t). (12.4)

Параметрический резистивный элемент может описываться 
также переменной'во времени проводимостью G(t) = l//?(t).

Реализация параметрических резистивных элементов. На 
практике параметрически управляемые резисторы создают 
следующим образом. На вход безынерционного нелинейного

резистивная пара­
метрическая цепь
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двухполюсника с вольт-амперной характеристикой i= f (и) 
подают сумму даух колебаний: управляющего напряжения 
uy(t) и напряжения сигнала uc(t). При этом управляющее 
напряжение значительно превышает по амплитуде полез­
ный сигнал. Ток в нелинейном двухполюснике можно за­
писать, разложив вольт-амперную характеристику в ряд 
Тейлора относительно мгновенного значения управляющего 
напряжения:

i = i(uy + uc) = i(uy) + i'(«,)«c+ 72i”(ay)i4 + ... (12.5)

Амплитуду сигнала выбирают столь малой, что в формуле 
(12.5) можно пренебречь вторыми и более высокими степе­
нями величины uc(t). Обозначив через ic(t) приращение тока 
в двухполюснике, вызванное наличием сигнала, получим

'М ® f [«,(<)]“» = Sa»* [“» (<)] “»• (12.6)

Дифференциальная 
крутизна характе­
ристики определя­
ется «большим» 
управляющим на­
пряжением

промежуточная 
частота

СОс <0г

СО Пр

Преобразование 
частоты

Ниже будут изучены важные применения параметри­
ческих резистивных элементов рассмотренного вида.

Преобразование частоты. Так называют трансформацию 
модулированного сигнала, связанную с переносом его спектра 
из окрестности несущей частоты сос в окрестность некоторой 
промежуточной частоты сОдр, совершаемую без изменения 
закона модуляции.

Преобразователь частоты состоит из смесителя — пара­
метрического безынерционного элемента, и гетеродина — 
вспомогательного генератора гармонических колебаний с 
частотой сог, служащего для параметрического управления 
смесителем. Под действием напряжения гетеродина дифферен­
циальная крутизна вольт-амперной характеристики смесителя 
периодически изменяется во времени по закону

5диф (0 = So + Si cos (ort + S2 cos 2corr +... (12.7)

Если на входе преобразователя частоты действует напряже­
ние АМ-сигнала uc(t) = С7Ж(1 + Mcos£h)cos(iV, го в соответ­
ствии с выражениями (12.6) и (12.7) в выходном токе 
появляется составляющая

k (t) = (1 + М cos Qt) [So cos <o«t +

+ l/2S2 COS ((0r — CQc) t + '/2St COS ((Or + ©c) t +

+ '/2S2 cos (2cor - Шс) t + l/2S2 cos (2cor + coc) t + .. J.

В качестве промежуточной принято выбирать частоту 
®лр »I <ог — (ос I; ток на промежуточной частоте

»пр(«) = ‘ASi t/„(l + М cosQr)cosconpr (12.8)

является AM-колебанием с тем же законом модуляции, что 
и входной сигнал.

Для выделения составляющих спектра с частотами, 
близкими к промежуточной частоте, в выходную цепь 
преобразователя включают колебательный контур, настроен­
ный на частоту «зОдр.
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Рис. 12.1. Структурная схема супергетеродинного приемника

Преобразование частоты широко используется в радио­
приемных устройствах — так называемых супергетеродинах. 
Структурная схема супергетеродинного приемника изобра­
жена на рис. 12.1.

Сигнал, принятый антенной, через фильтрующие вход­
ные цепи и усилитель радиочастоты (УРЧ) поступает на 
преобразователь. Выходной сигнал преобразователя является 
модулированным колебанием с несущей частотой, равной 
промежуточной частоте приемника. Основное усиление прием­
ника и его частотная избирательность, т. е. способность 
выделять полезный сигнал из помех с другими частотами, 
обеспечиваются узкополосным усилителем промежуточной 
частоты (УПЧ).

Большое достоинство супергетеродина — неизменность 
промежуточной частоты; для настройки приемника прихо­
дится перестраивать лишь гетеродин и в некоторых случаях 
колебательные системы, которые имеются во входных цепях 
и в УРЧ.

Отметим, что преобразователь частоты одинаково реаги­
рует на сигналы с частотами сос1 = сог + солр и (оС2 = <ог—солр. 
В радиотехнике говорят, что возможен прием как по 
основному, так и по зеркальному каналу. Во избежание 
неоднозначности настройки приемника требуется обеспечить 
такую избирательность резонансных систем, включенных 
между антенной и преобразователем частоты, чтобы практи­
чески подавить сигналы зеркального канала.

Крутизна преобразования. Эффективность работы преоб­
разователя частоты принято характеризовать особым пара­
метром — крутизной преобразования Snp, которая служит коэф­
фициентом пропорциональности между амплитудой тока 
промежуточной частоты и амплитудой немодулированного 
напряжения сигнала, т. е. S„p = Imnp/Umc- Как следует из 
соотношения (12.8),
| Snp-Sx/2. | (12.9)

Итак, крутизна преобразования равна половине ампли­
туды первой гармоники дифференциальной крутизны пара­
метрического элемента.

Предположим, что вольт-амперная характеристика нели­
нейного элемента, входящего в преобразователь частоты, 
квадратична.* i(u) = bu2. В отсутствие сигнала к элементу 
приложена сумма напряжений смещения и гетеродина: 
uv м Uо + Umrcosov. Дифференциальная крутизна преобразо-

ur

Схема преобразо­
вателя частоты

АЧХ

Подавление зер­
кального канала

крутизна преобра­
зования
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вателя изменяется во времени по закону

$днф(0 = 2fr«y = 2bU0 + 2btJmrcosav. (12.10)

Обращаясь к формуле (125), видим, что в данном случае 

д Snp = bUmr. (12.11)

решите задачи 1, Таким образом, при постоянном уровне полезного сигна- 
2, 3 ла на входе амплитуда выходного сигнала преобразо­

вателя пропорциональна амплитуде напряжения гетеродина.

Пример 12.1. В преобразователе частоты использован нели­
нейный элемент (транзистор) с характеристикой i = 20u2, имею­
щей параметр Ь = 20 мА/B3. Резонансное сопротивление колеба­
тельного контура в коллекторной цепи Rpa = 3 кОм. Амплитуда 
смодулированного входного сигнала Umc = 50 мкВ, амплитуда напря­
жения гетеродина Umr — 0.5 В. Найти значение Umnp — амплитуду 
напряжения промежуточной частоты на выходе преобразователя.

По формуле (12.11) вычисляем крутизну преобразования = 
= 20* *0.5=10  мА/B. Амплитуда тока промежуточной частоты в цепи 

коллектора SnpUmc=0.5 мкА. Полагая выходное сопротивле­

Синхронное детектирование. Предположим, что в преобразо­
вателе частоты гетеродин настроен точно на частоту 
сигнала, поэтому дифференциальная крутизна изменяется во 
времени по закону

$диф(*) = So + Sj coscOet + S2 cos2ov +...

Подав на вход такого устройства АМ-сигнала uc(t) = 
= Cmc(l+McosQr)cos(ciV + <рс), получаем выражение для 
тока,. обусловленного сигналом:

ic(t)= 1/жс(1 + Mcosnr)[S0cos(coct + <рс) +

+ l/zSi cos(2toct + <рс) + VzSj cos<pc + ...]. (12.12)

Выражение, стоящее здесь в квадратных скобках, содер­
жит постоянную составляющую 1/aS1 cos<p0 которая зависит 
от сдвига фазы между сигналом гетеродина и несущим 
колебанием входного сигнала. Поэтому в спектре выходного 
тока появится низкочастотная составляющая

*нч(«) = 1/2S2l/mc(l + Mcosnr)cosq>e; (12.13)

этот ток пропорционален переменной амплитуде АМ- 
сигнала.

Синхронным детектором называют преобразователь часто­
ты, работающий при условии сог = сос; для выделения 
полезного сигнала иа выходе включен ФНЧ, например, 
параллельная КС-цепь.

При использовании синхронных детекторов на практике 
между несущим колебанием входного сигнала ж колеба­
нием гетеродина должно поддерживаться жесткое фазовое

ние транзистора достаточно высоким, гак что можно пренебречь 
его шунтирующим действием иа колебательный контур, находим 

Ufnnp = ItnnpRpea ~ 1-5 мВ.

+ £пит

Схема синхронного 
детектора
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соотношение. Наиболее благоприятен режим работы при 
<рс = 0°, если же <рс = 90°, то полезный выходной сигнал 
отсутствует. Чувствительность синхронного детектора к сдвигу 
фаз позволяет использовать его для измерения фазовых 
соотношений между двумя когерентными колебаниями.

Ниже показана конкретная методика расчета синхронного 
детектора.

Пример 12.2. В синхронном детекторе использован транзистор, 
характеристика fa = Нивэ) которого аппроксимируется двумя отрез- 
ками прямых. Параметры аппроксимации: S*=50 мА/B, С7И=О.З В. 
Амплитуда напряжения гетеродина Umr — 1 В, постоянное напря­
жение смещения отсутствует (Uo — 0). Смодулированное напря­
жение полезного сигнала с амплитудой Unc = 25 мкВ сдвинуто 
по фазе относительно колебаний гетеродина на угол <рс — 45°. 
Определить изменение уровня постоянного напряжения на выходе 
синхронного детектора, вызванное полезным сигналом, если сопротив­
ление резистора RB = 1.2 кОм.

При данном виде вольт-ампериой характеристики иелинейнего 
элемента дифференциальная крутизна может принимать лишь два 

значения:

0, Uy < UH> 

S, иу > UB.
Поэтому график изменения дифференциальной крутизны во вре­

мени представляет собой периодическую последовательность прямо­

угольных видеоимпульсов. Угол отсечки тока 9, определяющий 
длительность этих импульсов, найдем по формуле (см. гл. 2) 

9 = arccos[(UH - U0)/U„r] = 72.5°.

•л
.<огг 

л

Следует обратить 
внимание на то, что 
оптимальным уг­
лом отсечки явля­
ется угол, равный 
90°

Разлагая функцию S^ft) в ряд Фурье, вычисляем амплиту­

ду первой гармоники крутизны:

s,=A
Я

8
Jcos£d£ = (2/n)Ssin9 = 0.607S = 30.35 мА/B.

-8

Полезный сигнал вызывает согласно (12.13) прирашенне тока 
через транзистор иа величину Д1 =iLTmC cos <рс = 0.268 мкА. 

Отсюда находим изменение уровня постоянного напряжения иа 

выходе синхронного детектора:

Дивых = — Д1КВ — —0.32 мВ.

Спектр сигнала иа выходе параметрического резистивного 
элемента. Анализ работы преобразователя частоты и синхрон­
ного детектора убеждает, что в параметрическом резистив­
ном элементе возникают спектральные составляющие, кото­
рые отсутствуют на входе этого элемента.

Рассмотрим параметрическое преобразование вида (12.3) 
с общих позиций спектрального анализа. Очеимипл, пара­
метрический резистивный элемент функционирует как перемио- 
житель входного сигнала ц»л(г) и управляющего колеба­
ния f (г).
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Запишем следующее соответствие между сигналами н их 
преобразованиями Фурье:

Цй (0** L'bx (О), «вых (0** 1/Вых И, /(0**F (со).

На основании теоремы о спектре произведения сигна­
лов (см. гл. 2) спектральная плотность выходного сигнала 
представляет собой свертку

!/.»(<») j
(12.14)

Периодическое уп­
равляющее колеба­
ние

F

ftllt О
-2<i>y-e>yO ®у 2wy

Спектральная 
плотность управ­
ляющего сигнала

стробирование

В прикладном отношении большой интерес представ­
ляет случай, когда управляющее колебание f(t) является 
периодическим с некоторым заданным периодом Ту и может 
быть представлено рядом Фурье

/(0= Z (12.15)

где С0у = 2я/Ту — угловая частота управляющего сигнала.
Как известно, подобный неинтегрируемый сигнал имеет 

спектральную плотность, отличную от нуля лишь в дискрет­
ных точках на оси частот:

F(to) = 2n £ С„5(со — лйу). (12.16)

Подставив данное выражение в формулу (12.14), получим 
спектр сигнала на выходе параметрического элемента:

t/.b.x«»)= f £/„(<»-« X C„8g-nM,)d₽ =

= Е C.J VBI(®-y6®-n«>1)d5 =

= Z с„и.„(а> - ли,). (12.17)

Спектр стробированного сигнала. Анализ общей формулы 
(12.17) удобно провести применительно к частному, но 
широко распространенному на практике случаю. Пусть 
управляющая функция /(г) на протяжении каждого периода 
равна единице в'пределах отрезка времени длительностью 
ту; в остальные моменты времени функция f (t) равна 
нулю.

В радиотехнике операцию умножения сигнала на функцию 
подобного вида называют стробированием сигнала.

Легко убедиться, что коэффициенты комплексного ряда 
Фурье (12.15) применительно к рассматриваемой строби­
рующей функции f (t) выражаются следующим образом:
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1 тС„=— J е-"*У<1г =

-ту/2

1 sin(mr/g) 
« nt/«

(12.18)

rpeq — Ту/ту — скважность стробирующей последовательности. 
Подстановка этого результата в формулу (12.17) при­

ивх

водит к выводу о том, что спектральная 
стробированного сигнала

плотность

(12.19)

Рнс. 12.2 иллюстрирует процесс трансформации спектра 
при стробировании идеального низкочастотного сигнала 
(см. гл. 5). Графики изображены для случая, когда частота

|М|
Временные диа­
граммы, поясняю­
щие процесс пре­
образования енгпа- 
ла в стробирую­
щем устройстве

а — временная диаграмма сигнала на выходе стробирующего 
б — спектральная плотность выходного сигнала

сигнала: 
устройства;

управляющего сигнала соу значительно превышает величину 
С0в — верхнюю граничную частоту в спектре входного 
сигнала.

Можно заметить, что -в спектре стробированного 
сигнала возникает бесконечное число «копий» спектра 
исходного колебания. Каждая такая «копия» локализуется 
на оси частот вблизи точек ± люу, п — 0, 1, 2,..., соответ­
ствующих гармоникам основной частоты генератора, кото­
рый управляет стробирующим устройством. С ростом номера 
п интенсивность спектральных составляющих падает про­
порционально множителю sin (ил/^)/(итг/^).

Модуляторы и детекторы на базе параметрических 
резистивных элементов. Подав иа один из входов пере- 
множителя сигнал s(t), пропорциональный передаваемому 
сообщению, а на другой смодулированное колебание 

Если длительность 
стробирующего им­
пульса стремится 
к нулю, то интен­
сивности всех спек­
тральных состав­
ляющих становят­
ся одинаковыми и 
спектр выходного 
сигнала перестает 
иметь лепестковый 
характер
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вида cosco0r, получим на выходе сигнал с балансной 
амплитудной модуляцией

«Бм(0 = S(t)cos®ot.

Такое устройство легко превратить в модулятор, создаю­
щий AM-сигнал с обеими боковыми полосами н с не­
подавленным несущим колебанием, если к первому нз 
сигналов добавить постоянную составляющую:

“амИ = [1 + Ms(t)]cose>0!.

Используя параметрический элемент-перемиожитель, мож­
но создать устройство для получения любых модулиро­
ванных сигналов — AM, ЧМ или ФМ. Работа параметри­
ческого модулятора основана на том, что модулированные

Рис. 12.3. Структурная схема параметрического модулятора

Параметрический 
демодулятор, бу­
дучи. устройством 
когерентной обра­
ботки радиосигна­
лов, в равной мере 
пригодеп для 
детектирования 
АМ-, ЧМ- и 
ФМ-колебаний

радиосигналы, будучи узкополосными колебаниями, до­
пускают представление (см. гл. 5) вида

«моД(0 = -4(t)cos<M - B(t)sino0t. (12.20)

Структурная схема параметрического модулятора общего 
вида представлена на рис, 12.3. Устройство состоит из 
даух перемиожнтелей П1 н П2, инвертора И и сумматора. 
Модулирующими сигналами служат синфазная 4(t) и квадра­
турная В (г) составляющие комплексной огибающей выход­
ного сигнала.

Колебание несущей частоты соо в соответствии с выра­
жением (12.20) должно подаваться на входы перемножн- 
телей, имея взаимный фазовый сдвиг 90°. В простейшем 
случае, когда требуется получить AM-сигнал, в схеме 
рис. 12.3 достаточно иметь только один, например верхний, 
канал.

С параметрическим демодулятором мы уже познакоми­
лись на примере синхронного детектора. В общем случае 
такой демодулятор представляет собой каскадное соедине­
ние перемиожителя и фильтра нижних частот (ФНЧ). 
К одному из входов перемиожителя приложен сигнал 
ивх(0, подлежащий детектированию, на второй вход подано 
периодическое управляющее напряжение

/(«)= L X.cosiKOyf, 
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причем частота колебания управляющего генератора <оу долж­
на находиться в целократном отношении с несущей 
частотой: <оу = о0/к (к = 1, 2,...).

При этом условии в составе сигнала на выходе 
перемножителя будет присутствовать низкочастотная состав­
ляющая, обусловленная к-Ъ гармоникой управляющего напря­
жения. Так, при демодуляции AM-сигнала uBX(t)=L'm[l + 
+ Ms(t)]cosco0t имеем

«нч (0 = ж [1 + Ms (t)].

Если демодуляции подлежит сигнал с угловой моду­
ляцией вида мвх(0 = V„cos[(D0r + ms(t)],

то
«нч (0 = cos [ms(0]-

12.2. Энергетические соотношения 
в параметрических реактивных элементах 
цепи

Целым рядом особых свойств обладают параметрические 
реактивные элементы, у которых либо емкость C(t), либо 
индуктивность L(t) переменны во времени. Ниже на приме­
ре параметрически управляемого конденсатора будет пока­
зано, что в определенных условиях такие элементы могут 
выступать в роли «посредников», передающих часть энергии 
от внешних управляющих источникоа, так называемых 
генераторов накачки, к цепям, несущим полезный сигнал. 
На этом принципе основано параметрическое усиление 
сигналов, которое будет изучаться в следующем параграфе.

Связь между еюсостью конденсатора и запасенной энер­
гией. Для уяснения физических основ процессов, происхо­
дящих в реактивных параметрических цепях, рассмотрим 
плоский конденсатор с емкостью С и расстоянием х0 
между обкладками, заряженный до напряжения Uo. Конден­
сатор несет разделенный заряд q — CUq.

Предположим, что зазор между обкладками механи­
чески увеличен до величины х0 + dx. Перемещение произ­
водится в направлении против силы электрического поля, 
стремящейся сблизить обкладки. Поэтому внешние силы 
совершают некоторую положительную работу и запас энер­
гии поля в конденсаторе* возрастает.

Для того чтобы получить количественные оценки, заметим, 
что исходная энергия конденсатора Е = q2/(2C). Если ем­
кость получила приращение dC, то приращение энергии 

d£=- ^-dC = -E^, (12.21)

поскольку ток проводимости отсутствует и заряд q не­
изменен. Вычисляя емкость С по известной формуле 
плоского конденсатора С = e0S/x0 (S — площадь обкладки), 
имеем следующее выражение для относительного приращения 

генератор накачки

С увеличением за­
зора емкость кон­
денсатора умень­
шается

Электрическая по­
стоянная £о =• 10~9/ 
/(36л) = 8.842-10_ 12 
Ф/м
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III _±
WFH
с(0

Учитывается, что 
энергия иоступает 
в контур дважды 
за период собст­
венных колебаний

емкости: dC/C = —dx/x0, откуда приращение энергии конден­
сатора

d£ = Е —.
*о

Как н следовало ожидать, для увеличения запаса энергии 
электрического поля в системе необходимо за счет внешних 
факторов уменьшить емкость заряженного конденсатора.

Параметрическое возбуждение колебательного контура. Если 
величина заряда q постоянна, то невозможно добиться 
непрерывного притока энергии в изолированный конденса­
тор, периодически изменяя его емкость вокруг некоторого 
среднего значения. Внешний источник накачки, совершив 
положительную работу на отрезке времени, когда емкость 
уменьшалась, получит от конденсатора обратно ровно такую 
же порцию энергии в процессе увеличения емкости. 
Поэтому усредненная за период мощность накачки будет 
равна нулю.

Другая картина наблюдается а колебательной системе, 
где напряжение на конденсаторе изменяет знак, переходя 
через нуль.

Рассмотрим добротный колебательный контур, образо­
ванный постоянной индуктивностью L, параметрической ем­
костью С (г) н сопротивлением потерь R. Предположим, что 
в контуре каким-либо образом возбуждены собственные 
колебания. Пренебрегая незначительным уменьшением ампли­
туды колебаний из-за потерь, будем считать, что VnC — 
амплитуда напряжения на конденсаторе, которое изменяет­
ся во времени с частотой собственных колебаний соСОб = 
= 1/]/lC0. Здесь Со — среднее значение емкости.

Пусть емкость конденсатора периодически изменяется 
следующим.образом: даажды за период собственных коле­
баний, в те моменты времени, когда напряжение на 
конденсаторе экстремально, емкость скачком уменьшается на 
величину ДС. Возвращение в исходное состояние, т. е. положи­
тельный перепад емкости наблюдается в моменты времени, 
когда напряжение на конденсаторе проходит через нуль.

При такой накачке будет наблюдаться однонаправлен­
ный приток энергии в колебательный контур. Действи­
тельно, работа внешних сил, выполняемая в моменты 
отрицательных перепадов емкости, всегда положительна не­
зависимо от знака напряжения на обкладках. Возвращение 
емкости в исходное состояние будет совершаться в моменты 
времени, когда напряжение на конденсаторе равно нулю, 
1. е. без затраты энергии. Если

= ‘/2С'2„г(С0 + ДС/2)« l/2V2^C„

— максимальная энергия, запасаемая в конденсаторе, то, 
согласно формуле (12.21), за период собственных колебаний 
система получит энергию накачки 
Еи = 2EMShCIC0 = П^ДС. (12.22)
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В то же время средняя мощность потерь в контуре

Рпот = '/i^R = = 72^/(Р0- (12.23)

Энергия, рассеиваемая в резисторе за период колебаний 
Г, составит величину

£Пот = РпотТ = Г2тССоя/е. (12.24)

Если выполняется равенство

^ = -Епот, (12-25)

то за счет действия источника накачки происходит компен­
сация потерь в контуре. Если же Еи > Епог, то система 
становится неустойчивой и амплитуда колебаний в контуре 
будет экспоненциально нарастать, т. е. произойдет пара­
метрическое возбуждение колебательной онстемы. Из (1222) 
н (12.24) вытекает соотношение, определяющее критическое 
значение относительного изменения емкости:

ДС1ф/С0=я/е. (12.26)

Значения ДСвр, как правило, невелики. Так, для пара­
метрического возбуждения контура с параметрами Со = 20 пФ, 
Q = 100 достаточно иметь ДС = 0.63 пФ.

Анализ приведенного здесь частного примера системы 
с управляемой емкостью проведен в предположении, что 
сигнал накачки изменяет емкость конденсатора дважды за 
период собственных колебаний. Однако легко видеть, что 
эффект параметрического возбуждения колебательной системы 
будет наблюдаться и тогда, когда основная частота не­
гармонического напряжения накачки (Оц = ыСоб/и, и = 1, 2,.... 
Важно лишь, чтобы в спектре сигнала накачки присут­
ствовала составляющая с частотой 2©соб.

Для работы параметрического генератора требуется также, 
чтобы в процессе возбуждения между собственными коле­
баниями контура и колебаниями генератора накачки под­
держивались строгие фазовые соотношения. Достаточно 
сдвинуть сигнал накачки по фазе иа половину периода, 
как положительный перепад емкости будет приходиться на 
те моменты времени, когла напряжение на конденсаторе 
проходит через экстремумы. При этом параметрический 
конденсатор уже не будет поставлять энергию в контур, а 
начнет выполнять роль дополнительной резистивной нагрузки.

Связь между напряжением и током в параметрическом 
конденсаторе. Рассмотрим цепь, образованную источником 
напряжения сигнала u(t) = Um cos (aj + <рс) и управляемым 
конденсатором, емкость которого изменяется во времени 
по гармоническому закону с частотой накачки:

с (t) = Со [1 + ₽cos(<a,t + <рн)]. (12.27)

Здесь р — коэффициент, характеризующий глубину модуляции 
СМКОСТИ.

Принимается во 
внимание, что 
Р^соб = 1/Со

чребования к гене­
ратору накачки, 
обеспечивающие 
параметрическое 
возбуждение коле­
бательного конту­
ра

▲
решите задачу 4
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Поскольку заряд в конденсаторе q — C(t)u, ток в цепи

= — (koHCo[/„sin(coHt + <pH)cos(cOct + <рс) —

- (OfeCol/mSinCOct + <Рс) —

— ptOcCo cos (ov + (p^sintciV + <pt). (12.28)

Воспользовавшись известной формулой тригонометрии 

cos х sin у = 1/2 [sin(x + у) — sin(x — у)], 

Средняя мощ­
ность, потребляе­
мая диухполюсни- 
ком:
Р= t/7/2-cos ф, 
где ф —угол сдви­
га фаз между то­
ком и напряже­
нием

Следует сравнить 
этот результат с 
полученным при 
анализе параметри­
ческого возбужде­
ния контура

можно представить произведения, стоящие в первом и третьем 
слагаемых правой части формулы (12.28), так: 

sin(G)et + <рн)cos(tt)ct + <Рс) = ’A{sin[(сос + (ojt + <рс + <ра] -

- sin [(сис - юя) t + <рс - <рн]}, (12.29)

cosfciv + <pH)sm(cOct + Фс) =

= '/г {sin [(сос + cojt + <рс + фв] -

- sin [(со,, - шс) t + фн - фс]}. (12.30)

Следовательно,

l(t) = -GJfeCo^sin^ct + Фс) +

+ ‘/2₽C0Um(<at - <»„)sin[(e>„ - <oc)t + <pi, - -

- */2₽C0 JJ„ (co, + cojsin [(co,+co,) t + <pc + <₽,]■ (12.31)

Это выражение устанавливает вид спектральной диаграм­
мы тока в параметрическом конденсаторе. Спектр, помимо 
составляющей на частоте сигнала, содержит даа боковых 
колебания с частотами сос — (Од н сос + сод.

Средняя мощность, потребляемая параметрическим кондеи- 
сатором иа частоте сигнала. Из теории цепей известно, что 
для существования некоторого среднего потока мощности 
от источника к нагрузке требуется, чтобы в гармоническом 
режиме сдвиг фаз между током н напряжением был 
отличен от 90°.

Как видно из формулы (12.31), в составе тока, проходя­
щего через параметрический конденсатор, всегда присут­
ствует реактивная составляющая на частоте сигнала: 

»₽(0 = -tOcCoL^sin^ct + фь).

Этот ток, находясь во временной квадратуре с напря­
жением источника, в среднем ие выделяет мощности. 
Однако прн соответствующем выборе частоты накачки можно 
добиться появления еще одной составляющей тока с 
частотой сигнала. Как видно из выражений (12.29) и (12.30), 
для этого достаточно положить (Од »2сос. Тогда ток через 
параметрический конденсатор будет содержать составляющую, 
которую назовем полезной'.

t (0 = - VzPWcCol/,, sin (Wet + фи - фс). (12.32)
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Мгновенная мощность полезной составляющей 

Рп(0 = «(0М0 =

= - 72₽<0еСо ui cos (aj + <pj sin (ад + <p„ - <рс) = 

= - [sin (2ад + <₽,)- sin (2<pc - <p„)].

Мощность полезной составляющей, усредненная за период 
сигнала,

К
Л,.СР= |₽„ (0* = V.P^Co^m sin (2<рс-Фи). (12.33)

О
Схема замещения параметрического конденсатора. Формула 

(12.33) свидетельствует о том, что в зависимости от соот­
ношения между начальными фазами источника входного 
сигнала н генератора колебаний накачки значение средней 
мощности может быть как положительным, так и отрица­
тельным. Поэтому при соответствующем выборе углов <рс 
н фл возможен режим, когда параметрически управляемый 
конденсатор ведет себя подобно активному элементу, не 
потребляя, а поставляя в цепь мощность на частоте вход­
ного сигнала.

Введя угол Ф = 2<рс — <рн, ’запишем выражение средней 
мощности колебательного процесса в конденсаторе в виде

Здесь
| Лвп = 2/(ршсС0 sin Ф) | (12.34)

— активное сопротивление, вносимое данным элементом в 
цепь. Схема замещения параметрического конденсатора, уп­
равляемого источником накачки с удвоенной частотой сиг­
нала, представляет собой параллельное соединение емкости 
Со и сопротивления Квн. Для того чтобы этот элемент вел 
себя подобно генератору, необходимо иметь отрицательное 
значение вносимого активного сопротивления.

Среднее за период 
значение гармони­
ческом функции, 
очевидно, равпо ну­
лю

решите задачу 5

12.3. Принципы параметрического усиления

Способность управляемых реактивных двухполюсников 
при определенных условиях играть роль активных элементов 
цепи послужила основой для создания особого вида радио­
технических устройств, называемых параметрическими усили­
телями. Эти усилители нашли применение главным образом 
в СВЧ-диапазоне как входные ступени высокочувствительных 
радиоприемных устройств. Основное достоинство параметри­
ческих усилителей — низкий уровень собственных шумов, что 
связано с отсутствием в них дробовых флуктуаций тока.

Реализация параметрически управляемых реактивных эле­
ментов. Возможность параметрического усиления сигналов 
была теоретически предсказана еще в начале века. Одиако 
тактическое осуществление этой идеи стало возможным

применение пара­
метрических уси­
лителей
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волы-купонная 
характерны нка

лишь а 50-х годах после того, как были созданы первые 
удачные конструкции параметрических полупроводниковых 
днодов. Работа этих диодов, называемых также варакторами, 
основана на следующем эффекте. Если к р-п-переходу диода 
приложено напряжение обратной полярности, то разделен­
ный заряд q в запирающем слое является нелинейной 
функцией приложенного напряжения и. Зависимость q(u) на­
зывают вольт-кулонной характеристикой такого нелинейного 
конденсатора. При изменении напряжения в запертом пере­
ходе днода возникает ток смещения

(12.35)

Здесь Сдиф (и) — дифференциальная емкость варактора, которая 
приближенно описывается формулой

Сд»ф(“) = *‘(<Р« + 1«1)"1'2, (12.36)

Реализация пара­
метрически управ­
ляемой емкости 
достигается за 
счет нелинейных 
свойств варактора

Кривая намагничи­
вания ферромаг­
нитного материала

где к — размерный коэффициент; <ps 0.3 В — контактная раз­
ность потенциалов.

Чем сильнее заперт переход, тем меньше его диффе­
ренциальная емкость.

Современные варакторы обладают весьма совершенными 
характеристиками н способны работать вплоть до частот в 
несколько десятков гигагерц, что соответствует миллиметро­
вому диапазону длин волн.

Может быть создан также элемент с параметрически 
управляемой индуктивностью L(t). Он представляет собой 
индуктивную катушку, имеющую сердечник из ферромагнит­
ного материала с резко выраженной зависимостью индукции 
В от подмагничивающего тока I. Такие элементы не нашли 
широкого применения на радиочастотах из-за большой инер­
ционности процессов перемагничивания материала.

Одноконтурный параметрический усилитель. Рассмотрим 
генератор сигнала, образованный параллельным соединением 
элемента с активной проводимостью Gr н идеального источ­
ника гармонического тока с амплитудой 1„ и частотой сос. 
К генератору подключена резистивная нагрузка, имеющая 
проводимость GH. На зажимах генератора существует напря­
жение с амплитудой Um = I,n/(Gt + GH); в нагрузке выделя­
ется активная мощность

ImGn

2(СТ + СКУ

в

Как известно из теории цепей, в режиме согласования 
нагрузки с генератором, когда GH = Gr, величина Рк достигает 
максимального значения:
fHmax=/^(8Gr). (12.37)

Очевидно, мощность в нагрузке можно повысить, умень­
шив каким-либо образом проводимость генератора. Этого 
можно достичь, например, включив параллельно генератору 
параметрический конденсатор (варактор). Емкость .варактора
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Рис. 12.4. Схемы одноконтурного параметрического усилителя: 
а — принципиальная; б — эквивалентная

должна изменяться с частотой 2сос. Начальную фазу генера­
тора накачки следует выбрать так, чтобы сопротивление Квн 
[см. формулу (12.34)] было отрицательным.

На рис. 12.4, а, б изображены схемы простейшего одно­
контурного параметрического усилителя, реализующего дан­
ный принцип.

Индуктивный элемент L вместе с конденсатором Со [см. 
формулу (12.27)] образуют параллельный колебательный кон­
тур, настроенный на частоту сигнала. Входное сопротивление 
этого контура настолько велико, что практически не шунти­
рует отрицательную активную проводимость

Св„ = 1/Квя = VaPOcQ) sin Ф. (12.38)

вносимую варактором.
Обратившись к рис. 12.4, б, замечаем, что мощность, выде­

ляемая в нагрузке, будет также максимальна в режиме сог­
ласования, т. е. при G'H = GT + GBH < Gr:

^нгпах ~ /2Л8(С. + С.к)]- (12.39)

Отношение этой величины к той, которая определяется 
формулой (12.37) в отсутствие параметрического элемента, 
принято называть номинальным коэффициентом усиления 
мощности:________________________________
| Кр„ом - = СГДСГ + G„) ■ I (12.40)

Например, пусть Gr = 0.01 См, GBH =—0.008 См. Тогда 
Крном = 0Ю1/0.О02 — 5, или в логарифмических единицах 
ApHOM = 101g5 = 7 дБ.

Устойчивость параметрического усилителя. Если отрица­
тельная проводимость варактора полностью компенсирует 
сумму проводимостей генератора и нагрузки, то параметри­
ческий усилитель становится неустойчивым и самовозбужда- 
ется.

Из эквивалентной схемы, приведенной на рис. 12.4,6, 
следует, что критическое значение вносимой отрицательной 
проводимости

G^^-fGr + Gn). (12.41)

Полагая, что фазовые соотношения колебаний сигнала и 
накачки оптимальны в том смысле, что апФ» —1, из фор­
мул (12.34), (12.41) находим критическую глубину модуляции 
емкости:
PKp = 2(Gr + GH)/(<ocCo).

Говорят, что при 
выполнении ука­
занных условий па­
раметрический уси­
литель работает в 
синхронном режи­
ме

•
номинальный ко- 
эффи1|нент усиле­
ния мощности

▲
решите задачу 6

•

условие самовоз­
буждения параме- 
трическо! о усили­
теля

(12.42)
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Пример 12.3. Одноконтурный параметрический усилитель рабо­
тает на частоте 6 ГГц (Х = 5 см), генератор сигнала и нагрузка 
имеют одинаковые проводимости 0.005 См (Кг = R„ = 200 Ом), 
емкость варактора Со = 0.8 пФ. Определить предельные границы 
изменения емкости, при достижении которых усилитель самовоз- 
буждается.

По формуле (12.42) определяем

R 210~2 ПЛЛ
Ржр_ 6.28-6-lO’-8-Ю-13

Таким образом, параметрический усилитель самовозбуждается, ' 

если емкость варактора, изменяясь во времени по гармоияческому 
закону, колеблется в пределах от Сдох s Со(1 + Ркр) — 1-33 пФ до 
Cmin = Cb(l-₽»₽) = 0.27 пФ.

Выходной сигнал 
усилителя в асин­
хронном режиме

холостой контур и 
холостая частота

Параметрическое усиление в режиме расстройки. В реальных 
условиях трудно, а порой и невозможно точно выполнить 
условие синхронизма <оа = 2сос. Если частота сигнала несколько 
расстроена относительно требуемого значения, т. е. сос = 
= oV2 4- то говорят, что параметрический усилитель ра­
ботает в асинхронном режиме. При этом величина Ф, опре­
деляющая, согласно (12.34), активное вносимое сопротивление, 
зависит от времени: Ф (!) = 2<рс — фн + 28<nt. Вносимое сопро­
тивление, изменяясь по закону

Pa>cCosin®(t) ’ 

периодически приобретает разные знаки. Как следствие этого, 
наблюдаются глубокие изменения уровня выходного сигнала, 
аналогичные по характеру биениям. Этот недостаток одно­
контурных усилителей в значительной степени препятствует 
их практическому использованию.

Двухконтурный параметрический усилитель. Работы, на­
правленные на улучшение эксплуатационных характеристик 
параметрических усилителей, привели к созданию принципи­
ально иных устройств, свободных от указанного выше 
недостатка. Так называемый двухконтурный усилитель спосо­
ба! работать при произвольном соотношении частот сигнала 
и накачки, причем независимо от начальных фаз этих коле­
баний. Такой эффект достигается за счет использования 
вспомогательных колебаний, возникающих на одной из ком­
бинационных частот.

Схема двухконтурного параметрического усилителя при­
ведена на рис. 12.5.

Усилитель состоит из двух колебательных контуров, один 
из которых, называемый сигнальным контуром, настроен на 
частоту сос, а другой, так называемый холостой контур,— 
на холостую частоту (£>х = о>н — (ос- Связь между контурами 
осуществляется при помощи параметрической емкости варак­
тора, которая изменяется во времени по гармоническому 
закону с частотой накачки <&„:

C(t) = Со(1+ Р cos eV). ’ .
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Рис. 12.5. Схема двухконтуриого параметрического усилителя

Обычно добротности сигнального и холостого контуров 
велики. Поэтому в стационарном режиме напряжения иа этих 
контурах достаточно точно описываются гармоническими 
функциями времени:

«с (0 = Uтс COS (<0j + фс) , .12
Щ (0 = Них COS (COxt + фх)

с некоторыми амплитудами и начальными фазами.
Приняв во внимание знаки напряжений, указанные на 

рис. 12.5, находим, что напряжение на варакторе иа = ис — п» 
откуда ток через варактор

= Со (1 + р cos civ)[-©c^sin (cv + фс) +

+ CD^mx Sin (coxt + Фх)] -

- рсОнСо sin CiV [Нис cos (coj + фс) -

- H„x COS (CDxt + фх)] . (12.44)

Проанализируем спектральный состав этого тока. Восполь­
зовавшись уже встречавшейся формулой cos х sin у = 
= 1/г [sin (х + у) — sin (х — у)], убеждаемся, что ток содержит 
составляющие на частоте сигнала со* = — со*, на холостой
частоте сох = | сон — сос |, а также на комбинационных частотах 
С0с + СОн И СОн + со*.

Для того чтобы найти проводимость, вносимую в сигналь­
ный контур последовательным соединением варактора и хо­
лостого контура, следует прежде всего выделить в формуле 
(12.44) составляющую тока на частоте сигнала: 

ic (0 = ~ сОсСоПяе sin (coct + фс) +
+ 72₽®сСо^~. sin (ад - 4>J • (12.45)

Здесь первое слагаемое находится во временной квадра­
туре с напряжением uc(t) и поэтому не связано с внесением 
в контур активной проводимости. Второе слагаемое пропор­
ционально амплитуде напряжения на холостом контуре. 
Чтобы найти эту величину, выделим в (12.44) полезную 
составляющую тока на холостой частоте, пропорциональную 
амплитуде 

kx (t) - ~ VaptOxCoU^c sin (coxt - q>c). (12.46)
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преимущества 
двухконтуриого 
усилители

Если Лрез.х — резонансное сопротивление холостого кон­
тура, то напряжение на нем, вызванное колебаниями на 
частоте сигнала,
Ц.(0 = -VjIWWmcRpeJ.xSintCiy - фс),

откуда следует, что

Umx = 1/2₽®хСо^тсЛрсз.х,

фх = л/2 —фс. (12.47)

Подставив величины и фх во второе слагаемое фор­
мулы (12.45), получим выражение полезной составляющей 
тока на частоте сигнала, которая обусловлена влиянием 
варактора и холостого контура:

in с = - 74₽4<0xCgUMC/?pc3.x cos (coj + фс). (12.48)

Таким образом, проводимость, вносимая в сигнальный 
контур последовательным соединением варактора и холостого 
контура, оказывается активной и отрицательной: 

[g., = -7.p4<»xCS<Ux- ] (12 49)
Номинальный коэффициент усиления рассчитывают по 

формуле (12.40). Анализ устойчивости проводят так же, как 
и в случае одноконтурного усилители.

Сопоставляя формулы (12.38) и (12.49), можно отметить, 
что в двухконтурном усилителе вносимая отрицательная 
проводимость не связана с начальными фазами сигнала 
и накачки. Кроме того, дяухконтурный параметрический уси­
литель некритичен к выбору частот сос и шн. Вносимая 
проводимость будет отрицательна всегда, если <ов>сос.

Баланс мощностей в ляюгоконтурных параметрических си­
стемах. Нечувствительность параметрических усилителей, ис­
пользующих комбинационные колебания, к соотношению фаз 
полезного сигнала и накачки дает возможность изучать такие 
системы на основе простых энергетических соотношений. 
Обратимся к общей схеме, представленной на рис. 12.6.

Здесь параллельно конденсатору с нелинейной емкостью 
Сад включены три цепи. Две из них содержат источники 
сигнала и накачки, третья является пассивной и служит хо­
лостым контуром, настроенным на комбинационную частоту 
сОх = пкос + исон (т, п — целые числа). Каждая цепь снабжена 
узкополосным фильтром, пропускающим лишь колебания 
с частотами, близкими. к сос, сон, со* соответственно. Для 
простоты считается, что цепи сигнала и накачки не имеют 
омических потерь.

Пусть один из источников (сигнала или иакачки) отсут­
ствует. Тогда в токе, протекающем через нелинейный 
конденсатор, не будет составляющих с комбинационными 
частотами. Ток холостого контура равен нулю и система 
в целом ведет себя как реактивная цепь, не потребляя 
в среднем мощности от источника.

Если имеются оба источника, то появляется составляющая 
.тока иа комбинационной частоте; этот ток может замыкаться
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Рис. 12.6. К выводу энергетических соотношений -в двухконтуриой 
параметрической системе

только через цепь холостого контура. Имеющаяся здесь 
нагрузка в среднем потребляет мощность, а в цепи сигнала 
и накачки вносятся положительные или отрицательные сопро­
тивления, значение и знак которых определяют перераспреде­
ление мощностей между источниками.

Рассматриваемая система замкнута (автономна), и на осно­
вании закона сохранения энергии средние мощности сигнала, 
накачки и комбинационных колебаний связаны соотношением

Рс + Р„ + Рв = 0. (12.50)

Мощность, усредненную за период колебаний Т, можно 
выразить через энергию £, выделяемую в этот интервал 
времени:

т
P=4|“W>Wdt=/E 

о

(f — частота в герцах). Таким образом,

fcEc +/кЕк +/кЕ* = 0,

илн, учитывая, что fs — mfc 4- nf„,

fc (£c + m£„) +fH (£H + n£.) = 0. (12.51)

Равенство (12.51) должно выполняться тождественно при 
любых частотах fc и fu. Это возможно лишь в том случае, 
если

+ (12.52)
£н + п£ж = 0.

Переходя от энергий к мощностям, получаем два важных 
соотношения, которые называют уравнениями Мэн.пи — Роу:

Приведенные рас­
суждения в равной 
мере справедливы, 
если система со­
держит нелиней­
ный индуктивный 
элемент

PJfc + mPJ^ + n/H) = 0, 

?н//н + nPJ(n^c + n/н) = 0.
(12.53) уравнения 

Мэнли — Роу

Уравнения Мэнли — Роу позволиют просто и наглядно 
изучать закономерности преобразования мощностей в много­
контурных параметрических системах. Рассмотрим дяа типич­
ных случая.
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Параметрическое усиление с преобразованием частоты 
«вверх». Положив в формулах (12.53) т = п = 1, имеем

Рс//с + Р</Огс+/н) = О,

РМ + РМ+Л) = О.
(12.54)

Как это принято, будем считать положительной мощность, 
выделяемую в нагрузке, и отрицательной мощность, отда­
ваемую генератором. Из соотношений (12.54) видно, что 
так как Рк > 0, то Рс < 0 и Р„ < 0. Итак, если холостой 
контур усилителя настроен иа частоту то °^а
источника (сигнала и накачки) отдают мощность холостому 
контуру, где она потребляется в нагрузке. Так как Рж = 
= —Рс — Рн> то коэффициент усиления мощности
КР = = 1 +А//с =А//с (12.55)

Предполагается, что 
/«>/.

усиления 
самовоз- 
накачки.

Достоинство такого способа параметрического 
заключается в устойчивости системы, неспособной 
будиться ни при яаких мощностях сигнала и 
Недостаток же связан с тем, что частота выходного сигнала 
оказывается выше частоты сигнала иа входе. В диапазоне 
СВЧ это вызывает известные трудности при дальнейшей 
обработке колебаний.

Регенеративное параметрическое усиление. Пусть т — — 1, 
и = 1, т. е. частота настройки холостого контура fK — 

Уравнения Мэили — Роу принимают внд

Рн//« + Р«/(Л-/е) = 0.
(12.56)

Как следует из первого уравнения, в данном режиме 
положительными являются обе мощности Рк и Рс. Таким 
образом, некоторая часть мощности, отбираемая от генера­
тора накачки, поступает в сигнальный контур, т. е. в системе 
наблюдается регенерация на частоте сигнала. Выходную 
мощность можно извлечь как из сигнального, так и из 
холостого контура.

Уравнения (12.56) не дают возможности определить 
коэффициент усиления системы, поскольку мощность Рс • 
содержит в себе как часть, потребляемую от устройств, 
подключенных ко входу усилителя, так и часть, возникаю­
щую за счет эффекта регенерации. Можно отметить спо­
собность таких усилителей к самовозбуждению, поскольку при 
определенных условиях в сигнальном контуре будет разви­
ваться отличная от нуля мощность даже в отсутствие 
полезного сигнала на входа.

12.4. Воздействие гармонических сигналов 
нв параметрические системы 
со случайны!*» характеристиками

Большой теоретический и прикладной интд>ес представ­
ляет изучение прохождения сигналов через системы, парамет­
ры которых случайно изменяются во времени. В простей-
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шем случае речь идет о случайной нестабильности коэф­
фициента усиления некоторого устройства, приводящей к 
флуктуациям амплитуды на выходе. В более сложной ситуа­
ции приходится рассматривать распространение сигналов в 
различных средах, например, в плазме ионосферы Земли, при 
наличии случайных изменений показателя преломления. Здесь 
принятый сигнал искажен случайной угловой модуляцией, 
поскольку набег фазы сигнала на трассе распространения 
оказывается случайной функцией времени.

Подробное исследование статистических характеристик сиг­
налов на выходе линейных систем со случайно изменяю­
щимися параметрами проведено в работе [22]. Здесь будут 
изучены две простейшие задачи.

Случайная амплитудная модулщня. Рассмотрим сигнал на 
выходе резистивной параметрической цепи, которая осуществ­
ляет умножение гармонического колебания Uo cos соог на функ­
цию z(t), принадлежащую ансамблю реализаций стационар­
ного случайного процесса Z (t). Математическое ожидание mg 
и функция корреляции Rg (т) считаются известными. Методами 
корреляционной теории исследуем статистические характе­
ристики процесса Y(t) на выходе такой цепи.

Поскольку реализация выходного сигнала у (t) = 
= U0z(t)cosa)0t, то, очевидно, ту — у = 0.

Функция корреляции выходного сигнала

^У(т) = у(г)у(г + т) =

= UqZ (t) z (t + т) cos cos coo (t + t) . (12.57)

Так как

cos co0t cos coo (t 4- t) =

= l/2 [cos C00 (2t 4- t) 4- COS COot] = COS COoT,

TO

Ry (t) = '/i HoZ (t) z (t 4- t) cos coot .

Согласно определению, ковариационный момент

z (t) z(t +x) = Rs (t) 4- mg,

откуда получаем окончательную формулу, связывающую 
функции корреляции выходного сигнала и случайного коэф­
фициента передачи z(t):

R, (т) = ‘/г Ио [Яг (т) 4- mj] cos ©et. (12.58)

Дисперсия выходного случайного процесса

= Ry (0) = [oi 4- mJ].

Характерный внд формулы (12.58) говорит о том, что 
если реализации z(t) изменяются во времени медленно по 
сравнению с входным сигналом, то выходное колебание 
является реализацией узкополосного случайного процесса. 
Следует заметить, что если tng 0, то функция R, (т) не 
стремится к нулю при т~»оо. Для того чтобы понять 
физические следствия этого свойства, обратим по Фурье

В большинстве ре­
альных случаев 
одновременно име­
ется случайная мо­
дуляция и но ам­
плитуде, н но фазе
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Рис. 12.7. Характеристики сигнала иа выходе случайного ампли­
тудного модулятора:

а — функция корреляции; б — спектральная плотность мощности

функцию Ry(r), т. е. найдем спектр мощности процесса Y(t):

Щ(со)= J Лу(т)ехр(—Уйи)<1т =

= 72^о<у? j Г,(т)СО&С00ТСО8С1И<к+

+ */2^М J COSC00TdT.

Несложные преобразования позволяют представить эту 
зависимость в виде

и; (со) = 1/2 Ufcg [ J rs (т) cos (соо + со) т dr +

+ f rg (т) cos (соо - со) т dx] +

(12.59)

характер спектра 
мощности выход­
ного сигнала при 
случайной ампли­
тудной модуляции

Огибающая

ч.

Таким образом, в спектре мощности процесса на выходе 
случайного амплитудного модулятора присутствуют две ком­
поненты: непрерывная, обусловленная случайными флуктуа­
циями амплитуды, и дискретная, описывающая прохождение 
иа выход немодулироваиного несущего колебания; дискрет­
ному спектру соответствуют две дельта-функции в частотной 
области. Доля дискретной части тем значительнее, чем 
больше величина по сравнению с дисперсией cg. При­
мерный внд графиков функции корреляции и спектра мощ­
ности для рассматриваемого случая изображен иа рис. 12.7.

Огибающая выходного сигнала. Если Z (0 — медленный 
процесс, то можно считать, что мгновенное значение физи­
ческой огибающей на выходе рассматриваемой системы 
пропорционально абсолютной величине его реализации: 

Пу(г) = |Пог(г)|, (12.60)

поскольку амплитудный детектор, создающий на выходе 
огибающую, нечувствителен к фазе высокочастотного запол­
нения.
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Соотношение (12.60) указывает на то, что огибающая узко­
полосного процесса на выходе параметрической системы с 
флуктуирующим коэффициентом передачи z (t) есть результат 
нелинейного безынерционного преобразования случайного 
процесса Z(t) в воображаемом устройстве с кусочно-линей­
ной характеристикой цвых = | Соивх |. Среднее значение, диспер­
сия и функция корреляции огибающей могут быть вычисле­
ны с помощью методов, изложенных в гл. 11.

Случайная угловаи модуляция. Пусть гармонический сиг­
нал Uо coscoot подвергается параметрическому преобразова­
нию, в результате которого возникает колебание у (г) = 
= 1/0 cos [©ot + z (t)]> промодулированное по фазовому углу 
реализацией стационарного случайного процесса Z(t). Оче­
видно, функция корреляции выходного сигнала

Яу(т) = U20 cos [©ot + z(t)J cos [©0 (t + т) + z(t + t)] = 

= 1/2 {cos [2©ot + ©0T + z (t) + z(t + T)] +

+ cos[©0t 4- z{t + t) —z(t)]}. (12.61)

Первое слагаемое в фигурных скобках при усреднения 
обращается в нуль, поэтому

Ry СО = '/zUo cos (©от 4- z, - z) =

= 1/2^0 COS (zT — z) COS ©qT —

— */2^0 sin (zt — z) sin ©ot (12.62)

(для сокращения записи аргумент функции z(t) опущен).
Если т -»0, то lim cos (zT — z) — 1, lim sin (z, — z) = 0 и эф­

фективная мощность сигнала, т. е. его дисперсия с2 = 1/©/2, 
оказывается такой же, как мощность гармонического сигнала 
с амплитудой Uo.

Формула (12.62) дает полное описание свойств сигнала со 
случайной угловой модуляцией в рамках корреляционной 
теории. Так, она указывает на следующий факт: если процесс 
Z(t) образован реализациями, медленными по сравнению с 
гармоническими колебаниями частоты ©о, то сигнал иа 
выходе фазового модулятора является узкополосным слу­
чайным процессом с центральной частотой ©о.

Угловая модуляция нормальным случайным процессом. Для 
анализа формулы (12.62) необходимо найтн среднее зна­
чение входящих в нее тригонометрических функций от раз­
ностного аргумента. Это можно сделать, располагая дау- 
мериой плотностью вероятности p(z, zT):

cos (z, — z) = ff cos (z, — z)p (z, zj dzdz,, 

о

Здесь учтено, что 
среднее значение 
выходного сигнала 
равно нулю

постоянство дис­
персии сигнала пра 
случайной угловой 
модуляции

sin(Zt — z) = ff sin(zt — z)p(z, zjdzdzt.

Вычислить такие интегралы в общем случае весьма сложно. 
Однако если случайный процесс Z(t) гауссов, то существует
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•
усреднение с по­
мощью характе­
ристической функ­
ции

изящный способ, сразу приводящий к окончательному ре­
зультату. Этот способ основан на использовании двумерной 
характеристической функции гауссова процесса [см. формулу 
(6.32)] __________________

® (»1, «г) = ехр [/ (зд + ZC2)J =

= exp (jmz (i>t + v2) - ll2<sl [t? + 2rz (t) vtv2 + z’z]}. (12.63)

Так как

cos(z, - z) = {exp[/(z, - z)] + exp [-j(z, - z)]}/2,

sin (z, - z) = {exp 0(z, - z)J - exp f-/(z, - z)]}/(2/),

то на основании формулы (12.63) находим средние значения: 

cosfc - z) = [® (1, -1) + ® (-1,1)]/2,
^ф^2) = [®(1, — 1) — ®(—1,1)]/(2». (12.64)

Положив для определенности тх = 0, имеем

0(1, -1) = 0(-1, 1) = exp { - of [1 - гх (т)]},

поэтому

cos(z,-z) = exp { - <т* [1 - г. (т)]},

sin(zT — z) = 0.

Подставив эти результаты в (12.62), найдем окончатель­
ное выражение функции корреляции сигнала, возникающего 
при гауссовой угловой модуляции гармонического колебания:

R, W = ‘/г ul exp {[1 - rz (т)]} cos гоот. (12.65)

С качественной точки зрения эта функция аналогична тон, 
которая была найдена ранее при анализе случайной ампли­
тудной модуляции. Поэтому полностью повторяется вывод 
о том, что спектр мощности содержит две составляющие — 
непрерывную и дискретную. Анализ показывает [22J, что при

» 1 случайная угловая модуляция оказывается широкопо­
лосной. Дискретная часть спектра практически исчезает, а не­
прерывная часть вблизи частоты соо описывается гауссовой 
функцией

иг(Ю) =
Я. (0)

Эффективная ширина спектра

Доэф = [/2ття]/-г^ (0)

(12.66)

(12.67)

возрастает с увеличением как дисперсии а/, так и величины 
—гДО), пропорциональной скорости изменения модулирую­
щей фужцга.
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Результаты

ОО Для реализации резистивного параметрического элемента на вход безынер­
ционного нелинейного двухполюсника подают сумму малого полезного сигнала 

и большого управляющего сигнала.

ОО Преобразование частоты заключается в переносе спектра сигнала из окрест­
ности несущей частоты в окрестность промежуточной частоты без изме­

нения закона модуляции.
ОО При синхронном детектировании частоты сигнала и гетеродина совпадают.
С-О Если сопротивление безынерционного параметрического элемента периодически 

изменяется во времени, то в спектре выходного сигнала содержится, вообще 

говоря, бесконечное число комбинационных составляющих с частотами 

сос ± к = 0, 1, 2, ...
ОО Параметрические реактивные элементы могут передавать часть мощности 

генератора накачки цепям, в которых присутствует полезный сигнал.

ОО При определенных фазовых соотношениях параметрически управляемый кон­
денсатор может вызывать возбуждение колебаний в LC-контуре. Такой кон­
денсатор эквивалентен отрицательной активной проводимости, вносимой в 

контур.
ОО Различают одноконтурные и двухконтурные параметрические усилители; 

последние содержат холостой контур, настроенный на одну из комбинацион­

ных частот.
ОО Энергетические соотношения в многоконтурной параметрической системе 

описываются уравнениями Мэнли — Роу.
ОО При случайной амплитудной модуляции в спектре выходного сигнала содер­

жатся как непрерывная, так и дискретная составляющие.

ОО Если при угловой модуляции модулирующая функция является реализацией 
нормального случайного процесса, то функция корреляции выходного сигнала 
может быть выражена через характеристическую функцию сигнала на входе 

модулятора.

Вопросы

1. Чем принципиально отличаются спект­
ры токов в резистивном параметрическом 
и нелинейном двухполюсниках? Оба элемента 
возбуждаются гармоническим входным сиг­

налом.
2. Изобразите структурную схему супер­

гетеродинного приемника. Что такое зеркаль­
ный канал приема? Как можно исключить 
неоднозначность настройки приемника?

3. Как определяется понятие крутизны 
преобразования?

4. Каковы достоинства и* недостатки син­
хронного детектора?

5. Можно ли добиться возбуждения коле­
бательного контура с помощью параметри­

ческого конденсатора, емкость которого 
изменяется во времени с частотой, равной 
резонансной частоте контура?

6. Опишите физический принцип работы 
варактора.

7. Какими явлениями сопровождается ра­
бота одноконтурного параметрического уси­
лителя в асинхронном режиме?

8. В чем состоит достоинство двухкои- 
турных параметрических усилителей?

9. Почему параметрическим усилителям 
свойствен низкий уровень собственных шу­
мов? Целесообразно ли использовать одно­

контурные или двухконтурные параметри­
ческие усилители вместо обычных транзис­

торных усилителей напряжения в диапазоне 

умеренно высоких частот, не превышающих 
нескольких десятков мегагерц?

10. Приведите пример физической систе­
мы, а которой входной сигнал подвергается 
случайной амплитудной модуляции.

11. Каковы характерные особенности 
спектра сигнала, получаемого при случайной 

угловой модуляции гармонического несущего 
колебания? На каком основании можно ут­

верждать, что в спектре мощности выходного 
сигнала углового модулятора существуют 
непрерывная и дискретная составляющие?

12. Обоснуйте физический механизм воз­
никновения случайной угловой модуляции 
при отражении радиосигналов от ионосферы.
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Задачи

1. Параметрическая активная проводи­
мость (См) изменяется во времени по закону 
G (г) = 10_3 + 510"4cosl0st + 310"4cos2- 105t. 

К данному элементу приложено напряжение 
(В) u (г) = 5 cos IO6!. Найдите амплитуды и 

частоты всех составляющих тока. Постройте 

спектральную диаграмму тока.
2. Безынерционный нелинейный резистор 

имеет вольт-амперную характеристику (мА) 
вида i(u) = 5 + 2.5u + 1.5гА

К резистору приложено напряжение (В) 
u(t) = 3+0.5cosQt. Выведите формулу, опре­

деляющую зависимость дифференциальной 

крутизны во времени.
3. В преобразователе частоты применен 

транзистор с характеристикой (мА)

. _ (О, иБЭ < 0.5 В,

К 120(^3-0.5), иБЭ> 0.5 В.

В отсутствие полезного сигнала на базу 

подана сумма напряжений смещения и гете­
родина (В): мБЭ =0.2 + 0.7coscort. Вычислите 
крутизну преобразования.

Более сложные задания

7. Исследуйте процесс параметрического 
возбуждения колебаний в ЕСЛ-коитуре, ем­

кость которого изменяется во времени по 
закону С (t) = Со(1 + Pcost^f). Покажите, что 
в случае если частота иакачки сон =2Д/Ьс0, 

то критическое значение глубины модуляции 

емкости Ркр = 2/6, где Q = ]/L/C0/R - доб­
ротность колебательного контура.

8. Емкость параметрического конденсато­
ра изменяется во времени по закону С (г) =

4. Емкость параметрического конденса­
тора (пФ) изменяется во времени по закону 
C(t) = 200 + 80cos(10sl + л/4) + 40cos5- 105L

К конденсатору приложено напряжение (В) 

u(t) = 30 cos 5-10^. Найдите аналитическое 
выражение тока в конденсаторе.

5. Индуктивность колебательного конту­

ра равна 0.5 мГи, средняя емкость Со = 
= 750 пФ, сопротивление потерь контура 
12 Ом. Емкость контура изменяется скачко­
образно с одинаковыми приращениями в обе 

стороны относительно среднего значения. 
С какой частотой и в каких пределах сле­
дует изменять емкость, чтобы контур имел 

результирующую добротность Q = 300?
6. Одноконтурный параметрический уси­

литель предназначен для усиления колебаний 
с частотой 120 МГц. Усилитель содержит 
катушку с индуктивностью 0.6 мкГи; собст­
венная добротность контура усилителя равна 
35. Определите частоту и пределы изменения 

емкости конденсатора, при которых усиление 
системы составляет 15 дБ.

= Со екр (—г/т) о (г), где Со, г —постоянные 
величины. К конденсатору подключен источ­

ник линейно нарастающего напряжения u(t)= 
= ate (г). Найдите момент времени гь в ко­
торый мгновенная мощность, потребляемая 

конденсатором от источника сигнала, макси­
мальна, а также момент времени Г2, в кото­
рый максимальной оказывается мощность, 

отдаваемая конденсатором во внешнюю 
цепь.



Глава 13

Элементы теории 
синтеза линейных частотных 
фильтров

Теорию цепей принято делить на две обширные области, 
тесно связанные между собой, — анализ и синтез. Задачей 
анализа является нахождение внешних и внутренних харак­
теристик электрической цепи, структура которой задана зара­
нее, например в виде принципиальной схемы. Задача синте­
за цепи диаметрально противоположна — внешняя характе­
ристика, такая, как частотный коэффициент передачи напря­
жения, входное или выходное сопротивление и т. д., счита­
ется известной. Требуется найти структуру цепи, реализую­
щую эту характеристику.

В отличие от анализа синтез цепи, как правило, явля­
ется неоднозначной процедурой. Поэтому среди множества 
структур с одинаковыми свойствами необходимо отыскать ту, 
которая в некотором определенном смысле оптимальна. Так, 
всегда желательно, чтобы синтезируемая .цепь содержала 
минимально возможное число элементов. Во многих случаях 
нужно, чтобы цепь была малочувствительна к выбору номи­
налов входящих в нее элементов.

Синтез цепей является развитой областью современной 
теоретической радиотехники. Разработан целый ряд методов 
синтеза, порой весьма сложных, с которыми читатель может 
познакомиться самостоятельно [35,36]. Методы синтеза цепей 
приобрели исключительно большое значение в связи с внедре­
нием систем автоматизированного проектирования радиотех­
нических устройств на ЭВМ.

В данной главе будет изучаться простейшая задача син­
теза частотных фильтров, представляющих собой линейные 
стационарные четырехполюсники, образованные элементами 
L, С и R. Исходные данные для синтеза во всех случаях 
будут задаваться амплитудно-частотными характеристиками.

Излагаемые здесь 
методы синтеза 
применимы не 
только к электри­
ческим ценим, но и 
к любым линей­
ным системам, ко­
торые допускают 
модельное пред­
ставление в виде 
четырехполюсни­
ков с сосредото­
ченными парамет­
рами

13.1. Частотные характеристики 
четырехполюсников

Четырехполюсниками называют электрические цепи, 
имеющие вид «черного ящика» с двумя парами доступных 
зажимов. Одна пара служит входом, другая — выходом 
сигнала. В рабочем режиме ко входу подключей источник 
сигнала, а выходные зажимы нагружены на сопротивлений 
нагрузки ZH. /

Предполагаете^ что читатель знаком с методами анали­
за четырехполюсников, которые излагаются в курсе теории 
цепей [3, 36]. Материал данного параграфа освещает лив^ь 
отдельные моменты, существенные для синтеза четырехпо­
люсников.
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функции цепи

Коэффициенты 
прямой и обратной 
передач в общем 
случае не сов­
падают

Матри’вое описание. Важнейшее свойство линейного ста­
ционарного четырехполюсника состоит в том, что четыре 
комплексные амплитуды Ui, Л, U2, I2 при любой частоте 
внешнего воздействия связаны двумя линейными алгебраи­
ческими уравнениями. Две произвольно выбранные комплекс­
ные амплитуды можно принять за независимые величины, а две 
другие должны определяться через них. Это служит основа­
нием для матричного описания линейных четырехполюсников. 
Так, часто используют матрицу передачи (ЛВСР-матрицу), 
полагая независимыми переменными напряжение ц ток на 
выходе. При этом
U1—AU2 + Bi2t ПЗ1)
Л = си2 + DI2. 1 ’

Коэффициенты А, В, С и D имеют разные физические 
размерности и могут быть определены из опытов холостого 
ходе и короткого замыкания. Матрицы передачи особенно 
удобны для описания каскадного включения четырехполюсни­
ков, поскольку результирующая матрица есть произведение 
матриц отдельных звеньев.

Если заданы матрица четырехполюсника и сопротивление 
нагрузки, то можно вычислить так называемые функции цепи, 
к которым относят, например:

а) входное сопротивление ZM = UiftrK

б) передаточное сопротивление Z„ = Ityli',
в) частотный коэффициент передачи напряжения К — U2/U1. 
Функции цепи зависят в общем случае от частоты. Любая

функция цепи выражается через элементы матрицы четырех­
полюсника и через сопротивление нагрузки. Так, деля левые 
и правые части уравнения (13.1) друг на друга, находим, 
что входное сопротивление

■ (/to) = (AZK + B)ACZH + D). (13.2)

Аналогично, частотный коэффициент передачи напряжения

К (/<в) = Zh/(XZh + В). (133)

Обратим внимание на то, что функция К (jo) зависит от 
направления передачи энергии в системе. Если источник и 
нагрузка поменялись местами, то вводят частотный коэффи­
циент передачи в обратном направлении (нагрузка слева): 
K^o) = Ut/U2. ' (13.4)

Передатхниая функция четырехполюсника. В дальнейшем 
в качестве аргумента частотного коэффициента передачи будет 
использоваться не только переменная /со, но и комплексная 
частота р, т. е. наряду с функцией К (jo) будет рассматри­
ваться более общая характеристика — передаточная функция 
К (р). Передаточная функция четырехполюсника обладает 
всеми свойствами передаточных функций линейных стацио­
нарных систем, рассмотренных в гл. 8. Так, линейному 
четырехполюснику с постоянными параметрами отвечает
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функция

(13.5)

где Ко — постоянная величина. Если цепь устойчива, то по­
люсы р2, ..., р„ должны располагаться в левой полу­
плоскости, образуя комплексно-сопряженные пары.

Обычно вводят дополнительное условие — число полюсов 
функции К (р) должно превышать число нулей, т. е. в беско­
нечно удаленной точке должен существовать ие полюс, а нуль 
передаточной функции. Тогда импульсная характеристика 
цепи

расположение по­
люсов передаточ­
ной функции четы­
рехполюсника

-оо с

оказывается ограниченной, поскольку при бесконечно большом 
радиусе контура интегрирования С экспоненциальный сомно­
житель подынтегральной функции сможет «погасить» интеграл 
по дуге.

Расположение нулей передаточной функции. В отличие от 
полюсов нули функции К (р) устойчивого линейного четы­
рехполюсника могут располагаться как в левой, так и в пра­
вой полуплоскости переменной р. Действительно, если К(р) = 
= 0, то это лишь означает, что при некотором 1Л(р)#0 
изображение выходного напряжения U2 (р) обращается в нуль. 
Это не противоречит свойствам устойчивых систем.

Четырехполюсники, не имеющие нулей передаточной функ­
ции в правой полуплоскости, называют минимально-фазовы­
ми цепями. Если же нули в правой полуплоскости имеют­
ся, то такие четырехполюсники называют неминимально­
фазовыми цепями.

Данная терминология связана со следующими обстоятель­
ствами. Рассмотрим плоскость комплексной частоты, на 
которой обозначены некоторые точки zi н z2 в левой и 
правой полуплоскостях. Пусть эти точки являются нулями 
передаточной функции четырехполюсника. Если цепь нахо­
дится под гармоническим внешним воздействием, так что 
р = /со, то данным точкам соответствуют два вектора на 
комплексной плоскости: Vi =Jg> — zj и Fj =Jco — z2, которые 
отвечают соответствующим сомножителям в числителе фор­
мулы (13.5). Оба вектора поворачиваются и изменяют свою 
длину при изменении частоты со. Разница между ними 
состоит в том, что вектор с изменением частоты от 
— со до + со увеличивает фазовый угол частотного коэффи­
циента передачи на п радиан, в то время как вектор V2 при 
тех же условиях уменьшает фазу на ту же величину. 
Коэффициент передачи четырехполюсника является дробио- 
рациональной функцией, изменение аргумента которой

Существование пу­
ля передатоодой 
функции в беско­
нечно удаленной 
точке обеспечивает 
спад АЧХ цепи прн 
очень высоких час­
тотах

минимально-фа­
зовые цепи

Д arg К (ja>) С- -« в д ^8 (числит.) — Д arg(знамеиат.).
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Поэтому при одинаковом числе нулей и полюсов неми­
нимально-фазовая цепь обеспечивает большее по абсолют­
ному значению изменение фазы коэффициента передачи по 
сравнению с минимально-фазовой цепью.

Расположение нулей функции К(р) связано с топологи­
ческой структурой цепи. В теории цепей показываете^ что 
минимально-фазовым будет любой четырехполюсник со сле­
дующим свойством: передача сигнала с входа на выход может 
быть полностью прекращена путем разрыва единственной 
ветви. В частности, минимально-фазовыми цепями будут 
любые четырехполюсники лестничной структуры.

Неминимально-фазовые четырехполюсники имеют, как 
правило, структуру мостовых (скрещенных) цепей, в которых 
сигнал на выход проходит по двум или более каналам. 
Простейшая неминимально-фазовая цепь — симметричный 
мостовой четырехполюсник, образованный элементами R и С. 
Здесь, как нетрудно убедиться, передаточная функция по 
напряжению

К (р) = (pRC - l)/(pRC + 1) . (13.6)

Данная функция имеет единственный нуль z = 1/(RC), кото­
рый находится в правой полуплоскости.

Однако мостовая структура не гарантирует автомати­
чески принадлежность цепи к неминимально-фазовому классу. 
В каждом отдельном случае следует проверять наличие или 
отсутствие нулей передаточной функции в правой полу­
плоскости.

Связь между АЧХ и ФЧХ мннимяльио-фазового четырех- 
полюсшка. Передаточная функция К (р) любого устойчивого 
четырехполюсника в правой полуплоскости переменной р 
является аналитической функцией. Если к тому же этот 
четырехполюсник принадлежит к числу цепей минимально­
фазового типа, то его передаточная функция в правой полу­
плоскости не имеет и нулей. Это значит, что аналитической 
оказывается функция 

lnK(p) = ln|K(p)|+jargK(p).

В соответствии с материалом гл. 5 граничные значения 
вещественной и мнимой частей функции 1пК(р) на мнимой 
оси, т. е. при р = J(t>, связаны между собой парой преобразо­
ваний Гильберта:

(13.7)

Таким образом, реализуя заданную АЧХ четырехполюс­
ника минимально-фазового типа, невозможно получить при
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этом любую ФЧХ. Основываясь на свойствах преобразова­
ний Гильберта, можно утверждать, например, что если АЧХ 
минимально-фазового четырехполюсника на какой-нибудь 
частоте достигает максимума, то ФЧХ в окрестности этой 
частоты проходит через нуль.

Если же четырехполюсник принадлежит к классу цепей 
неминимальной фазы, то АЧХ и ФЧХ независимы друг от 
друга. Среди иеминимально-фазовых цепей особо важную 
роль играют так называемые всепропускающие четырехполюс­
ники, у которых модуль коэффициента передачи постоянен 
и не зависит от частоты. Примером может служить симмет­
ричный мостовой RC-четырехполюсник, для которого в соот­
ветствии с равенством (13.6)

|К(до)| = 1, фк(св) = — 2arctgcoRC. (13.8)

Подобные четырехполюсники используются для фазовой 
коррекции сигналов. Они позволяют частично компенсировать 
искажения формы сигналов, прошедших через радиотехниче­
ские устройства.

Коэффициент переда*» мощности. Как известно (см. гл. 8), 
так принято называть квадрат модуля частотного коэффи­
циента передачи четырехполюсника:

(со) = К (до) К* (до) = К (до) К (—ja>). (13.9)

В отличие от самого коэффициента передачи К (J<o) 
функция Кр(со) вещественна и поэтому особенно удобна для 
задания исходных данных к синтезу четырехполюсника.

Как видно из формулы (13.9), коэффициент передачи 
мощности — четная функция частоты, т. е. всегда может быть 
представлен в виде отношения двух многочленов по степе­
ням со2:

Кр (со) = М (co2)/N (со2). (13.10)

Если подставить переменную р вместо переменной /со, то 
функция Кр(со) будет аналитически продолжаться с мнимой 
оси усо на всю плоскость комплексных частот:

К/>(р) = К(р)К(-р). (13.11)

Формула (13.11) устанавливает следующий факт: если 
a+jb — особая точка (нуль или полюс) функции К (р), то 
Кр(р) будет иметь такую же особую точку как при р = 
= а +jb, так и при р = ‘—а — jb. Принято говорить, что осо­
бые точки частотного коэффициента передачи мощности 
имеют квадрантную симметрию, т. е. располагаются на комп­
лексной плоскости, имея центр симметрии в начале коорди­
нат. Это свойство имеет большое значение в теории синтеза 
четырехполюсников, поскольку оно дает возможность вос­
станавливать частотный коэффициент передачи по известной 
функции Кр(р).

_ __ Этапы синтеза частотно-избирательных четырехполюсников.
£.) Синтез частотных фильтров обычно начинают е того, что 

выбирают некоторую идеализированную функцию, которая 

применение иеми­
нимально-фазо­
вых цепей

частотные свойст­
ва коэффициента 
передачи мощности

Расположение по­
люсов, находящих­
ся в квадрантной 
симметрии
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описывает частотную зависимость коэффициента передачи 
мощности, равную квадрату АЧХ. Никаких ограничений на 
вид ФЧХ фильтра не налагают. Поэтому такой подход 
называют синтезом фильтра по заданной АЧХ.

Л Как правило, идеализированная частотная характеристика 
* ' является физически нереализуемой. Поэтому второй этап син­

теза состоит в аппроксимации этой характеристики такой 
функцией, которая может принадлежать физически реализу­
емой цепи.

j, Л Далее по аппроксимированной частотной характеристике 
">•/ передачи мощности находят передаточную функцию К(р) 

фильтра.
Л’) ~ Зная координаты нулей и полюсов этой функции, можно 
м/ провести реализацию цепи, т. е. получить принципиальную 

схему фильтра вместе с номиналами входящих в него 
элементов.

13.2. Фильтры нижних частот

частота среза

О Ос

1X1

(£>

В общем случае 
коэффициент пере­
дачи мощности мо­
жет содержать про­
извольным мас­
штабный множи­
тель

порядок фильтра

В данном параграфе будут рассмотрены некоторые физи­
чески реализуемые характеристики фильтров нижних частот 
(ФНЧ). Основное назначение таких устройств — с минималь­
ным ослаблением передавать на выход колебания, частоты 
которых не превосходят заданной граничной частоты, назы­
ваемой частотой среза фильтра а>с. В то же время колеба­
ния с более высокими частотами должны существенно 
ослабляться.

Очевидно, для ФНЧ с частотой среза сос идеальная 
частотная зависимость коэффициента передачи мощности 
имеет вид

(13.12)

(имеются в виду физические частоты со > 0).
Такая частотная характеристика заведомо нереализуема. 

Обращение в нуль функции КР(со), а значит, и передаточной 
функции К (р) противоречит известному критерию Пэли — 
Винера (см. гл. 8).

Возникает задача'Подбора допустимой аппроксимирующей 
функции.

Максимально-плоская аппроксимация. Один из возможных 
способов аппроксимации идеальной характеристики ФНЧ 
построен на использовании коэффициента передачи мощ­
ности
I = 1Д1 + «Й"). | (13.13)

где tOg = co/cof — безразмерная нормированная частота.
ФНЧ, имеющий такие частотные свойства, называют 

фильтром с максимально-плоской характеристикой или фильт­

ром Баттерворта. Целое число и = 1, 2, 3, ... является 
порядком фильтра. Сравнение выражений (13.10) и (13.13) 
показывает, что при любом и такой фильтр реализуем.
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Рис. 13.1. Частотные характеристики коэффициента передачи мощ* 
иости для фильтров Баттерворта при п — 1 и п = 5

В полосе пропускания фильтра, т. е. при 0 =$ <0g =$ 1, квадрат 
модуля коэффициента передачи плавно уменьшается с ростом 
частоты. На частоте среза (при cog = 1) ослабление, вносимое 
фильтром, составляет 10 lg 0.5« — 3 дБ независимо от по­
рядка системы. Чем больше и, тем точнее аппроксимируется 
идеальная форма частотной характеристики. На рис. 13.1 
изображены графики, построенные по формуле (13.13) для 
максимально-плоских характеристик различных порядков.

Порядок фильтра обычно подбирают, исходя из требова­
нии, предъявляемых к ослаблению сигналов с частотами 
СО > С0с.

▲
решите задачу 1

Пример 13.1. Найти порядок фильтра Баттерворта с частотой 
среза 10s с-1, который при со = 3-10’ с-1 обеспечивает ослабление 
сигнала не хуже чем —26 дБ ио отношению к уровню при со = 0.

Условие задачи определяет порядок и фильтра как целое число, 
ближайшее (с избытком) к корню уравнения

101g[l/(l + З2")] = - 26,

или

1 + З2" = 1026 = 398.

Решая его, находим

2n=lg 397/lg 3 = 5.45,

откуда и = 3.

Если частота сигнала значительно превышает частоту 
среза фильтра (о^ » 1), то из формулы (13.13) получим 

КР(<он)«(|^2я, 

т. е. ослабление, выраженное в децибелах,

Д = 101gKP« —20nlgcOg.

Отсюда следует, что при увеличении частоты вдвое 
ослабление, вносимое фильтром Баттерворта, возрастает на 
—20л-0.301 » — би дБ. Говорят, что для фильтра этого типа 
скорость роста- ослабления вие полосы пропускания состав­
ляет т- би дБ/октава.

▲
решите задачу 2

Октава — интер­
вал частот, гранич­
ные точки которо­
го отличаются в 
два раза
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▲
решите задачу 3

Передаточная функция фильтра с максимально-плоской 
частотной характеристикой. Для того чтобы в дальнейшем 
синтезировать структуру цепи, необходимо от коэффициента 
передачи мощности, выбранного в форме (13.13), перейти 
к передаточной функции К(р).С этой целью введем нормиро­
ванную комплексную частоту рн = стн+/о>н и запишем фор­
мулу (13.13) так:

Kr(pJ = 1/[1 + (-1ГЙ']. (13.14)

Отсюда видно, что на плоскости р„ функция Кр(р^, 
отвечающая ФНЧ с характеристикой Баттерворта n-го по­
рядка, имеет 2л полюсов, которые являются корнями урав­
нения

(13.15)

Все эти корни лежат на окружности единичного радиуса 
с центром в начале координат.

1 +(-1Гр2„" = 0.

Рис. 13.2. Полюсы коэффициента передачи мощности ФНЧ с ха­
рактеристикой Баттерворта при и — 1,и = 2ин = 3

принцип отбора по­
люсов передаточ­
ной функции

При л = 1 полюсы коэффициента передачи мощности нахо­
дят из уравнения р£ = 1, т. е.
Рн1 = 1, Рн2=-1. (Ш6)

Если п = 2, то уравнение = — 1 имеет четыре корня:

Р„ = е*'4, Р,12 = е'3"-4, р„3 = e™\ p„t = ер"'4. (13.17)

Наконец, для фильтра 3-го порядка необходимо решить 
уравнение р® = 1, у которого имеется шесть корней:

Рн1 = 1, Рн2 = е*'3, Рнз = е'2,;3,

Р.4 = -1, Р.5 = е*4"''3, рн6 - е'5”'3. (13.18)

Расположение корней на комплексной плоскости для при­
веденных случаев показано на рис. 13.2.

Общая закономерность при любом л такова: все полюсы 
расположены на одинаковом угловом расстоянии! друг от 
друга, равном л/л; если л — нечетное число, то первый 
корень рн| = 1, если же и четно, то рк1 = ехр (fa/л).

Теперь воспользуемся тем, что полюсы коэффициента 
передачи мощности имеют квадрантную симметрию, т. е. их 
число и конфигурация расположения в обеих полуплоскостях 
одинаковы. Это позволяет считать, что только полюсы, 
расположенные в левой полуплоскости, .отвечают синтезин 
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руемому фильтру. Их «зеркальные копии» в правой полу­
плоскости соотносятся с функцией К(—р„) и ие прини­
маются во внимание. Описанный здесь принцип является 
главным в процедуре синтеза фильтров, поскольку именно 
на ием в дальнейшем основана реализация цепи.

Пример 13.2. Определить передаточную функции? ФНЧ с ха­
рактеристикой Баттерворта 2-го порядка.

Передаточная функция определяется двумя полюсами, лежащими 
в левой полуплоскости [см. (13.17)]:

Рк2 = (-1 + /)/|Д, ₽НЗ = (-1 - ЛТ/2-

Тогда

К ~ (РЯ~Р»2)(Рн-РйГ Рн + |/2рн+1'

Твкям образом, для реализвции ФНЧ при п — 2 требуется 
динамическая система 2-го порядка (колебательное звено).

Чебышевская аппроксимация. Широкое применение находит 
также другой способ аппроксимации частотной характе­
ристики идеального ФНЧ, получивший название чебышев­
ской аппроксимации. Коэффициент передачи мощности ФнЧ 
такого вида задается формулой

[ КрМ = 1/[1 | (13.19)

где е < 1 — постоянное число, называемое коэффициентом 
неравномерности характеристики в полосе пропускания; 
Тк^н) — многочлен Чебышева и-го порядка, определяемый 
выражением

Т„(х) = cos(naxccosx). (13.20)

Функция Т„(х) прн любом п может быть найдена из 
рекуррентного соотношения

Т„(х) = 2ХТП^М -Т„_2(х), (13.21)

причем Т0(х)=1 и
Эти многочлены часто используются во всевозможных 

задачах аппроксимации благодаря следующему свойству: 
среди всех многочленов и-й степени с одинаковыми коэф­
фициентами при старшей степени аргумента они меиее 
всего отклоняются от нуля на интервале — 1 <х< 1. В то 
же время при J х |» 1 абсолютные значения многочленов 
Чебышева весьма велики. Асимптотически при ] х |» 1

Тк(х)^2п1ха. (13.22)

С помощью таких функций можно удачно аппроксими­
ровать идеальную характеристику ФНЧ: из формулы (13.19) 
видно, что в пределах полосы пропускания величина 
КР колеблется от 1 до 1/(1 + е2), если же сон»1, то 
фильтр обеспечивает большое ослабление сигнала. '

коэффициент не­
равномерности ха­
рактеристики

Т„

1

Типичный график 
многочлена 
Чебышева

свойство многочле­
нов Чебышева
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Рис. 13.3. Частотные характеристики ФНЧ чебышевского типа

▲
решите задачу 4

На рис. 13.3 приведены типичные графики частотных 
характеристик передачи мощности для двух чебышевских 
фильтров прп п = 2 и п = 3.

Из графиков видно, что в полосе пропускания частотные 
характеристики чебышевских фильтров немонотонны. Вели­
чина пульсаций ослабления тем выше, чем больше е. 
Как следует из формулы (13.19), увеличение е ведет к 
большему ослаблению сигналов вие полосы пропускания. 
Подбором двух параметров пне можно добиться 
выполнения исходных условий, предъявляемых к синтези­
руемому фильтру.

Пример 13.3. Фильтр с чебышевской характеристикой 3-го 
порядка на частоте среза ((Он = 1) обеспечивает ослабление мощ­
ности в два раза, т. е. такое же, как и фильтр с макси­
мально-плоской характеристикой. Определить величину ослабления, 
вносимого этим фильтром на частоте, в три раза превышающей 
частоту среза.

' Прежде всего найдем параметр в. Как следует из выражения 

(13.20), Тл(1) = 1 при любом п, поэтому К/>(1)=0.5 в случае, 
если е = 1.

Многочлен Чебышеве 3-го порядка

Т3 (Фн) = 4со н - ЗсоН)

откуда ослабление, вносимое чебышевским фильтром с единичным 

коэффициентом неравномерности иа частоте со = Зеос составит 

Дч = Ю lg [1/(1 + 993)] = —39.9 дБ.

Отметим, что в аналогичных условиях фильтр Баттерворта 
3-го порядка обеспечивает ослабление

ДБ = ioig [1/(1 + З6)] = -28.6 дБ.

Таким образом, применение фильтра с чебышевской хвракте- 

ристикой позволяет существенно лучше подавлять сигналы, частоты 

которых лежат вне полосы пропускания.

Передаточная функция чебышевского ФНЧ. Как видно из 
(13.19), полюсы коэффициента передачи мощности чебышев­
ского фильтра являются корпями уравнения 

1+е2ТЦр„) = 0

[ср. с формулой (13.15)].

(13.23)
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Метод его решения довольно громоздок и с ним чита­
тель может ознакомиться в [35]. Практические расчеты 
выполняют так. Прежде всего вычисляют параметр 

а=4агеЬ(т)=>(т+]/р-+1)- (Ш4)

Затем находят полюсы передаточной функции фильтра 
Баттерворта того же порядка и с той же частотой среза. 
Чтобы перейти к полюсам передаточной функции чебышев­
ского фильтра, абсциссу каждого полюса фильтра Баттер­
ворта умножают иа sh а, а ординату — иа ch а.

В то время как полюсы фильтра Баттерворта рас­
полагаются на единичной окружности, полюсы фильтра с 
чебышевской характеристикой лежат иа эллипсе, уравнение 
которого в плоскости рн = ои + /сон имеет вид

1три

Полюсы фильтров 
с максимально­
плоской и чебы­
шевской характе­
ристиками

Получив координаты полюсов, можно записать выражение 
передаточной функции чебышевского ФНЧ:
К(Рн) = 1/[(рН - Рк1)(₽к - Рн2) *’(Рн - Рил)]-

Пример 13.4. Найти передаточную функцию чебышевского ФНЧ 
2-го порядка с параметром £ = 1.

Здесь

а = 721п(1 + J/2) = 0,4407.

▲
решите задачу 9

Соответствующий фильтр Баттерворте имеет передаточную 

функцию с двумя полюсами:

рн1=О.7О7(—1 +А ri2 = O.7O7(-1 -J).
Абсциссы полюсов передаточной функции чебышевского фильт­

ра будут равны —0.707she = —0.322; ординаты полюсов составят 
±0.707 cha = ±0.777.

Из этого примера видно, что переход от максимально-плоской 
к чебышевской характеристике осуществляется путем приближения 

полюсов к мнимой оси; перемещение их по вертикали незначи­
тельно. С физической точки зрения это означает, что колебв- 
тельная система, образующая чебышевский фильтр, должна обла­

дать меньшим затуханием.

13.3. Реализация фильтров

Окончательный этап синтеза фильтра состоит в нахожде­
нии принципиальной схемы устройства. В этом параграфе 
будет рассмотрен так называемый структурный синтез, когда 
цепь образуется каскадным включением некоторого числа 
звеньев, отделенных друг от друга идеальными развязываю­
щими элементами (рис. 13.4).

Частотный коэффициент передачи такой цепи

КО'ю) = KiOG))KaO©)"Kw(/w).
структурный син­
тез
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Широкое использо­
вание элементов 
развязки характер­
но для современно­
го синтеза актив­
ных цепей в микро­
электронном ис­
полнение

Вход \ / Выход

Элементы развязки

Рис. 13.4. Структурная схема фильтра, образованного каскадным 
включением звеньев (в качестве элементов развязки обычно исполь­
зуются эмиттерные или истоковые повторители)

Коэффициенты передачи Kit. K2,...,KN должны быть 
такими, чтобы оии могли реализовывать те полюсы функции 
К(р), которые были определены ранее иа этапе аппрокси­
мации.

Для создания ФНЧ требуются звенья двух видов — звено 
1-го порядка с единственным вещественным полюсом и 
звено 2-го порядка, имеющее пару комплексно-сопряжен­
ных полюсов.

Звено 1-го порядка» Простейшей цепью данного вида 
является Г-образный четырехполюсник, для которого пере­
даточная функция по напряжению

KW = T7^c; (,3-25>

▲
решите задачу 6

координата полюса Pi = — 1/(RC).
Отметим, что, задавая рь получаем лишь произведение 

RC. Один из элементов, R или С, может быть выбран 
произвольно.

Звено 2-го порядка. Два комплексно-сопряженных по­
люса передаточной функции можно реализовать с помощью 
Г-образиого четырехполюсника, схема которого приведена 
на рис. 13.5.

Для этого звена легко вычислить передаточную функ­
цию по напряжению:

К(р) =
рг + 2ар + о>о ’

(13.26)

где о0 = 1/j/Zc; а — 1/(2RC).

Передаточная функция имеет полюсы в точках с коорди­
натами

Желательно, что­
бы емкость С зна­
чительно превосхо­
дила входную ем­
кость иоследующе­
го звена. При этом 
снижается чувстви­
тельность частот­
ной характеристи­
ки фильтра к не­
точному выбору но- 
яганялов элементов 

13.5. Звено 2-го порядка:Рис.
а — принципиальная схема; б — расположение полюсов передаточной функции
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которые в зависимости от соотношения между соо и а 
могут быть как комплексно-сопряженными, так и веществен­
ными.

Рассмотрим конкретные примеры реализации ФНЧ с по­
мощью звеньев, включаемых каскадно.

ч

Пример 13.5, Реализовать ФНЧ с максимально-плоской харак­
теристикой 3-го порядка при частоте среза 10s с1. Нагрузкой 
фильтра служит резистор с сопротивлением RK = 0.5 кОм.

Как было показано ранее, такой фильтр должен иметь три 
полюса передаточной функции в точках с координатами

pI>2 = —105(cos60° ±)sin60°) = -5-10*±J8.*6-10* с"1.

Рз = -105 с'1

(здесь выполнен переход от нормированной переменной рн к всгииной 

комплексной частоте р =сОсР^.
Пусть синтезируемый фильтр имеет вид квскадного соедине­

ния звена 1-го порядка, которому отвечает полюс р3, развязы­
вающего устройства и звена 2-го порядка с полюсами р, и р2:

▲

решите задачу 7

Звено 1-го порядка в соответствии с формулой (13-25) должно 

иметь постоянную времени RC = 1/ос = 10“5 с. Если выбрать 
С = 10 иФ, то резистор, образующий это звено, будет иметь 

сопротивление R = 10~5/С = 1 кОм.
Допустим, что роль резистора, входящего в звено 2-го порядка, 

выполняет нагрузочное сопротивление. На основании соотношения 
(13.27) пара комплексно-сопряженных корней будет иметь требуе­
мую вещественную часть, если 1/(2RhC) = —Repli2 = 5-104 

Отсюда С ~ l/(106RH) =0.02 мкФ. Наконец, индуктивность 
= 1Д<о?С) = 5 мГн.

Принципиальная схема синтезированного фильтра имеет

с Л 

1 =

вид

| 5000м

А
решите задачу 8

.Пример 13,6. Реализовать чебышевский фильтр нижних частот 
2-го порядка, работающий на резистивную нагрузку с сопротив­
лением /?н = 1 кОм. Исходные данные к синтезу: частота среза 
ос = 10s с*1, коэффициент неравномерности е= 1.

Для реализации частотной характеристики фильтра 2-го порядка 
достаточно иметь одно Г-образное LCR-звеио. В примере 13.4 
были получены координаты полюсов передаточной функции чебы­
шевского фильтра 2-го порядка при £ = 1:

РН1,2=-0.322 ±j0.777, ;

или после перехода к иеиормироввнной переменной р: 
Pi,2 = —3.22-106 ±)7.77-10* с-1 *. ' '
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Емкость конденсатора С находим из (13.27), приравняв величину 
а требуемой абсциссе полюсов: а= 1/(2ЕнС) = 3.22 • 10* с-1, откуда 

С = 15.53 нФ.
Индуктивность Ьопределяегся из уравнения для координат полю­

сов по мнимой осн: j/ct>o — q2 = 7.77-10* с"1. Решая его, находим 

cog = 1/(LC) = 7.08 -10® с"2,

L = 1/МС) = 9.09 мГн.

Итак, заданная частотная характеристика фильтра реализуется 
цепью, схема которой имеет вид

решите задачу 9

Здесь термин «пре­
образование часто­
ты» не следует сме­
шивать с тем, ко­
торый использует­
ся в теории нели­
нейных н парамет­
рических преобра­
зований сигналов

Отметим, что иа практике, особенно в СВЧ-диапазоне, 
используются схемы фильтров, в которых развязывающие 
элементы отсутствуют. С методами расчета таких цепей 
читатель может познакомиться самостоятельно [35].

Реализация фильтров верхних частот. Фильтр верхних 
частот (ФВЧ) предназначен для того, чтобы с малым ослаб­
лением пропускать колебания, частоты которых превышают 
частоту среза сос. Схема ФВЧ может быть получена 
непосредственно, если синтезирован ФНЧ с такой же частотой 
среза. Для этого в теории цепей используется прием, назы­
ваемый преобразованием частоты.

Перейдем от переменной р, которая использована для 
описания ФНЧ, к новой частотной переменной р', такой, 
что
р = ©с/р'. (13.28)

При этом точке р = 0 будет соответствовать бесконечно 
удаленная точка в плоскости р'. Двум точкам р1|2 = 
на мнимой оси отвечают две точки р'1>2 = отли­
чающиеся от исходных лишь измененными знаками. Поэтому 
можно ожидать, что АЧХ фильтра, синтезированного из 
ФНЧ путем частотного преобразования (13.28), будет дей­
ствительно соответствовать ФВЧ.

Каждый конденсатор, имевший в схеме ФНЧ проводи­
мость рС, должен быть заменен иа элемент с проводи­
мостью сОсС/р', т. е. на катушку с индуктивностью 
L = 1/(о|С). Аналогично, катушка с индуктивностью L в 
низкочастотном фильтре должна быть заменена иа конден­
сатор с емкостью С = 1/(ш^С). Резистивные элементы фильтра 
остаются без изменения. Описанный здесь переход изображен 
на рис. 13.6.

Реализадая полосоаых фильтров. Полосовой фильтр (ПФ) 
с малым ослаблением пропускает лишь частоты в полосе, 
прилегающей к некоторой точке соо # 0. Если синтезирован 
ФНЧ с заданной частотой среза, то можно непосредственно 
перейти к схеме ПФ, выполнив замену переменной 

Р = Р' + wj/p'. (13.29)
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Рис. 13.6. Переход от схемы ФНЧ к схеме ФВЧ

0—II—f—II—0—1

i l/(«i‘C) [I*

0----------- •-------- 0—I

При этом точке р' =jn>o отвечает точка р = 0 и, таким 
образом, максимум АЧХ, наблюдавшийся в ФНЧ иа нулевой 
частоте, будет возникать в ПФ иа частоте соо. Поскольку 

рС = р'С + cogC/p', 

проводимости конденсатора, примененного в схеме ФНЧ, 
отвечает в схеме ПФ проводимость параллельного колеба­
тельного контура, образованного конденсатором С и катуш­
кой L = l/(cooQ. Заметим, что данный контур оказывается 
настроенным иа частоту соо.

Рис. 13.7. Переход от схемы ФНЧ к схеме ПФ

Аналогично, из равенства pL= p'L+ co§L/p' заключаем, 
что катушка L превращается в последовательное соединение 
катушки и конденсатора С = 1/((0qL), т. е. в последовательный 
колебательный контур (рис. 13.7).

Рассмотренные здесь примеры показывают, что ФНЧ 
при синтезе частотно-избирательных цепей служит так иазы- • 
ваемым фильтром-прототипом, параметры которого дают фпльтр-прототип 
возможность перейти в дальнейшем к схемам любых других 
фильтров.

Результаты

ОО Полюсы передаточной функции устойчивого четырехполюсника располагают­
ся только в левой полуплоскости.

ОО Нули передаточной функции устойчивого четырехполюсника могут находить­
ся в правой полуплоскости (неминимально-фазовые цепи).

■ ОО Нули и полюсы частотного коэффициента передачи мощности размещаются 
в квадрантной симметрии.

ОО Полюсы передаточной функции ФНЧ с максимально-плоской характеристи­
кой находятся на окружности, радиус которой равен частоте среза.

ОО ФНЧ с чебышевской характеристикой имеет полюсы передаточной 
функции, расположенные на эллипсе, эксцентриситет которого определяется 

коэффициентом неравномерности АЧХ.
ОО Реализация фильтров верхних частот и полосовых фильтров проводится 

на основании найденной заранее схемы ФНЧ, играющего роль фильтра- 
прототипа.
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Вопросы

1. Какими функциями цепи принято 
описывать четырехполюсники?

2. Почему передаточная функция устойчи­

вого четырехполюсника должна иметь нуль в 
бесконечно удаленной точке?

3. Является ли четырехполюсник с лест­
ничной структурой мииимальио-фазовой 
цепью?

4. Какова связь между АЧХ и ФЧХ 
четырехполюсника минимально-фазового ти­
па?

5. Каково техническое назначение иемнии- 
мально-фазовых пепей?

Задачи

1. Докажите, что первые п — 1 производ­
ных от частотного коэффициента передачи 

мощности ФНЧ с характеристикой Баттер­
ворта и-го порядка при сон = 0 обращаются 

в нуль.
2. Фильтр нижних частот с максимально­

плоской характеристикой имеет частоту среза 
10 кГц. Ослабление гармонического сигнала 
при переходе от частоты 80 кГц к частоте 
160 кГц возрастает иа 36 дБ. Найдите 
порядок фильтра.

3. Вычислите передаточную функцию 
ФНЧ с характеристикой Баттерворта 4-го 

порядка.
4. Фильтр с чебышевской характеристи­

кой имеет коэффициент неравномерности 
£ = 0.3. Какова неравномерность АЧХ этого 
фильтра при сон < 1, выраженная в деци­
белах?

5. Вычислите передаточную функцию 
ФНЧ 2-го порядка с чебышевской характе­

ристикой при € = 0.5.

Более сложные задания

10. Докажите, что цепь, собранная по 
схеме: 

позволяет реализовать максимально-плоскую 
характеристику ФНЧ 3-го порядка. Выведите 
формулы для расчете номиналов элементов 
цели по заданной частоте среза.

11. Система, осуществляющая идеальную 
задержку сигналов иа Т секунд, имеет

6. Как располагаются полюсы передаточ­
ной функции ФНЧ с характеристикой 
Баттерворта?

7. Почему многочлены Чебышева удобны 
для аппроксимации характеристик ФНЧ?

8. В чем заключается разница между 
свойствами фильтра Чебышева и Баттер­

ворта?

9. Каков принцип структурного синтеза 
фильтров?

10. Приведите формулы преобразования 
частотной переменной, обеспечивающие пере­
ход от ФНЧ к ФВЧ и ПФ.

6. Покажите, что изменение сопротивле­
ния резистора R, входящего в звено 2-го 
порядка, ведет к перемещению комплексно­
сопряженных полюсов передаточной функции 
вдоль окружности радиусом со0. Исследуйте 

также случай а > со0.
7. Реализуйте ФНЧ с максимально­

плоской характеристикой 2-го порядка при 
частоте среза сос — 10е с" ’. Нагрузкой фильт­

ра служит резистор с сопротивлением
— 20 кОм. При нахождении номиналов 

элементов фильтра обратите внимание на 

практическую выполнимость цепи.
8. Найдите координаты полюсов пере­

даточной функции чебышевского ФНЧ 3-го 
порядка с параметрами: о)с = 4-1О* с-1, 

£ — 0.5.

9. Реализуйте фильтр, рассмотренный в 
задаче 8, путем каскадного включения 
звеньев 1-го и 2-го порядков. Сопротив­

ление нагрузочного резистора Ен=2 кОм.

пере пяточную функцию

К(р) = ехр(-рТ) =
______________1______________

1+рТ + (р712/2!+--

Исследуйте возможность приближенной заме­
ны этой характеристики дробио-рациоиаль- 
иой функцией с различными степенями 
знаменателя. Найдите полюсы передаточной 
функции в 1-, 2- и 3-м приближениях.

12. Исследуйте фазочастотную характе­
ристику ФНЧ с передаточной функцией 
максимально-плоского типа. Выведите фор­

мулы для группового времени запаздывания.
13. ' Вычислите импульсные характеристи­

ки ФНЧ 2-го порядка с максимально­
плоскими и чебышевскими . АЧХ-"



Глава 14
Активные цепи с обратной связью 
и автоколебательные системы

В данной главе изучается особый класс активных линей­
ных и нелинейных цепей, для которых характерно то, что 
выходной сигнал или некоторая его часть снова поступает 
на вход. Такие цепи принято называть цепями с обратной 

СвЯЗЬЮ.
Введение обратной связи, с одной стороны, позволяет 

в раде случаев существенно улучшить рабочие характе­
ристики цепей, с другой, при определенных условиях такие 
цепи становятся неустойчивыми и в них возникают авто­
колебания. На этом принципе построены различные авто­
колебательные системы, прежде всего автогенераторы гармо­
нических колебаний, которые являются неотъемлемыми 
элементами любого радиопередающего устройства.

14.1. Передаточная функция линейной системы 
с обратной связью

Для того чтобы последующий анализ можно было 
применить к большому числу различных частных случаев, 
рассмотрим проблему цепи с обратной связью в общей 
постановке, не конкретизируя физический характер входных 
и выходных сигналов.

Вывод основного соотношения. Будем изучать линейную 
систему, структурная схема которой приведена иа рис. 14.1.

Рис. 14.1. Структурная схема линейной системы с обратной связью

Система состоит из двух звеньев. Активное звено с пере­
даточной функцией К(р) называется основным элементом 
системы. Другое, как правило, пассивное звено с передаточ­
ной функцией р(р) называется элементом обратной связи. 
Стрелки иа рисунке указывают направления путей сигналов 
с системе.

На входе основного элемента имеется устройство, сум­
мирующее входной сигнал и выходную реакцию элемента 
обратной связи. Если СВЛ(р) и 1/вьи(р) — изображения вход­
ного и выходного сигналов соответственно, то, как легко 
видеть,
U»(p) = K(p)[VM(p) + ₽(р)ивых(р)]. (14-1)

основной элемент 
и элемент обратной 
связи
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Отсюда непосредственно следует формула, определяющая 
передаточную функцию системы,охваченной обратной связью:

Кос (р) =
К(р)

им 1-₽(р)К(р)'
(14.2)

Здесь в дальней­
шем предполагает­
ся, что как основ­
ной элемент, так 
и элемент обратной 
связи являются не­
взаимными устрой­
ствами, пропус­
кающими сигналы 
лишь в одном на­
правлении

В соответствии с этой формулой частотные свойства 
системы в равной мере зависят как от функции К(р), так и 
от характеристики р(р) элемента обратной связи. Поэтому 
можно, оставляя неизменным основной элемент системы, 
в широких пределах варьировать частотную характеристику 
всего устройства, изменяя лишь параметры элемента обратной 
связи.

Отрицательная и положительная обратные связи. Рассмотрим 
формулу (14.2) при р = jto. Частотный коэффициент передачи 
системы с обратной связью

Кос (А0) ~
К(М)

1 — р(/о))К(/со)‘
(14.3)

▲
решите задачу 1

Иногда не вводят 
термины ООС н 
ПОС и говорят о 
более широком по­
нятии комплексной 
ОС. В этом случае 
указывается ве- 
пиздна фазового 
:двига сигнала в 
элементе обратной 
«язи

Если на заданной частоте со выполняется неравенство 

| |1-р(/ш)К(/ш)|> 1, | (14.4)

то введение обратной связи уменьшает модуль коэффи­
циента передачи системы и, следовательно, амплитуду 
выходного сигнала. Такую связь принято называть отри­
цательной обратной связью (ООС). Если выполняется обрат­
ное неравенство

[ 1-₽(/“)К(М) I < 1, | <145>

то в системе реализуется положительная обратная связь 
(ПОС).

Как отрицательная, так и положительная обратная связь 
широко используются при создании радиотехнических 
устройств. Однако следует иметь в виду, что положитель­
ная обратная связь может явиться причиной неустойчи­
вости системы. Действительно, пусть, например, р — р0 и 
К = Ко — положительные вещественные числа. Если р0 внача­
ле равно нулю, а затем увеличивается, то в соответствии 
с (14.3) прн этом коэффициент усиления | КосI .возрастает; 
если же р0 становятся равным то |Кос1 = сс, что
означает самовозбуждение системы — появление выходного 
сигнала в отсутствие сигнала иа входе.

Применение ООС двет возможность существенно улуч­
шить частотные характеристики усилительных устройств. 
Продемонстрируем иа конкретных примерах целесообраз­
ность использования ООС.

Стабилизация коэффициента усилении. Предположим, что 
имеется усилитель с большим, но недостаточно стабильным 
коэффициентом усиления Ко. Требуется создать на его базе 
усилительное устройство с меньшей нестабильностью коэф­
фициента усиления.
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Охватив усилитель петлей ООС, т. е. взяв P(Jo) = 
= —Ро<О, на основании (14.3) имеем Кос = ^о/(1 + Ро^о)» 
откуда

dXoc 1 dK0
Кос 1 + Р(Ло Kq

(14.6)

Если параметр р0К0» 1, то относительная нестабиль­
ность результирующего коэффициента усиления падает при­
мерно в р0К0 раз. Правда, во столько же раз умень­
шается и сам коэффициент усиления, но это, как правило, 
не вызывает дополнительных трудностей, так как всегда 
можно получить нужное усиление за счет включения' 
добавочных звеньев.

Подавление паразитных сигналов. Пусть основной элемент 
усилителя представляет собой каскадное включение двух 
звеньев, имеющих коэффициенты усиления напряжения и 
К2 соответственно; в точку их соединения подводится 
некоторый нежелательный паразитный сигнал с амплитудой 
напряжения 1/п. Усилитель в целом охвачен петлей ООС 
с коэффициентом р. Требуется найти величину Kn = Usm/Un, 
т. е. коэффициент передачи паразитного сигнала на выход.

Поскольку, очевидно, амплитуда выходного сигнала 
и.ш = к2(ип-рк,и.т), то

К„=К2/(1 + рК,К2). (14.7)

Отсюда видно, что паразитный сигнал, «проникающий» 
в систему в точке, близкой к выходу, т. е. при К2 Ki, 
будет существенно ослаблен. На этом эффекте основан 
способ борьбы с нелинейными искажениями в многоступен­
чатых усилителях (рис. 14.2).

Как известно (см. гл. 11), из-за нелинейности характе­
ристик активных элементов возникают высшие гармоники 
частоты сигнала. Уровень гврмоник тем выше, чем больше 
амплитуда сигнала. Мысленно можно представлять себе, 
что паразитные сигналы гармоник как бы вводятся в 
систему извне, причем главным образом в последних 
мощных ступенях усилителя. Из формулы (14.7) следует 
вывод о том, что ООС может значительно уменьшить 
уровень гармоник на выходе. Поэтому практически лю­

Рис. 14.2. Подавление высших гармоник в многоступенчатом уси­
лителе с ООС



344 Глава 14. Активные цепи в автоколебательные системы

бые усилители, предназначенные для высококачественного 
воспроизведения сигналов звуковых частот (радиовещание, 
звукозапись), строят с применением ООС.

Коррекция частотной характеристики. Рассмотрим простей­
ший транзисторный усилитель с резистивно-емкостиой 
нагрузкой, имеющий передаточную функцию (см. гл. 8) 

К(р)=-К„/(1+рт,Д (14.8)

где Kq = SR3K, тэж = КЭЖСП.
На нулевой частоте передвточиая функция отрицательна: 

К(0)= -Ко.
Охватив этот усилитель петлей частотно-независимой 

обратной связи с вещественным положительным параметром 
Р(со) = р0, на основании (14.2) получим

Кос(0) = - Ко/(1 + РоК0).

Рис. 14.3. Амплитудно-частотные характеристики усилителен с ре­
зистивно-емкостиой нагрузкой при различных уровнях ООС

Так как 1 + РоКо > 1, то в данном случае обратная 
связь будет отрицательной. Легко проверить, что отрица­
тельный характер обратной связи сохранится на всех часто­
тах, поскольку 
|l-p0K(jm)| = |l+ Р°^°-|>0

I 1 + j(OTw I

при любом значении со > 0. Подставив (14.8) в общую формулу 
(14.2), получим выражение для передаточной функции уси­
лителя с ООС:

KocW (1 + роКо)0+/Лэк- 

откуда следует уравнение АЧХ:

(14.9)

l^ocV*-0)! =
Ко

l/(l + ₽оКо)2 + '
(14.10)

решите задачу 2 На рис. 14.3 приведено семейство амплитудно-частотных 
характеристик усилителей с различными уровнями ООС, 
которые устанавливаются значением параметра 
d = ₽0X0. (14.И)
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Приведенный рисунок иллюстрирует главный эффект — 
ООС приводит к «выравниванию» АЧХ за счет снижения 
усиления на низких частотах. Вследствие этого расширяется 
эффективная полоса пропускания усилителя. Так, в соответ­
ствии с формулой (14.10) граничная частота, определяемая 
по спаду АЧХ до уровня 0.707Ко»

<оп, = (1 + ₽оХоУт„ (14.12)

линейно возрастает с увеличением уровня ООС.
Чтобы создать ООС в простейшем усилителе, можно, 

например, снабдить цепь эмиттера добавочным резистором 
обратной связи Кос. Увеличение входного напряжения вызы­
вает рост тока эмиттера. Как следствие, возрастает напря­
жение Uoc на резисторе обратной связи и уменьшается 
управляющее напряжение транзистора 1/бэ = ^вх — ^ос> т. е- 
в усилителе действительно возникает ООС.

Положительная обратная связь в резонансном усилителе. 
Рассмотрим одноконтурный резонансный усилитель малых 
колебаний с частотным коэффициентом передачи

решите задачи 3,
4 и 5

К(М =
-Крез

1 + 7(И - ’
(14.13)

где Крез = SRpeai тк = 20эк/сорез — постоянная времени контура.
Представим, что усилитель охвачен цепью частотно­

независимой ПОС с параметром Ро, так что

Кос(А°) = К(/о)/[1 + РоК(/о)] =

Рассматривается 
только область по­
ложительных час­
тот

При 
ПОС
Z

К^
1 ~ Ро^рез
(Ю ~ С0ре3)тк ‘

J 1-Р0Крез

Без

(14.14)

(Орез

Сравнивая выражения (14.13) и (14.14), видим, что при 
РоКрез < 1 форма частотной характеристики усилителя с ПОС 
такая же, как и усилителя без обратной .связи. Однако 
в системе с ПОС резонансный коэффициент усиления 
увеличивается в 1/(1 — ₽оКрез) раз; во столько же раз воз­
растает эквивалентная добротность колебательного контура 
усилителя: Qoc ~ Сэк/(1 — РоКрез) и соответственно сокращает­
ся полоса пропускания.

Эти явления связаны с тем, что в усилителе с ПОС 
происходит регенерация, т. е. частичная компенсация потерь 
в колебательном контуре за счет энергии источника питания.

Для создания ПОС в резонансном усилителе можно 
применять катушку, включенную последовательно во входную 
цепь и индуктивно связанную с колебательным контуром.

Несмотря на простоту, резонансные усилители с ПОС 
применяют редко из-за их склонности к самовозбуждению 
при РоКрез-* 1.

Запаздывающая обратная связь. На рис. 14.4 изображена 
структурная схема системы, в которой цепь обратной 
связи помимо масштабного усилительного звена с постоян-

Влияние ПОС на
АЧХ усилителя

Н
Н
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Рис. 14.4. Структурная схема системы с запаздывающей обратной 
связью

ным коэффициентом передачи ₽0 содержит идеальное устрой­
ство задержки сигналов иа время т0-

Пусть коэффициент передачи основного элемента KG ие за­
висит от частоты. Тогда

Koc{i<a} = 1 - ₽0К0схр(-70)т0)

Амплитудно-частотная характеристика данной системы

I Кос(/<о) I = у К° -................. ■ (14.16)
1/1 - 2p0K0cosmT0 + (₽<Л0)

Если РоКо < 1, то система устойчива. Ее АЧХ описы­
вается периодической кривой с чередующимися максиму­
мами и минимумами, т. е. характер обратной связи оказы­
вается различным на разных частотах.

Запаздывающая обратная связь позволяет создавать частот­
но-избирательные системы с периодическими АЧХ, так 
называемые гребенчатые фильтры. Отметим, что системы 
этого вида самовозбуждаются при р0К0 > 1-

14.2. Устойчивость цепей с обратной связью

В этом параграфе рассматривается теория устойчивости 
состояния равновесия системы с обратной связью. Под­
тверждаются качественные рассуждения о возможности само­
возбуждения систем с ПОС, которые приводились выше.

Постановка задачи. Рассмотрим систему, включающую в 
себя активный основной элемент с передаточной функцией 
К(р); выход элемента соединен со входом звеном обратной 
связи с передаточной функцией Р(р). Предполагается, что 
внешний входной сигнал отсутствует, т. е. система автономна.

Уравнение состояния системы записывается на основа­
нии того, что изображение выходного сигнала ивъа(р) = 
= К (р)Р (/>)</„„(?), откуда

[1 - ₽(р)К(р)] Um(p) = 0. (14.17)

Поскольку (р) / 0 тождественно (в противном случае 
система не была бы возбуждена), равенство (14.17) спра­
ведливо лишь при тех значениях р, которые являются кор­
нями характеристического уравнения 

1-Р(р)К(р) = 0. (14.18)
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Пусть pi,... — корни этого уравнения. Так как 
рассматриваемая система линейна, то в общем случае выход­
ной сигнал

«вы» (0 = Ае'’1' + А2&* +... (14.19)

Этот сигнал будет ограниченным, если все кории характе­
ристического уравнения имеют отрицательные вещественные 
части, т. е. располагаются в левой полуплоскости перемен­
ной р. Цепь с обратной связью, обладающая такими 
свойствами, будет устойчива (см. гл. 8).

При синтезе и анализе систем с обратной связью 
возникают две проблемы. Если синтезируемая цепь, напри­
мер усилитель, должна быть устойчивой, требуется критерий, 
который позволил бы по виду функций Р(р) и К(р) судить 
об отсутствии корней характеристического уравнения в пра­
вой полуплоскости. Если, наоборот, обратная связь исполь­
зуется для создания неустойчивой автоколебательной 
системы, то следует знать корни уравнения (14.18), опре­
деляющие частоту возникающих колебаний.

В данном параграфе будет рассмотрена первая из 
поставленных проблем. Полученные выводы будут касаться 
ие только устойчивости системы с обратной связью, но 
также устойчивости любой линейной динамической системы.

Алгебраические критерии устойчивости. Предположим, что 
как основной элемент, так и элемент обратной связи 
являются цепями с сосредоточенными параметрами и, сле­
довательно, передаточные функции

К(Р) = Л(р)/С1 (р), Р(р) = Р2Ж1(Р) (14.20)

суть отношения многочленов по степеням р. Подставив 
формулы (14.20) в (14.18), получим характеристическое 
уравнение системы:

е1(р)е2(р)-р,(р)р2(р)=0

QiWIQifp)

Отсюда следует, что система с обратной связью 
устойчива, если все корни уравнения

Н(Р) = Qi {p)Qi{p) - Pi(p)p2<p) = 0

имеют отрицательные вещественные части. В алгебре 
многочлены Н(р) с такими свойствами называют много­
членами Гурвица.

Рассмотрим частный случай многочлена Гурвица Н(р) = 
— (р — Pi)(p — р2)(Р — Рз)> имеющего три корня, один из кото­
рых Pi = — ах вещественный и отрицательный, а два других 
Рз, з = — Р ±JG)o ~ комплексно-сопряженные с отрицательными 
вещественными частями. Прямая подстановка показывает, 
что данный многочлен

Я(р) = (р + ct) [(р + Р)2 + tog] =
■ = р3 + (а + 2р)р2 + (Р2 + 2«р'+ cog)p + а (р2 + tog)

347_

•

характеристиче­
ское уравнение сис­
темы с обратной 
связью

многочлены
Гурвица
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содержит все степени переменной р, начиная со старшей, и 
имеет коэффициенты одного знака. Этот признак указывает 
лишь необходимые условия для того, чтобы многочлен был 
многочленом Гурвица. Полное решение задачи было получено 

® в конце прошлого века и нашло отражение в известном

критерий Рауса — критерии Рауса — Гурвица. Доказательство критерия можно 
Гурвица найти в [14]. Приведем окончательную формулвровку:

для того чтобы уравнение

+ «Я-1РЯ_1 Н---------- Ь aiP + Oq = О

с вещественными коэффициентами имело корни, лежащие 
лишь в левой полуплоскости переменной р, необходимо и 
достаточно, чтобы были положительными следующие вели­
чины:

1) коэффициенты а„ и а0;
2) определитель Гурвица

3) все главные миноры этого определителя.

a„-i 0 0 . . 0 0

а„-з а„-2 a„_i а„ . . 0 0

^л-1 = a„-s ая-з а*-2 • ..0 0

0 0 0 0 .. О© flj

Пример 14.1. Проверить с помощью критерия Рауса — 
Гурвица устойчивость системы, характеристическое уравнение кото­
рой имеет вид р3 + 2р2 + 6р + 4 = 0.

Убеждаемся, что а3 > 0, а0 > 0. Составляем определитель: 

== 8 > 0; единственный главный минор 2 > 0.

Таким образом, система устойчива.

Достоинство критерия Рауса — Гурвица — относительная 
простота вычислений. Недостаток заключается в том, что 

А область применимости этого критерия ограничена цепями
решите задачу 6 с сосредоточенными параметрами, поскольку только в этом 

случае передаточная функция является частным двух много­
членов.

Геометрические критерии устойчивости. Возвращаясь к харак­
теристическому уравнению (14.18), заметим, что произведение 

и'(р) = Р(р)К(р) (14.22)

есть ие что иное, как передаточная функция каскадного 
соединения двух. звеньев — основного звена и звена обратной 
связи. Обычно функцию w(p) называют передаточной 
функций системы с разомкнутой обратной связью.

Формула (14.22) описывает отображение комплексной 
плоскости р на другую комплексную плоскость w. Если 
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Pi,Pi,- — корни характеристического уравнения 1 — 0 (р)К(р)= 
— О, то, как легко видеть, на плоскости w всем этим точкам 
будет соответствовать единственная точка w = 1. Отсюда сразу 
вытекает принцип, позволяющий судить о возможности само­
возбуждения системы с обратной связью: если образ правой 
полуплоскости .переменной р при отображении вида (14.22) 
содержит точку w = 1, то система с замкнутой обратной 
связью неустойчива.

Важную роль играет кривая на плоскости w, являющая­
ся образом мнимой оси на плоскости р. Уравнение этой 
кривой в параметрической форме таково:

w(/o) = p(/o)K(/o). (14.23)

Роль параметра играет частота со, которая изменяется в 
пределах от — оо до + оо. Данная кривая называется 
амплитудно-фазовой характеристикой (АФХ) разомкнутой 
системы. Во всех случаях, представляющих практический 
интерес, модули частотных коэффициентов передачи звеньев 
стремятся к нулю с ростом частоты. Поэтому АФХ про­
ходит через точку w = 0. Кроме того, АФХ симметрична 
относительно вещественной осн на плоскости w, поскольку 
w(—j(£>) = w*(j(f)). Ясно, что АФХ для рассматриваемых 
систем представляют собой замкнутые кривые в плоскости w.

В теории функций комплексного переменного показы­
вается [14], что при- отображении вида' (14.22) образом 
правой полуплоскости оказывается внутренняя область, 
охватываемая кривой АФХ. Критерий устойчивости, вытекаю­
щий из описанного построения, известен под названием 
критерия Найквиста: если АФХ разомкнутой системы 
охватывает точку с координатами (1,у0), то замкнутая 
система неустойчива.

амплитудно-фазо­
вая характеристи­
ка

критерий 
Найквиста

Пример 14.2. Исследование устойчивости одноступенчатого 
усилителя с резистивно-емкостной нагрузкой, выход которого не­
посредственно соединен со входом.

Здесь, очевидно, 0(р) = 1, в то время как

К(р)=-К0/(1+рт),

где Ко —SR3t: т = R3KC„ (см. гл. 8).
Уравнение АФХ имеет вид

w(ja) = Ко ехр [/(л - arctgcot)]. (14.24)
pl + со2т2

Вид амплитудно-фазовой характеристики, построенной в соот­

ветствии с уравнением (14.24), показан иа рнс. 14.5.
Как видно из рисунка; АФХ рассматриваемой системы пред­

ставляет собой окружность с диаметром Ко. Верхней полу­

окружности соответствует положительная часть осн Jgj; по мере 
роста частоты модуль частотного коэффициента передачи умень­
шается, а фазоиый угол стремится к 90°.

Замкнутая кривая АФХ целиком находится в левой полу­

плоскости, и не охватывает точку w = 1. При ч соединении выхода 
данного усилителя со входом система- устойчива.
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Рис. 14.5. Амплитудно-фазовая характеристика одноступенчатого 
усилителя с резистивно-емкостной нагрузкой (номера указывают 
соответствие точек иа осн je> и иа АФХ усилителя)

Пример 14.3. Исследование устойчивости замкнутого кольца 
из двух усилительных звеньев с апериодическими нагрузками.

Передаточная функция каскадного соединения звеньев

К (р) = Kt (р) К2 (р) = K0iK02/(l + рт)2. (14.25)

Здесь для простоты считается, что постоянные времени обоих 
звеньев одинаковы; коэффициенты усиления на нулевой частоте 

К01 и К02 в общем случае могут быть различными.
Проведя замену переменной р = jai в (14.25). получаем уравнение 

АФХ:

м>(/ю) = К01К02/(1 + /сот)2 = exp(-/2arctg<BT). (14.26)

Вид амплитудно-фазовой характеристики данного усилителя 
показан иа рис. 14.6.

Если коэффициент усиления разомкнутой системы иа нулевой 

частоте Ко = К01К02 > 1, то при замыкании цепи обратной связи 
система становится неустойчивой, так как точка w = 1 находится 
внутри замкнутой кривой АФХ.

Рис. 14.6. Амплитудно-фазовая характеристика двухступенчатого уси­
лителя с апериодическими нагрузками
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Помимо критерия Найквиста известен ряд других геометри­
ческих методов исследования устойчивости линейных систем 
с обратной связью, например, критерий Михайлова и 
критерий пересечений. Они широко применяются при анализе 
систем автоматического регулирования.

14.3. Активные КС-фильтры

На современном этапе развития радиотехники и радио­
электроники многие схемные решения, ранее применявшиеся 
повсеместно, претерпели коренной пересмотр из-за широкого 
внедрения микроэлектронных устройств. В значительной сте­
пени это коснулось теории и практики построения частотно­
избирательных фильтров.

Было выяснено, что создать катушку индуктивности в 
микроэлектронном исполнении практически невозможно. 
Однако для реализации обычных колебательных звеньев 
2-го порядка необходимо располагать индуктивными элемен­
тами (см. гл. 13). Выходом из этого положения явилась 
разработка так называемых активных КС-фильтров. Они 
представляют собой комбинации пассивных КС-цепей и 
активных элементов — как правило, сложных транзисторных 
устройств, которые передают в пассивные цепи некоторую 
мощность от источника питания.

В этом параграфе будет рассмотрен один из возможных 
принципов построения активных КС-фильтров, когда в качест­
ве активного элемента используется операционный усилитель.

Оиерационнын усилитель. Так принято называть усилитель­
ное устройство с большим коэффициентом усиления Кс 
в широкой полосе частот, начиная с нулевой «частоты. 
Входное сопротивление операционного усилителя весьма 
велико (на практике 10б —1012 Ом), а выходное сопротив­
ление достаточно мало (десятки ом). Поэтому приближенно 
операционный усилитель (ОУ) можно рассматривать как 
источник напряжения, управляемый напряжением. Такая 
модель активного управляемого элемента часто исполь­
зуется в теории цепей. Современные ОУ имеют значения 
Ко л 105 -5-106. Как правило, микросхемы ОУ снабжены 
двумя входами: инвертирующим (—) и иеиивертврующим 
(+). Если им1 и и„2 — напряжения входного сигнала на 
неинвертирующем и инвертирующем входах соответственно, 
то выходное напряжение

Ивых= ^о(ивх1 Ивх2)> (14.27)

Операционный усилитель — одна из наиболее широко 
применяемых аналоговых интегральных микросхем.

Устойчивость систем с операционными усилителями. Если 
в системе, содержащей ОУ, имеется обратная связь, то 
возможно появление неустойчивых режимов. Рассмотрим, 
например, устройство, в котором выход ОУ соединен 
с неинвертирующим входом через резистор К. Пусть Сп — 
паразитная емкость. входа усилителя. Поскольку влияние

А

решите задачу 8

Операционный уси­
литель
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входного сопротивления усилителя пренебрежимо мало, 
изображение входного напряжения Ui(p) связано с изобра­
жением выходного напряжения U2 (р) простым соотношениемR

= и2
У(рс„) 

l/(pQ) + K*

Но в то же время U2 = U2/Kq. Одновременное выпол­
нение этих даух равенств возможно лишь тогда, если р 
служит корнем характеристического уравнения

1 + pRCn — Кд,

Сигнал иа инверти­
рующем входе ра­
вен нулю

т. е. р — (Ко — 1)/(ЯСп)- Таким образом, при Ко > 1 система 
неустойчива; напряжения в ией нарастают во времени по 
закону ехр[(К0 - lJtAKCJ].

Ясно, что устройство, в котором выход ОУ соединен 
через резистор с инвертирующим входом, является устой­
чивым.

Активные КС-фильтры е одиопетлевой обратной связью. 
Рассмотрим в общей постановке один из способов 
создания активных фильтров на базе операционных усили­
телей (рис. 14.7).

Здесь и в дальней­
шем ОУ считается 
идеальным: его
входное сопротив­
ление неограничен­
но велико, а вы­
ходное сопротивле­
ние бесконечно ма­
ло

Рис. 14.7. Принципиальная схема активного фильтра с одиопетлевой' 
обратной связью

Здесь 1 и 2 — некоторые пассивные КС-двухполюсиики, 
характеризуемые операторными сопротивлениями Z2 (р) и 
Z2 (р) соответственно. Элемент Z2 соединяет инвертирующий 
вход ОУ с его выходом, образуя петлю обратной 
связи. Состояние цепи описывается изображениями входного 
и выходного напряжения С/М(р) и Unnip) соответственно.

Выведем формулу для передаточной функции фильтра 
К(р)= 1/Вых(р)/^вх(р)- Пусть узел а имеет напряжение с не­
которым заранее неизвестным изображением Ue(p). Учтем, 
что 71 = /2, поскольку • входное сопротивление идеального 
ОУ бесконечно велико и инвертирующий вход усилителя 
не потребляет тока. Отсюда следует, что

(t/M - U^/Z, = (С/я - иВЫ1уг2

решите задачу 9

или

С/Вх + С/вьи/К0 l/№]t(l/K0 + 1)
Zi z2

Разделив обе ч^сти этого равенства на изображение 
UBV получаем
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1 + К(р)/К0 _ К(р)(1/К0 + 1)
Zi z2

откуда
Г7ы_ ~Za ~1 <14-28)
I W Z^Kp + ZJl/Ko+D'J

Считая Ко » 1, получаем приближенное равенство

К(р)ъ -ZM/ZM. (14.29)

При достаточно 
большом коэф­
фициенте усилении 
ОУ передаточная 
функции активного 
фильтра зависит 
исключительно от 
параметров пассив­
ных элементов це­
пи

Масиггабньш усилитель. Рассмотрим простейшую цепь 
с ОУ, изображенную иа рис. 14.8, а и называемую 
масштабным усилителем.

Здесь Zt = Z?i, Z2 — R2 и no формуле (14.29) находим

Последняя формула объясняет термин «масштабный уси-

I k(pT^k7/«7.~|

литель»: оказывается, что подбором резисторов R2

3©
С

*

в 1
вз -1- 3

09а б
Рис. 14.8. Схемы масштабного усилителя (а) и аналогового интегра­
тора (6)

можно обеспечить заданный коэффициент усиления, ие зави­
сящий от питающих напряжений и прочих дестабилизи­
рующих факторов, свойственных активным элементам. Естест­
венно, что коэффициент передачи этой цепи ие зависит 
от частоты.

Аналоговый интегратор. Если резистор R2 заменить иа 
конденсатор С, то получим устройство, выполняющее опера­
цию электрического интегрирования входного сигнала 
(рис. 14.8,6). Действительно, здесь Zt = R,Z2 = поэтому

К(р) = -1/(рКС).

Данной передаточной функции отвечает следующая связь 
между мгновенными значениями напряжений на входе и 
выходе цепи:

г
=- J.T | 

▲
решите задачу 10

т. е. система действительно выполняет операцию интегри­
рования.

Активные ЯС-фильтры с двухлетлевон обратной связью. 
Рассмотренный однопетлевой активный фильтр ие дает воз-
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Потенциал 14 зна­
чительно меньше, 
чем 1/,ых и U„ 
из-за высокого 
значения коэффи­
циента усиления

Рис. 14.9. Схема активного фильтра с двухпетлевой обратной связью 

можности получить цепь со свойствами колебательного 
звена 2-го порядка. Дело в том, что в соответствии с 
формулой (14.29) полюсы функций К(р) совпадают либо 
с полюсами сопротивления Z2(p), либо с нулями сопро­
тивления Zi(p). В то же время известно [35], что нули и 
полюсы пассивных КС-двухполюсников- могут располагаться 
лишь иа отрицательной вещественной полуоси.

Активный фильтр со свойствами колебательного звена 
2-го порядка можно получить, соединив инвертирующий 
вход ОУ с выходом посредством двухпетлевой цепи об­
ратной связи (рис. 14.9).

Здесь в соответствии с первым законом Кирхгофа для 
узла а имеем

Ii = (1Л* - Ue)/Zi = 12 + /3 + Ь, (14.30)
причем

h = UJZ2i I3 = (Ua - Ub)/Z3 « UJZ3,

Ц = (Va - U^/Z* l5 = (Ub - VB^/Z3 « - UBba/Zs. (14.31)

При постановке выражений (14.31) в (14.30) следует 
учитывать, что Is = 13. Кроме того, удобно перейти от 
сопротивлений Z к проводимостям У = 1/Z. Тогда из фор­
мулы (14.30) следует, что

= ГДУх + У2 + У3 + У4) - YiUBba.

Исключив вспомогательную переменную Ua, приходим к 
следующему выражению для передаточной функции по 
напряжению в данной системе:

(14.32)

По исходному условию все Проводимости У1 — У5 долж­
ны быть реализованы с помощью пассивных КС-двух- 
полюсников. В простейшем случае это либо проводимости 
резисторов G, либо проводимости конденсаторов рС.

Синтез активного ФНЧ 2-го порядка. Задача синтеза 
активной цепи с двухпетлевой обратной связью .сводится 
к подбору проводимостей пассивных элементов, которые
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обеспечивают заданный вид амплитудно-частотной характе­
ристики. Рассмотрим эту процедуру подбора иа примере 
синтеза активного колебательного звена 2-го порядка, 
имеющего частотные свойства ФНЧ.

Как известно (см. гл. 13), типичная передаточная 
функция ФНЧ 2-го порядка должна иметь вид

к(р) = АоКар1 + hp + c).

где Ло> о, Ь, с — постоянные величины.
Обращаясь к формуле (14.32), видим, что для реали­

зации такой функции необходимо, чтобы элементы Уь 
У3, У4 были резисторами, а элементы У2, У5 — конден­
саторами. При этом передаточная функция по напряжению

К(р) =
________________~GXG3_______________
р2С2С5 + p(Gx + G3 + G4)C5 + G3G4

(14.33)

Полюсы передаточной функции расположены в точках

Р1.2 =
Gi + G3 + G4

2С2

Поскольку вещест­
венные части ко­
ординат полюсов 
отрицательны прн 
любом выборе пе­
риметров, данная 
цепь устойчива

(14.34)

Данная формула позволяет синтезировать колебательные 
звенья 2-го порядка с установленным заранее расположе­
нием полюсов.

▲
репште задачу 11

Пример 14.4. Синтезировать активный RC-фильтр нижних частот 
2-го порядка с максимально-плоской характеристикой при частоте 
среза сос = 103 с”х.

Как известно из гл. 13, подобный фильтр должен иметь два 
полюса передаточной функции

Р1.2 = М-0.707 ±>0.707). (14.35)

Зададимся приемлемыми номиналами резисторов, положив их 
одинаковыми; Я1=Я3=Я4 = 1.8 кОм, т. е. Gx =G3=G4=5.55-10"* См.

Приравнивая вещественные части выражений (14.34) и (14.35), 
получаем формулу, определяющую емкость конденсатора С2‘-

(G, + G3 Ч- G4)/(2C2)= О.7О7сос,

откуда, подставляя известные значения величин, находим, что 
С2 = 1.18 мкФ.

Чтобы найти емкость конденсатора С5, следует приравнять 
мнимые части выражений (14.34) и (14.35): 

ад _ с. ад аду w
сгс, 4 \ Сг ) 2 '

Решив это уравнение, находим, что Cs = 0.26 мкФ. Принци­
пиальная схема синтезированного активного фильтра изображена 
на рис. 14.10.
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гиратор

Рис. 14.10. Схема активного КС-фильтра, имеющего максимально­
плоскую характеристику при частоте среза 103 с-1

Выдающийся 
вклад в теорию 
автоколебаний 
внесли советские 
ученые акад. Алек­
сандр Александ­
рович Андронов 
(1901-1952), акад. 
Леонид Исаакович 
Мандельштам 
(1879-1944), акад. 
Юрин Борисович 
Кобзарев и многие 
другие

Заключительные замечания. В настоящем параграфе был 
изучен один из возможных принципов построения актив­
ных КС-фильтров, основанный на применении операцион­
ных усилителей, охваченных цепями отрицательной обратной 
связи. Перечень средств современной интегральной схемо­
техники далеко не исчерпывается этим принципом. Так, 
большой интерес представляют фильтры на основе гира­
торов — активных четырехполюсников, обладающих тем свой­
ством, что при подключении к их выходным зажимам 
конденсатора реализуется чисто индуктивное входное со­
противление. Тем самым удается создать фильтры, не 
содержащие физических индуктивных элементов.

Со свойствами гираторов, а также других устройств, 
применяемых в активных КС-фильтрах, читатель может 
ознакомиться самостоятельно [38].

14.4. Автогенераторы гармонических колебании. 
Режим малого сигнала

Часто в активных радиотехнических цепях возникают 
периодические автоколебания. Так принято называть колеба­
тельные процессы, существующие без внешнего периоди­
ческого воздействия. Устройства, генерирующие автоколеба­
ния, называют автоколебательными системами, или- авто­
генераторами. Работа любого автогенератора основана иа 
том, что энергия от источника питания через управляемый 
элемент, например транзистор, подается в колебательную 
систему. Сигнал, управляющий транзистором, снимается 
с этой же колебательной системой и подается на входной 
электрод транзистора через цепь обратной связи.

При соответствующем выборе параметров такая система 
становится неустойчивой. Амплитуды любых малых колеба­
ний, вызванных, например, тепловыми шумами, неограни­
чен© возрастают. Однако по мере роста амплитуды су­
щественную роль начинают играть нелинейные свойства 
управляемого элемента. Это ведет к тому, что амплитуда 
автоколебаний достигает некоторого установившегося значе­
ния и в дальнейшем остается практически постоянной. 
Говорят, что при этом автогенератор работает в стацио­
нарном режиме.

При анализе и расчете автогенераторов возникают две
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В автогенераторе 
можно применить 
бииолярный тран­
зистор, учтя до­
полнительное зату­
хание колебатель­
ной системы из-за 
меньшего входного 
сопротивления

Рис. 14.11. Схема автогенератора с трансформаторной связью 

основные задачи:
1) выяснить, при каких условиях устройство с обратной 

связью становится неустойчивым, т. е. самовозбуждается;
2) определить амплитуду и частоту автоколебаний в 

стационарном режиме.
Первую из этих задач решить относительно несложно, 

поскольку при малых амплитудах автоколебаний на начальном 
этапе процесса нелинейный управляемый элемент может быть 
эквивалентно заменен линейной схемой замещения. Намного 
сложнее решить вторую задачу, состоящую в исследовании 
системы с обратной связью при условии, что нелинейными 
эффектами пренебречь нельзя.

Самовозбуждение простейшего автогенератора. Исследова­
ние процессов в автогенераторах начнем с устройства 
(рис. 14.11), называемого автогенератором с трансформатор­
ной свизью.

Колебательной системой здесь служит LCK-контур, эле­
ментом обратной свизи — катушка Цв, размещенная таким 
образом, что создаваемый ею магнитный поток частично 
пронизывает катушку L.

Пусть в устройстве каким-либо образом возбуждены 
малые колебания. Если и — напряжение на конденсаторе (и 
соответственно на управляющем электроде электронного при­
бора), то по второму закону Кирхгофа можно составить 
следующее дифференциальное уравнение, описывающее дан­
ную систему:

LC^+KC^-+u= ±М~, (14.36)
dr dr dr

где i — ток в цепи обратной свизи. Знак в правой части 
(14.36) зависит от того, каким образом (встречно или согласно) 
включены катушки L и £сВ.

Сделаем основное предположение — будем считать управ­
ляющее напряжение и столь малым, что электронный 
прибор вполне точно может быть заменен управляемым 
источником тока, выходной сигнал которого линейно зависит 
от управляющего напряжения:
/-/о + Ядифи (14.37)

Колебательный 
контур в схеме 
автогенератора с 
трансформаторной 
связью может 
включаться также 
в выходную цепь 
электронного . при- - 
боря
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Здесь i0 ~ постоянная составляющая тока; 5^ — дифферен­
циальная крутизна вольт-амперной характеристики прибора 
в фиксированной рабочей точке.

Объединив выражения (14.36) и (14.37), получаем сле­
дующее уравнение системы:

Отметим важное 
обстоятельство — 
уравнение (14.38) 
является линей­
ным дифференци­
альным уравнени­
ем с постоянными 
коэффициентами

(14.38)

•
критическое значе­
ние коэффициента 
взаимоиндукции

где (оо = 1/j/Ec — частота собственных колебаний контура без 

потерь.
Варьируя коэффициент взаимоиндукции М, можно изменять 

коэффициент при производной du/dt Знак и значение этого 
коэффициента, как известно, определяют характер свободных 
колебаний в такой динамической системе.

Если в уравнениях (14.36) и (14.38) выбраны верхние зна­
ки, то за счет обратной связи будет наблюдаться регене­
рация. Если величина М достигает критического значения

Mgp — КС/5дцф — 1/(<0оС^диф), (14.39)

где Q — добротность контура без учета регенерации, то 
уравнение (14.38) приобретает вид d2u/dt2 + <й2н ~ О, свой­
ственный идеальной колебательной системе без потерь.

При М > Mgp устройство становится неустойчивым. Введя 
параметр

а = у2 [Шдаф/(1£) - Я/L] > О,

получим дифференциальное уравнение

d2u du 2 п
dH" 2“ dt+ ю°“ “ О’

положительная об­
ратная связь в тео­
рии автоколеба­
тельных систем

решение которого описывает гармонические колебания с экспо­
ненциально нарастающей во времени амплитудой:

и (I) = 4e“'cos|/(0o — a2t + Be“'sin|/(Oo — a2t (14.40)

(А и В — постоянные, зависящие от начальных условий).
Практически всегда а <к и в соответствии с (14.40) 

частота заполнения автоколебаний, возникающих в линейном 
режиме, близка к частоте собственных колебаний контура.

Подчеркнем физический смысл правильного выбора знака 
в уравнении (14.38), который обеспечивает неустойчивость 
начального состояния автогенератора: для самовозбуждения 
системы необходимо, чтобы любое возмущение колебатель­
ного контура приводило к появлению такого сигнала 
положительной обратной связи, который, складываясь с перво­
начальным возмущением, увеличивал бы его. Именно таким 
образом трактуется понятие положительной обратной связи 
в теории автоколебательных систем.

Трехточечвые автогенераторы. На практике вместо авто­
генераторов с трансформаторной связью чаще используют 
так называемые автогенераторы-трехточки, в которых 
напряжение обратной связи снимается с части колебатель-
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Рис. 14.12. Автогенератор по схеме индуктивной трехточки:

а - принципиальная схема (источники питания и смещения не показаны): 
б — эквивалентная схема с разомкнутой цепью обратной связи

ного контура. На рис. 14.12, а, б изображены принци­
пиальная и эквивалентная схемы индуктивной трехточки.

Наличие резистора R учитывает все виды потерь в 
системе — иеидеальиость реактивных элементов, конечное (хотя 
и достаточно большое) выходное сопротивление электрон­
ного прибора, а также влиииие внешних цепей (нагрузок).

Найдем условия самовозбуждения индуктивной трехточки, 
исследуя характеристическое уравнение этой системы с замкну­
той обратной связью.

Если Um и Uвых — изображения сигналов на входе и 
выходе при разомкнутой цепи обратной связи (рис. 14.12,6), 
так что известна передаточная функция К (р) = 
то характеристическое уравнение, описывающее замкнутую 
цепь, как было выяснено, имеет вид [см. формулу (14.18)]
К(р) = 1.

А
решите задачу 12

(14.41)

Для того чтобы найти функцию К(р), учтем, что напря­
жение Uab на зажимах контура возникает за счет тока — 
£диф£>вх, проходящего через последовательно-параллельно 
соединенные элементы Zlt Z2 и Z3:

И = ~^Диф^вх^1(^2 + Z3)
* Z, + z2 + z3 ■

Поскольку L'bux = UtaJZiKZi, + Z3), характеристическое 
уравнение (14.41) приобретает вид

-Sfl^Z1Z2/(Z1 + Z2 + Z3) = 1. (14.42)

В данном случае

Zj = pLiR/(pLi + К), Z2 = pL2, Z3 = 1/(рС).

Подставив эти выражения в (14.42) и выполнив не­
сложные алгебраические преобразования, получим характе­
ристические уравнения замкнутой системы: 
р’блмф + l/R)LiL2C + р2 (Lt + L2)C + pLi/R + 1=0. (14.43)

Цепь будет неустойчивой, если определитель Гурвица 
отрицателен:
D = рм + L2) с (ЗДИф + 1/Я)Г1Ь2С|<0

2 11 Li/« ' I
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^-2 (^лиф + 1/К) > (^1 + С2)/К.

Отсюда находим условие самовозбуждения данного 
автогенератора:
I КУд,ф > Li/lJ (14.44)

Изменяя емкость 
контура, можно 
легко осуществить 
частотную или фа­
зовую модуляцию 
колебаний, созда­
ваемых автогене­
ратором

Частота экспоненциально нарастающих собственных ко­
лебаний определяется корнями кубического уравнения (14.43). 
Аналитическое решение здесь довольно громоздко. Однако 
из физических соображений ясно, что трехточечный авто- 
генератор самовозбуждается на резонансной частоте (орез = 
= 1Д/(М+1.2)С. в' самом деле, на этой частоте сопротив­

ление нагрузки электронного прибора Z^ — R^ вещественно; 
комплексная амплитуда напряжения ил= — S^U^Rp^ сдви­
нута по фазе иа 180° относительно <7ВХ. В контуре 
наблюдается резонанс токов, элементы и L2 обтекаются 
одним и тем же контурным током, поэтому Свых — 
=-(£2/£1)и4Л = (£2/£1)5дифКрезивх. Напряжения 17вх и Свых 
совпадают по фазе, так что при выполнении условия 
(14.44) автогенератор действительно самовозбуждается.

Пример 14.5. Трехточечный автогенератор имеет колебатель­
ный контур, настроенный на частоту орез = 6-10б с-1. Дифферен­
циальная крутизна проходной характеристики электронного прибора 
в рабочей точке = 7 мА/B. Добротность контура Q = 40, 
емкость конденсатора С = 400 пФ. Найти значения индуктивностей 
Li и L2. обеспечивающие уверенное самовозбуждение автогенера­
тора.

Другим вариантом схемы трехточечного автогенератора 
является так называемая емкостная трехточка, в которой 
напряжение обратной связи снимается с емкостного делителя, 
образованного конденсаторами и С2. Анализ условий 
самовозбуждения такой схемы проводится аналогично опи­
санному ранее.

КС-авгогеиераторы гармонических колебаний. На частотах 
ниже нескольких десятков килогерц применять в качестве 
колебательных систем автогенераторов резонансные LC-кои- 
туры становится затруднительным, главным образом из7за 
больших массогабаритных размеров индуктивных элементов. 
Поэтому на этих частотах, как правило, используют КС- 
автогенераторы, представляющие собой комбинации активных 
четырехполюсников (усилителей) и пассивных КС-цепей, 
играющих роль элементов обратной связи. '

В данном автогенераторе роль шунтирующего резистора по­
терь R выполняет резонансное сопротивление контура Крез. Харак­
теристическое сопротивление р — = 416.6 Ом, откуда
Крез = pQ = 16.6 кОм. Произведение ЯХДИф — 7 • 16.6 = 116.2, поэтому 
на основании формулы (14.44) с некоторым запасом положим L1/L2 = 
= 100. Полная индуктивность контура Lj + L2 = l/ffcJ^C) = 69.4 мкГн. 
Из двух последних равенств получаем (округленно) =68.7 мкГн, 
Lz — 0.7 мкГн.
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Рис. 14.13. Автогенератор с двумя КС-цепями:

а — принципиальная схема; б — схема с разомкнутой цепью обратной связи

Пусть К (р) — передаточная функция некоторой разомкну­
той цепи и К (р) = 1 — характеристическое уравнение, опи­
сывающее поведение системы с замкнутой обратной связью. 
Для того чтобы такая система была неустойчивой и могла 
генерировать гармонические колебания в стационарном 
режиме, характеристическое уравнение должно иметь, по 
крайней мере, одну пару комплексно-сопряженных корней 
с положительной вещественной частью. Мнимая часть корней 
будет при этом определять генерируемую частоту.

Получим условие самовозбуждения часто используемого 
автогенератора с двумя КС-цепями (рис. 14.13, а).

Основой генератора является идеальный усилитель с ве­
щественным и положительным коэффициентом усиления Ко. 
Выход усилителя соединен с его входом через пассивный 
КС-четырехполюсник, передаточная функция которого по 
напряжению в соответствии с рис. 14.13,6 имеет вид

•
условие, налагае­
мое на корни ха- 
характеристнче- 
ского уравнения

Таким свойством 
обладает усили­
тель с четным чис­
лом ступеней

(1 +pTt)(l +рт2) + рт'
(14.45)

Здесь введены следующие обозначения: т1=К1С1, 
т2 = К2С2, т' = К2СХ. Характеристическое уравнение авто­
генератора Корх(р) = 1, очевидно, можно записать так: 

Р2Х1Т2 +р[т, +т2 -т'(К0 - 1)] + 1 = 0. (14.46)

Описываемая система становится неустойчивой при таком 
выборе параметров, когда коэффициент при первой степени 
р, проходя через нуль, меняет знак. Для самовозбуждения 
автогенератора необходимо, чтобы выполнялось неравенство 

Ti + т2 - т'(к0 - 1)<а

Отсюда получаем условие, налагаемое на коэффициент 
усиления активного звена:

Ко> 1 +
RiCi + R2C2 

R2Ct
(14.47)

Это условие сле­
дует из критерия 
Рауса — Гурвица

В частности, если обе КС-цепи идентичны, то система 
самовозбуждается, когда Ко > 3.

Мнимая часть корней уравнения (14.46) зависит не только 
от параметров Кх, К2, Сх, С2, но и от коэффициента 
усиления Ко. Для оценки генерируемой частоты будем прибли­
женно считать, что Автогенератор работает на границе 

А
решите, задачу 13
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Строго говоря, ге­
нерируемая часто­
та зависит от ко­
эффициента усиле­
ния активного зве­
на

•

энергетический ба­
ланс в автогенера­
торе

внутренняя обрат­
ная связь

лазер

самовозбуждения и поэтому коэффициент при первой степени 
р равен нулю. Тогдв из характеристического уравнения 
P2TiT2 + i = 0 находим значение генерируемой частоты:

<■>,=„ = 1//Ki«2C,C2. (14.48)

Отметим в заключение, что КС-автогенератор существен­
но уступает LC-автогенераторам с точки зрения качества 
спектрального состава генерируемых колебаний. Это связано 
с тем, что в них цепь обратной связи не содержит 
колебательных контуров и ие может в достаточной мере 
отфильтровать нежелательные высшие гармоники. Удовлетво­
рительная форма генерируемых колебаний достигается спе­
циальными схемотехническими мерами, например за счет 
использования дополнительной цепи нелинейной ниерциониой 
обратной связи

Автогенераторы с внутренней обратной связью. Рассмот­
ренные ранее схемы автогенераторов содержат специально 
созданные цепи положительной обратной связи. Однако 
возможен и другой прицип построения автогенераторов, 
когда в колебательный контур вводится отрицательная 
активная проводимость.

Если, например, Kp^ — активная составляющая входного 
сопротивления контура при резонансе, а 6отр = 5диф < 0 — 
параллельно включенная отрицательная проводимость, вно­
симая электронным прибором, то условие самовозбуждения 
системы заключается в компенсации потерь контура (см. 
гл. 8):

^диф 1/Крез-

Если это условие выполняется, то с ростом амплитуды 
автоколебаний за счет нелинейности характеристики электрон­
ного прибора будет наблюдаться постепенное уменьшение 
скорости нарастания колебаний. В стационарном режиме 
энергия, рассеиваемая в контуре за период собственных 
колебаний, в точности равна энергии, которая поступает 
в контур от внешних источников за данный отрезок вре­
мени. Такой механизм самовозбуждения и автоматического 
регулирования ’ стационарной амплитуды получил в радио­
технике название внутренней обратной связи.

Автогенераторы с распределенной колебательной системой. 
Очень важной в практическом отношении разновидностью 
генератора с внутренней. обратной связью является авто­
колебательное устройство, в котором использован отрезок 
линии передачи с распределенными параметрами. Типичным 
примером служит лазер — автогенератор гармонических коле­
баний в оптическом и инфракрасном диапазонах (рис. 14.14).

Лазер обычно состоит из двух плоскопараллельных 
полупрозрачных зеркал, образующих распределенную колеба­
тельную систему, так называемый резонатор Фабри — Перо. 
Пространство между зеркалами заполнено активной средой, 
например смесью газов Не и Ne. За счет внешней накачки 
в среде создается избыточная концентрация атомов, находя-
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Рис. 14.14. Устройство лазера:

I — полупрозрачное зеркало; 2 — активная среда: 3 — генерируемый пучок 
света

щихся в возбужденном состоянии. Эти атомы переходят в 
более низкое энергетическое состояние не спонтанно, а под 
воздействием электромагнитного поля в резонаторе. Поле в 
резонаторе, в свою очередь, есть результат суммирования 
индуцированных излучений огромного числа атомов. Подоб­
ный способ взаимодействия поля и активной среды 
приводит к высокой степени пространственно-временной 
когерентности излучения лазера.

Для того чтобы лазер самовозбудился, мощность, излу­
чаемая в резонатор активной средой, должна скомпен­
сировать суммарную мощность потерь в системе.

Рассмотрим модельную задачу о гармонических волнах 
в активной линии передачи. Известно [34], что комплекс­
ные амплитуды напряжения и тока волны, распространяю­
щейся в сторону возрастания координаты z, описы­
ваются функцией вица exp(yz), где комплексный коэффи­
циент распространения

Y = а + J₽ = |/(Rt + jo>L1)(G, +jo>C,) (14.49)

зависит от погонных активных (Кх и Gx) и реактивных 
(£х и Сх) параметров линии. Действие активной среды в 
рамках теории распределенных цепей принято учитывать тем, 
что погонная шунтирующая проводимость становится отри­
цательной: Gi = —gi.

Будем полагать, что параметры Кх и gs лишь незначи­
тельно изменяют фазовую скорость волны, т. е. на рабочей 
частоте <о справедливы неравенства Кх <о£х, gt о>Сх. 
Тогда, переписав формулу (14.49) в эквивалентном виде: 

принцип работы ла­
зера

Волна в линии с 
положительным

можно пренебречь третьим слагаемым подкоренного выраже­
ния, малым по сравнению с первыми двумя, и получить 
приближенное выражение

Коэффициент фазы р в силу сделанных допущений 
оказывается таким же, как и в идеальной линии без потерь: 
Р = Jof/LiCi. Однако коэффициент ослабления а существенно 

п с отрицательным 
затуханием
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•

условие самовоз­
буждении распре­
деленного автоге­
нератора

Выбранный злак 
величины М обес­
печивает возмож­
ность самовозбуж­
дения системы

зависит от модуля отрицательной погонной проводимости 
gi:
ja = 'Zzl/T.C, -g./C,)Tj (W.50)

Очевидно, самовозбуждение системы наступит прн некото­
ром критическом значении #1кр, таком, что а = 0, откуда 

£1ч> = «1С,//., = R^zl, (14.51)

где ZB = [/Lj/Cj — волновое сопротивление линии.

Из последней формулы следует, в частности, что чем 
меньше волновое сопротивление, тем больше модуль отри­
цательной активной проводимости, необходимый для само­
возбуждения распределенного автогенератора.

14.5. Автогенераторы гармонических колебаний. 
Режим большого сигнала

Данный параграф посвящен основам теории автоколеба­
тельных систем, работающих в режиме большого сигнала, 
когда уже нельзя пренебречь нелинейностью характеристики 
электронного прибора. Метод исследования основан на прибли­
женном решении нелинейного дифференциального уравнения 
автогенератора.

Метод укороченного уравнения. Обратимся вновь к простей­
шей схеме автогенератора с трансформаторной связью н 
будем считать заданной вольт-амперную характеристику 
активного элемента £ = /(«). Поскольку di/dt— df/du-du/dt, 
запишем нелинейное дифференциальное уравнение (14.36), 
характеризующее поведение автогенератора при любых 
режимах, в виде 
d2u (R М d/\ du , ЛdF + ( £ - LCd J Л + = °- <14 52)

Способов точного решения таких уравнений прн любой 
функции f (и) не существует. Приходится использовать те 
или иные дополнительные соображения физического характера 
н отыскивать приближенные решения. В данном случае сле­
дует принять во внимание, что автогенератор содержит 
высокодобротный колебательный контур. Поэтому, несмотря 
на присутствие нелинейного элемента, напряжение на контуре 
должно мало отличаться от гармонического колебания с 
частотой <о0.

Будем искать приближенное решение уравнения (14.52) 
в виде 
u(t) = U (с) cosco0t,

предполагая амплитуду 17(c) медленной функцией времени 
в том смысле, что | dU/dt | <о01 U |. На этом основании
в выражении первой производной

da dU rr .-^-cos<o0c — (DoUsincooC
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сохраним только второе слагаемое: 

du .
-Т-Й5 — COnUSincOoi.
(U

Таким же образом вторая производная

d2u d2U „ dU . 2тт
= -^j-costOot— 2со0 -^-sincooZ — coovcosco0t 

„ dU . 2rr
— 2<Oo — Sinci)ot — <OoV cosco0t.

dr

(14.53)

(14.54)

Подставив выражения (14.53) и (14.54) в уравнение (14.52), 
получим так называемое укороченное дифференциальное 
уравнение

Производная 
d2t//dr2 мала в си­
лу предположения 
о медленности из­
менения амплиту­
ды

6U 1 (R М df\„ Л dt + 2 ( L LC &i)U (14.55)

приближенно описывающее процессы в автогенераторе с вы­
сокодобротным колебательным контуром.

Переход к укороченному уравнению значительно упро­
щает последующие этапы анализа, так как при этом порядок 
дифференпиального уравнения снижается на единицу.

Средняя крутизна. Производная df/du, входящая во второе 
слагаемое уравнения (14.55), является дифференциальной про­
водимостью нелинейного элемента.

Ток i(t) есть периодическая функция времени, представ­
ляемая рядом Фурье

i = f(u) = Io + Ii coscoot + Z2cos2a>0t + ...

Поскольку выходной сигнал автогенератора лишь в малой 
степени отличается от гармонических колебаний с частотой 
Оо, отбросив все высшие гармоники, получим приближенно 
f ss /0 + Jj cosЮо*- В то же время u(t) = Ucosoot, поэтому 

df df /du A
du dt* dt U

укороченное диф­
ференциальное 
уравпение автоге­
нератора

По определению, коэффициент пропорциональности Si 
между амплитудой первой гармоники тока и амплитудой 
напряжения на управляющем электроде есть средняя крутизна 
или крутизна по первой гармонике'.

средняя крутизна

Si(U) = МУ)и ' (14.56)

Введя среднюю крутизну, запишем укороченное уравнение 
(14.55) в виде

(14.57)

Для аналитического рассмотрения удобен случай, когда 
вольт-амперная характеристика имеет форму степенного ряда:
i(u)в «о + OiU + аги2 + ...
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▲
решите задачу 14

уравнение для оп­
ределения стацио­
нарной амплитуды 
автоколебании

Как известно (см. гл. И), при этом 

h (V) = «1 и + 3 */4а3 и3 4- 7s«5 V5 * + ... , 

В зависимости от того, в какой области ВАХ распола­
гается рабочая точка нелинейного элемента, характеристика 
Si(U) имеет одну из двух форм, изображенных на 
рис. 14.15.

Если средняя крутизна монотонно убывает с увеличением 
амплитуды управляющего напряжения, то говорят, что авто­
генератор работает в мягком .режиме самовозбуждения.
Соответствующая зависимость изображена на рис. 14.15,а. 
Здесь же проведена так называемая прямая обратной 
связи — горизонтальная линия с ординатой RC/M. Точка 
пересечения кривой Si (U) и прямой обратной связи 
определяет единственную амплитуду стационарных авто­
колебаний и„.

Сложнее обстоит дело, если автогенератор работает 
в жестком режиме самовозбуждения. Здесь, как видно из 
р!ис. 14.15,6, возможны даа стационарных режима с различ­
ными амплитудами UCTi и Сст2.

так что

Si (U) = «1 + 3/4e3VJ + 5/*а5и* +... (14.58)

Подставляя данное выражение средней крутизны в укоро­
ченное уравнение (14.57), получаем нелинейное дифферен­
циальное уравнение 1-го порядка, которое всегда можно ре­
шить методом разделения переменных.

Стацнонарньш режим автогенератора. По определению, 
в стационарном режиме амплитуда колебаний автогенера­
тора постоянна. Положив dU/dt = 0, из (14.57) получаем 
уравнение

| St(U) = RC/M, | (14.59)

положительные корни которого определяют стационарные 
значения 17ст амплитуды автоколебаний.

Пример 14.6. В автогенераторе использован активный элемент 
со средней крутизной S^U) = + А/4й3и2, где «i = SOT(j>= 15 мА/B,

а3 — — 4 мА/B3. Автогенератор имеет параметры: <в0 = 107 с-1, А 
Q — 30, М — 1 мкГн. Найти стационарную амплитуду автоколе- решите задачу 15 
баний.

Вычислим прежде всего величину

^ = ЛС/М«1/(<воеМ)=ЗЛЗ-10"3 См.

На основании (14.59) стационарная амплитуда в данном случае 

удовлетворяет квадратному уравнению

°1 4~ 3/4яз^сг =

решив которое получаем

Ua=2 l/g-fll)/(3O3) = 1.97 В.

мягкий я жесткий 
режимы самовоз­
буждения автоге­
нератора
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Рис. 14.15. Типичные зависимости средней крутизны от амплитуды 
управляющего напряжения:
а — характеристика мягкого режима; б — характеристика жесткого режима

Устойчивость стационарных режимов. Говорят, что ста­
ционарный режим автоколебательной системы устойчив, 
если прн малых отклонениях амплитуды гармонических 
колебаний от стационарного значения система стремится 
вновь вернуться к состоянию с той же стационарной 
амплитудой. Наоборот, система, оказавшаяся в неустойчи­
вой стационарной точке, стремится так изменить свою 
амплитуду, чтобы перейти в ту или иную’ устойчивую 
стационарную точку.

Устойчивость стационарного режима — понятие, специфи­
ческое для нелинейных автоколебательных систем. Напомним, 
что применительно к линейной динамической системе речь 
может идти только об устойчивости или неустойчивости 
состояния покоя (режим малых колебаний).

Рассмотрим укороченное уравнение автогенератора (14.57) 
и предположим, что амплитуда автоколебаний V получила 
малое отклонение V от стационарной точки:

и = U„ + V. (14.60)

При этом

где А — dSj /dU — коэффициент наклона средней крутизны 
в стационарной точке.

Подставив равенство (14.60) в (14.57), находим с учетом 
(14.59) дифференциальное уравнение относительно приращения 
амплитуды:

различие между 
понятиями устой­
чивости линейных 
н нелинейных ав­
токолебательных 
систем

AMU„ 
2LC

(14.61)

Из этого простого линейного дифференциального урав­
нения следует, что знак производной dV/dt зависит лишь 
от знака величины А. Так, если А < 0, то Ии dV/dt 
имеют разные знаки. Поэтому если по тем или иным 
причинам амплитуда автоколебаний U стала больше UCT, 
т. е. V > 0, то в силу уравнения (14.61) производная 
dV/dt < 0. Это означает, что с течением времени авто­
колебательная система вернется в стационарное состояние.

критерий устойчи­
вости стационарно­
го режима
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2

О Ucr

Si

▲
решвте задачу 16

колебательный
тстерезис

Легко видеть, что описанным свойством устойчивости 
обладает автогенератор, работающий в мягком режиме 
самовозбуждения. Пусть коэффициент взаимоиндукции М 
мал настолько, что прямая обратной связи 1 не пересекает 
кривую Si(V). Единственное устойчивое состояние системы 
прн этом — состояние покоя с нулевой амплитудой авто­
колебаний. Если коэффициент М увеличивать, то при 
Мкр — RC/S^ (прямая 2) автогенератор самовозбуднтся прн 
сколь угодно малой амплитуде стационарных автоколеба­
ний. Дальнейший рост М приведет к плавному увели­
чению амплитуды генерируемых -автоколебаний, так как пря­
мая 3 будет перемещаться вниз.

По-иному протекают процессы в автогенераторе, работаю­
щем в жестком режиме самовозбуждения. Если система 
первоначально находится в состоянии покоя, а прямая 
обратной связи занимает положение 1, то автоколеба­
ния не возникают, несмотря на то, что имеются две 
точки стационарного режима — неустойчивая точка а и 
устойчивая точка б. Одиако если с помощью каких-либо 
внешних источников в системе возбуждены гармонические 
колебания с резонансной частотой и амплитудой, соответ­
ствующей точке а, то, поскольку здесь А > О (средняя 
крутизна возрастает с увеличением амплитуды), возникшие 
автоколебания будут неустойчивыми. Амплитуда их будет 
нарастать до тех пор, пока система не перейдет в 
устойчивую точку б, характеризующуюся постоянной ста­
ционарной амплитудой UCT1.

Автогенератор с такой характеристикой способен также и 
к самовозбуждению. Для этого прямая обратной связи 
должна занять положение 2, при котором неустойчивым 
является стационарный режим с бесконечно малой амплиту­
дой колебаний. Как следует из сказанного ранее, возбужден­
ные автоколебания будут нарастать до тех пор, пока нх 
амплитуда не достигнет в пределе стационарного уровня 
{/ей. Если же теперь уменьшать М, то амплитуда 
автоколебаний будет плавно падать до тех пор, 
пока не станет равной UCTj и прямая обратной связи 3 
не займет положение касательной к характеристике Si(U). 
Дальнейшее уменьшение М приводит к срыву автогенера­
ции; амплитуда колебаний скачком падает до нуля.

Таким образом, в автогенераторе с жестким режимом 
самовозбуждения колебания возникают и исчезают при различ­
ных значениях коэффициента обратной связи. Говорят, что 
в таком автогенераторе имеет место колебательный 
гистерезис.

Зависимость режима автогенератора от выбора рабочей 
точки. Как отмечалось, мягкий режим самовозбуждения 
отличается от жесткого тем, что в первом случае средняя 
крутизна SiiU) при малых амплитудах падает с ростом 17, 
а во втором — растет.

Пусть вольт-амперная характеристика нелинейного элемен­
та описывается степенным рядом и поэтому [см. формулу 
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(14.58)] прн малых V имеет место зависимость 

S1(U)=«1 + 3/4«3и2.

Очевидно, автогенератор работает в мягком режиме 
самовозбуждения, если а3 < 0, и в жестком режиме, если 
а3 > 0.

Как известно,

1 d3i 
°з=згат-

причем производная вычисляется в точке, отвечающей 
начальному напряжению смещения поданному на нелинейный 
элемент. Обычно зависимость i(u) представляется гладкой 
кривой, которая монотонно возрастает от нулевого до 
некоторого постоянного уровня. Проведя трехкратное диф­
ференцирование этой зависимости графическим способом, 
убеждаемся что мягкий режим самовозбуждения будет 
реализован в тех случаях, когда рабочая точка выбрана 
в средней части характеристики.

Процесс установлении стационарной амплитуды. Метод 
укороченного уравнения позволяет не только находить 
стационарные режимы н исследовать их устойчивость, но 
также изучать дниамнку процесса установления стационар­
ной амплитуды автоколебаний. В качестве примера найдем 
закон изменения во времени амплитуды U(t) в автогенера­
торе с мягким режимом самовозбуждения, полагая, что' 
прн t = 0 в системе существуют гармонические колебания 
с резонансной частотой и с некоторой известной амплиту­
дой и0.

Задача сводится к решению уравнения 
dt/ , 1 (R aiM 3a3MU2\ 
dt + 2 L LC 4LC

Определение гра­
ниц ' мягкого п 
жесткого режи­
мов самовозбуж­
дения'

с начальным условием U (0) = Uo. 
Введем сокращенные обозначения:

За3М 

ZLC
<0.

Обе части укороченного уравнения

dU 
dt

= (а + ₽U2) U (14.62)

можно умножить на U н получить эквивалентную форму

dU2
2(<x+0U2)U2 = dt. (14.63)

Разлагая левую часть равенства (14.63) на элементарные 
дроби, имеем

Данное нелинейное 
дифференциальное 
уравнение имеет 
первый норядок п 
может быть реше­
но аналитически

= dt. (14.64)
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Аналогичным спо­
собом рассматри­
вают процессы в 
автогенераторе с 
жестким режимом 
самовозбуждения

различие между ак­
тивными и пассив­
ными колебатель­
ными системами

Наконец, интегрируя и принимая во внимание начальное 
условие, получаем решение задачи в виде

1 U2(a + pUg)
2а <7й(« + р<72) ’ 

откуда следует окончательный результат:

<7(г) = Uo|/aexp(ctt)

[/а 4- pL'o [1 — exp(2at)]
(14.65)

При t -> оо амплитуда автоколебаний стремится к по­
стоянному стационарному уровню

VCT
а 1/КС/М-

fa ’ (14.66)

что совпадает с выводом, полученным в примере 14.6.
Важно отметить следующее: стационарная амплитуда авто­

колебаний не зависит от начальных условий. Если — 0, то 
в соответствии с выражением (14.65) амплитуда U (с) равна 
нулю прн любых t > 0. Одиако, поскольку прн a > 0 режим 
малых колебаний неустойчив, при любой сколь угодно малой 
величине 170, возникающей, например, из-за тепловых шумов, 
самовозбуждение автогенератора всегда будет иметь место.

Наконец, обратим внимание на то, что с повышением 
добротности колебательной системы, когда R -* 0, параметр 
а увеличивается. Это, в свою очередь, означает, что установ­
ление стационарной амплитуды происходит тем быстрее, 
чем выше добротность колебательного контура [см. фор­
мулу (14.65)]. Полезно вспомнить, что пассивные узкополос­
ные системы, изученные в гл. 9, имеют диаметрально 
противоположное свойство — при нестационарных процессах 
огибающая в них изменяется тем медленнее, чем больше 
добротность системы.

Результаты

ОО Введение обратной связи является широко распространенным способом 
создания динамических систем с заданными частотными или импульсными 

характеристиками.
ОО Различают системы с положительной и отрицательной обратными связями.
ОО Введя в усилитель отрицательную обратную связь, можно создать 

систему с высокой стабильностью коэффициента усиления.

ОО Отрицательная обратная связь уменьшает уровень нелинейных искаже­
ний, возникающих из-за нелинейности вольт-амперных характеристик актив­

ных элементов,
ОО Применение отрицательной обратной связи дает возможность за счет 

снижения уровня усиления расширять полосу пропускания усилителя.
ОО Для анализа устойчивости малых колебаний в системах с обратной 

связью используют критерии устойчивости. Наиболее распространены кри­
терии устойчивости Рауса — Гурвица и Найквиста.
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<Г>О Активные RC-фильтры являются частотно-избирательными устройствами, 
не содержащими индуктивных элементов.

<>О При введении в усилитель положительной обратной связи возможно 
возникновение неустойчивости. Если в подобном устройстве содержится 
колебательная система, то неустойчивый усилитель с положительной 
обратной связью является автогенератором гармонических колебаний.

<>q Для генерирования гармонических колебаний в низкочастотной области 
находят применение RC-автогенераторы, не содержащие колебательных 

контуров.
Установившаяся амплитуда колебаний в автогенераторе определяется видом 
нелинейной характеристики электронного прибора, входящего в автогенератор. 

<3>/> Различают устойчивые и неустойчивые стационарные режимы автогенера­
торов, а также жесткий и мягкий режимы самовозбуждения.

Вопросы

1. Сформулируйте принцип классифика­

ции обратных связей в динамических 
системах. Возможен лн случай, когда в одной 
и той же системе обратная связь на одной 
частоте будет положительной, а на другой — 
отрицательной?

2. Перечислите некоторые технические 
применения отрицательной обратной связи 

в усилительных устройствах.
3. Какова особенность частотных характе­

ристик усилителя, охваченного обратной 
связью с запаздыванием?

4. Приведите формулировки критериев 
устойчивости Рауса — Гурвица н Найквиста.

5. Перечислите характерные свойства 
операционных усилителей.

6. Почему соединение выхода операцион­

ного усилителя с его неиивертирующим 
входом приводит к неустойчивости усили­
теля?

7. Изобразите принципиальные схемы 
масштабного усилителя н аналогового ин­
тегратора, построенных на базе операцион­

ного усилителя.

Задачи

1. В системе с обратной связью основ­
ной элемент имеет коэффициент усиления 

Ко = 1000, не зависящий от частоты. Цепь 
обратной связи имеет постоянный коэф­
фициент передачи 0О = 5-10_4ехр(—/45°). 

Какой (положительной или отрицательной) 

является обратная связь в данной сис­
теме?

2. Усилительное устройство имеет незави­
сящий от частоты коэффициент усиления 

Ко = 10000. При изменении внешних условий, 
например температуры окружающей ердды,

8. Имеется экспериментальный макет 
автогенератора с трансформаторной связью. 
Автогенератор не возбуждается, несмотря 

на то, что он собран из заведомо исправ­
ных деталей. С чего следует начать нала­
живание такого устройства?

9. Изобразите принципиальные схемы 
автогенераторов, собранных по схемам ин­
дуктивной и емкостной трехточек.

10. Зависит лн частота автоколебаний, 

генерируемых ЯС-автогенератором, от коэф­
фициента усиления активного звена?

11. Каково условие самовозбуждения 

автогенератора с внутренней обратной 
связью?

12. Как определяется понятие средней 

крутизны электронного прибора?
13. В чем заключается принципиальное 

отличие мягкого и жесткого режимов само­
возбуждения автогенератора?

14. Как, зная вольт-амперную характе­

ристику нелинейного активного элемента, 
определить границу между мягким н жестким 
режимами самовозбуждения?

наблюдается значительное изменение коэффи­
циента усиления,'такое, что АКо/Кс=02. 

Для стабилизации параметров системы реше­
но использовать отрицательную обратную 
связь. Выберите величину 0, при которой 

нестабильность коэффициента усиления сни­
зится в 10 раз, т. е. ДКос/^ос = 0.02. 
Каково при этом значение коэффициента 
усиления системы с замкнутой обратной 

связью?
3. Покажите, что в усилителе, собранном • 

по схеме
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существует отрицательная обратная связь с 

параметром = — Roc/rh-
Указание. Введите вспомогательное 

напряжение г между базой и эмиттером 
(см. рис.) и учтите, что переменная состав­

ляющая тока эмиттера i, = Sv.
4. Найдите коэффициент усиления напря­

жения К = VuujJUn эмиттерного повторителя:

Крутизна характеристики S транзистора 

считается известной.
5. Одноступенчатый усилитель с резистнв- 

но-емжостной нагрузкой имеет активное 
сопротивление нагрузки RK = 1.6 кОм. Пара­

зитная емкость Сп, подключенная к кол­
лектору транзистора, равна 50 пФ. Крутизна 
характеристики транзистора S = 30 мА/B. В 
цепь эмиттера включен резистор обратной 

связи Rqc ~ 21 Ом (см. условие задачи 3). 
Найдите граничные частоты усиления при 
наличии и при отсутствии отрицательной 
обратной связи.

6. Используя критерий Рауса — Гурвица, 
исследуйте устойчивость мвлых колебаний 

в динамических системах, описываемых 
характеристическими уравнениями вида:

а) р4 + Зр3 + 2рг + р 4-1 = 0,

б) р* + 2р3 + Зр2 + р+ 1=0.

7. Используя критерий Найквиста, иссле­
дуйте устойчивость системы с запаздываю­
щей обратной связью (см. рис. 14.4).

Указание. При построении годографа 

используйте безразмерную частотную пере­
менную (от0. Цель исследования — найти пре­

дельно допустимое значение произведения 
РоК®.

8. С помощью критерия Найквиста иссле­
дуйте устойчивость замкнутой системы:

содержащей два идеальных усилительных 
элемента с коэффициентами усиления напря­

жения Ко каждый.
9. Найдите передаточную функцию К (р)~ 

= Пвъи/Пвх системы:

Предположите, что операционный усилитель 

на всех частотах имеет постоянный вещест­
венный коэффициент усиления напряжения 

Ко. Входное сопротивление усилителя со сто­

роны инвертирующего и ненивертирующего 
входов неограниченно велико; выходное 
сопротивление пренебрежимо мвло.

10. Аналоговый интегратор, собранный на 
операциоииом усилителе (см. рис. 14.8), имеет 
следующие параметры: R»2.7 кОм, С — 
= 1.8 нФ. Усилитель питается от источника 
с напряжением 12 В. На вход интегратора 
подается сигнал i%x(0 — O.lo(f) В. Вычислите 

сигнал иа выходе и определите, через 
какой промежуток времени выходное напря­

жение достигнет уровня напряжения источни­
ка питания.

11. Синтезируйте активный RC-фильтр 

иижних частот с чебышевской характе­
ристикой 2-го порядка при следующих 
исходных данных: <вс=1.5-102 с-1, е==0.75.

12. В автогенераторе с трансформатор­
ной связью (см. рис. 14.11) колебательный 
контур настроен на частоту /ре3=400 кГц. 

Параметры контура: L = 15 мкГн, R — 8 Ом. 
Дифференциальная крутизна характеристики 
транзистора SOT(j, = 1.5 мА/B. Определите 
критическое значение коэффициента взаимо­

индукции М, обеспечивающее самовозбужде­
ние системы.

13. RC-автогенератор (см. рис. 14.13) гене­

рирует гармонические колебания на частоте 
250 Гц. Выберите параметры устройства, 
обеспечивающие указанную частоту коле­
баний.

14. Характеристика транзистора аппрок­
симирована* двумя отрезками прямых:
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Постройте график зависимости средней кру­

тизны от амплитуды высокочастотного напря­
жения U, полагая, что напряжение сме­

щения Uo = 0.75 В.
15. Автогенератор гармонических колеба­

ний собран по схеме

Использован транзистор с характеристикой, 
приведенной в задаче 14. Параметры авто­

генератора: «о » 106 с-1, Q = 50, М = 
= 0,2 мкГн, По = 0.75 В. Определите ста­

ционарную амплитуду автоколебаний.

16. В автогенераторе, схема которого 
приведена в условии предыдущей задачи, 

напряжение смещения выбрано равным 0.25 В. 
Покажите, что система будет работать в 

жестком режиме самовозбуждения.
17. В автогенераторе с трансформаторной 

связью применен электронный прибор, у 

которого зависимость средней крутизны St 

(мА/B) от управляющего напряжения U (В) 
аппроксимирована многочленом 2-й степени 

S, (U) = «1+(3/4)fl3U2,

где «1 = 1 мА/B, «з = —2.5 мА/В\ Колеба­

тельный контур генератора имеет парамет­

ры: <ос = б‘1О8 с-1, Q = 25. Определите, 
прн каком минимальном значении коэффи­
циента взаимоиндукции Мт1П в системе воз­
никнут автоколебания. Вычислите амплитуду 

и„ в стационарном режиме, если М = ЗМт8п. 
Проанализируйте, как зависит стационарная 
амплитуда автоколебаний от добротности 
колебательного контура.

Более сложные задания

18. Покажите, что система с обратной 
связью, изображенная иа рис. 14.1, может 

быть описана бесконечным соотношением 

вида

ипа^кип + ^ким +
+ ^{KVM + ^(KUBX + —,
связывающим изображения входного и выход­
ного сигналов. Исследуйте вопрос об экви- 
ввлентностн такого представления и форму­

лы (14-2). Рассмотрите трактовку процессов 
в системе с обратной связью как цирку­
ляцию сигналов по петле обратной связи.

19. Построив амплитудно-фазовую ха­
рактеристику, исследуйте с помощью крите­
рия Найквиста устойчивость трехзвенного 

усилителя с резистнвно-емкостнымн нагруз­
ками, предполагая, что выход системы не­
посредственно соединен с ее входом.

20. Исследуйте условия самовозбуждения 
автоколебаний в КС-геиераторе, собранном 

по схеме

Найдите выражение для расчета генерируе­
мой частоты.

21. Покажите, что передаточная функция, 

отвечающая полосовому фильтру, реализует­

ся схемой цепи вида



Техника дискрет­
ных сигналов слу­
жит основой таких 
перспективных об­
ластей, как цифро­
вое радиовещание, 
цифровое телевиде­
ние, цифровая зву- 
козаннсь н т. д.

интервал дискре­
тизации

Глава 15
Дискретные сигналы. 
Принципы цифровой фильтрации

Дискретные сигналы естественно возникают в тех случаях, 
когда источник сообщений выдает- информацию в фиксиро­
ванные моменты времени. Примером могут служить сведе­
ния о температуре воздуха, передаваемые радиовещатель­
ными станциями несколько раз в сутки. Свойство дискрет­
ного сигнала проявляется здесь предельно ярко*, в паузах 
между сообщениями никаких сведений о температуре иет. 
Фактически же температура воздуха изменяется во вре­
мени плавно, так что результаты измерения возникают 
за счет дискретизации непрерывного сигнала — операции, 
которая фиксирует отсчетные значения.

Дискретные сигналы приобрели особое значение в послед­
ние десятилетия под влиянием совершенствования техники 
связи и развития способов обработки информации быстро­
действующими вычислительными устройствами. Большие успе­
хи достигнуты в разработке и использовании специализи­
рованных устройств для обработки дискретных сигналов, 
так называемых цифровых фильтров.

Настоящая глава посвящена рассмотрению принципов 
математического описания дискретных сигналов, а также 
теоретических основ построения линейных устройств для их 
обработки.

15.1. Модели дискретных сигналов

Различие между дискретными и аналоговыми (непрерыв­
ными) сигналами подчеркивалось в гл. 1 при классифи­
кации радиотехнических сигналов. Напомним основное свойст­
во дискретного сигнала: его значения определены ие во 
все моменты времени, а лишь в счетном множестве 
точек. Если аналоговый сигнал имеет математическую модель 
вида непрерывной или кусочио-иепрерывиой функции, то 
отвечающий ему дискретный сигнал хд(г) представляет собой 
последовательность (_,x_i, х0, х1э х2,...) отсчетных значений 
сигнала x(t) в точках (..., t_15 t0, tit t2, ...) соответст­
венно.

Дискретизирующая последовательность. На практике, как 
правило, отсчеты дискретных сигналов берут во времени 
через равный промежуток Д, называемый интервалом (шагом) 
дискретизации'.

Л = tm — tm_, = tm-, — tm_2 = ■■■ (15.1)

Операцию дискретизации, т. е. переход от аналогового 
сигнала x(t) к дискретному сигналу хл(1), можно описать, 
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введя в рассмотрение обобщенную функцию-

П(г)= f 8(<-ЛД), ’ '• (15.2)

к=-оа

называемую дискретизирующей последовательностью.
Очевидно, дискретный сигнал хд(г) представляет собой 

функционал (см. гл. 1), определенный на множестве всевоз­
можных аналоговых сигналов х(1) н равный скалярному 
произведению функции x(t) н Т](г): 

хд(0 = (*, П)= f *(0 f 8(t-kA)dl =

-ДО д

ад*

(-.•ku 4 Hip.. Ionian

»v‘J.»sv н.-

= (..., X (- 2 Д), X (- A), х (0), х (A), x (2Д),...) (153)

Формула (15.3) указывает путь практической реализации 
устройства для дискретизации аналогового сигнала. Работа 
дискретизатора основана на операции стробирования (см. 
гл. 12) — перемножения обрабатываемого сигнала х (I) и «гре­
бенчатой» функции т) (?)• Поскольку длительность отдельных 
импульсов, из которых складывается дискретизирующая по­
следовательность, равна нулю, на выходе идеального дискре­
тизатора в равноотстоящие моменты времени возникают 
отсчетные значения обрабатываемого аналогового сигнала.

Рис. 15.1. Структурная схема импульсного модулятора

Модулированные импульсные последовательности. Дискрет­
ные сигналы начали использовать еще в 40-х годах при 
создании радиотехнических систем с импульсной модуляцией. 
Этот вид модуляции отличается тем, что в качестве 
«несущего колебания» вместо гармонического сигнала служит 
периодическая последовательность коротких импульсов.

Импульсный модулятор (рнс. 15.1) представляет собой 
устройство с двумя входами, иа один из которых подается 
исходный аналоговый сигнал x(t)- На другой вход посту­
пают короткие синхронизирующие импульсы с интервалом 
повторения А. Модулятор построен таким образом, что в мо­
мент подачн каждого синхронизирующего импульса происхо­
дит измерение мгновенного значения сигнала х (t). На выходе 
модулятора возникает последовательность импульсов, каж­
дый из которых имеет площадь, пропорциональную соот­
ветствующему отсчетному значению аналогового сигнала. 
Сигнал хмнп(0 на выходе импульсного модулятора будем
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•
модулированная 
импульсная после­
довательность

АИМ

1П п-
0

Важнейшее приме­
нение нмпульсно- 
модулированных 
сигналов — созда­
ние многоканаль­
ных систем связи 
с временным раз­
делением каналов. 
В ряде случаев сис­
темы с импульсной 
модуляцией позво­
ляют добиться 
большей помехо­
устойчивости по 
сравнению с тон, 
которая может 
быть достигнута 
прн использовании 
в качестве несуще­
го колебания прос­
того гармоническо­
го сигнала

называть модулированной импульсной последовательностью 
(МИП). Естественно, что дискретный сигнал является мате­
матической моделью МИП.

Отметим, что с принципиальной точки зрения характер 
импульсов, из которых складывается МИП, безразличен. 
В частности, эти импульсы могут иметь одинаковую дли­
тельность, в то время как их амплитуда пропорциональна 
отсчетным значениям дискретизируемого сигнала. Такой вид 
преобразования непрерывного сигнала получил название 
амплитудно-импульсной модуляции (АИМ). Возможен другой 
способ — широтно-импульсная модуляция (ШИМ). Здесь 
амплитуды импульсов на выходе модулятора постоянны, а их 
длительность (ширина) пропорциональна мгновенным значе­
ниям аналогового колебания.

Выбор того или иного способа импульсной модуляции 
диктуется рядом технических соображений, удобством схемной 
реализации, а также характерными особенностями переда­
ваемых сигналов. Например, нецелесообразно использовать 
АИМ в случае, если полезный сигнал изменяется в очень 
широких пределах, т. е., как часто говорят, имеет широкий 
динамический диапазон. Для неискаженной передачи такого 
сигнала требуется передатчик со строго линейной ампли­
тудной характеристикой. Создание такого передатчика — 
самостоятельная, технически сложная проблема. Системы 
ШИМ не предъявляют требований к линейности амплитуд­
ных характеристик передающего устройства. Одиако их схем­
ная реализация может сказаться несколько сложнее по 
сравнению с системами АИМ.

Математическую модель идеальной МИП можно получить 
следующим образом. Рассмотрим формулу динамического 
представления сигнала x(t) (см. гл. 1):

x(r)= f х(т)8(г — t)dt. (15.4)

Поскольку МИП определена лишь в точках tk = кД (к = 
= 0, + 1, +2, ...), интегрирование в формуле (15.4) следует 
заменить суммированием по индексу к. Роль дифференциала 
dr будет играть интервал (шаг) дискретизации Д. Тогда 
математическая модель модулированной импульсной после­
довательности, образованной бесконечно короткими импуль­
сами, окажется заданной выражением

^мнп(<) = А Е (15.5)

где xt = х (&Д) — выборочные значения аналогового сигнала.
Спектральная плотность модулированной импульсной после­

довательности. Исследуем спектр сигнала, возникающего иа 
выходе идеального импульсного модулятора и описываемого 
выражением (15.5). Заметим, что сигнал вида МИП с точ­
ностью до коэффициента пропорциональности Д равен про­
изведению функции х (t) и дискретизирующей последователь-
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ности т) (t):

*мнп (0 = Л*(<) nW- (15.6)

Известно, что спектр произведения двух сигналов про­
порционален свертке их спектральных плотностей (см. гл. 2). 
Поэтому Йели известны законы соответствия сигналов и 
спектров: 

Согласно данной 
модели, значения 
сигнала в паузах 
условно считаются 
равными нулю

х(1)«->$,(со), л (г) <->£)(<»), 

то спектральная плотность МИП-сигнала

$мнп С0*) —
Д

2п
j S,fi)S,(«>-0dl;.

(15.7)

Чтобы иайти спектральную плотность Sn (со) дискретизи­
рующей последовательности, разложим периодическую функ­
цию т) (Г) в комплексный ряд Фурье:
1)(г)= f C„e,2m"4.

Коэффициенты этого ряда (и = 0, ±1, ± 2, ...)

д/2С„ = 4 | S(()e-^”“'4dr = 4-

— Д/2

Обратившись к формуле (2.44), получаем

.$;(т)=-£ V 8(и-2т/Д), (15.8) 

т. е. спектр дискретизирующей последовательности состоит 
из бесконечной совокупности дельта-импульсов в частотной 
области. Данная спектральная плотность является периоди­
ческой функцией с периодом 2л/Д с-1.

Наконец, подставив формулу (15.8) в (15.7) и изменив 
порядок следования операций интегрирования и суммирова­
ния, находим

Заметим, что моду­
лированная им­
пульсная последо­
вательность явля­
ется предельным 
случаем стробиро­
ванного сигнала 
(см. гл. 12). Здесь 
длительность пря­
моугольных им­
пульсов, форми­
рующих выборки, 
стремится к нулю

Ямин (и) = £ S, (ш - 2ли/Д). (15.9)

Итак, спектр сигнала, полученного в результате идеаль­
ной дискретизации бесконечно короткими стробирующими 
импульсами, представляет собой сумму бесконечного числа 
«копий» спектра исходного аналогового сигнала. Копии рас­
полагаются на осн частот через одинаковые интервалы 
2л/Д, равные значению угловой частоты первой гармоники 
дискретизирующей импульсной последовательности (рис. 
15.2, о, 6). ’
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Рис. 15.2. Спектральная плотность модулированной импульсной 
последовательности при различных значениях верхней граничной 
частоты:

а — верхняя граничная частота велика; 6 — верхняя граничная частота мала 
(цветом обозначена спектральная плотность исходного сигнала, подвергнутого 
дискретизации) хV<A><vUbOpA%ХХ5чСЛ »

Восстановление непрерывного сигнала по модулированной 
импульсной последовательности. В дальнейшем будем пола­
гать, что вещественный сигнал x(t) имеет низкочастотный 
спектр, симметричный относительно точки со = 0 и ограни­
ченный верхней граничной частотой сов. Из рис. 15.2,6 сле­
дует, что если сов < л/Д, то отдельные копии спектра Sx (со) 
ие накладываются друг на друга.

Поэтому _аналоговый сигнал с таким спектром, подверг­
нутый импульсной дискретизации, может быть совершенно 
точно восстановлен с помощью идеального ФНЧ, на вход 
которого подана импульсная последовательность вида (15.5). 
При этом наибольший допустимый интервал дискретизации 
Д = л/соа = 1/(2/^), что согласуется с теоремой Котельникова.

Действительно, пусть фильтр, восстанавливающий непре­
рывный сигнал, имеет частотный коэффициент передачиу°,
К(/со) = < Ко, 

to,

со < — сог

— С0а < 0) < 0)в,

0) > 0)в.

Импульсная характеристика этого фильтра описывается 
выражением

Принимая во внимание, что МИП-сигнал вида (15.5) есть 
взвешенная сумма дельта-импульсов, 'находим отклик на 
выходе восстанавливающего фильтра

У(0 =
КоШвД V sincoa(r — кД) 

<вв (t — kty
(15.10)



15.1. Модели дискретных сигналов

Данный сигнал с точностью до масштабного коэффи­
циента повторяет исходное колебание с ограниченным
спектром.

Идеальный ФНЧ физически иереализуем н может служить 
лишь теоретической моделью для объяснения принципа вос­
становления сообщения по его дискретным импульсным 
отсчетам. Реальный фильтр нижних частот имеет АЧХ, кото­
рая либо охватывает несколько лепестков спектральной диаг­
раммы МИП, либо, концентрируясь вблизи нулевой частоты, 
оказывается значительно уже центрального лепестка спектра. 
Для примера иа рис. 15.3,6—е приведены кривые, характе­
ризующие сигнал на выходе КС-цепи, используемой в каче­
стве восстанавливающего фильтра (рис. 15.3, а).

Удовлетворитель­
ные результаты 
можно получить, 
используя в ка­
честве восстанав­
ливающего фильт­
ра ФНЧ с харак­
теристикой Бат­
терворта достаточ-. 
но высокого поряд­
ка (и > 5)

к/д

lull
б

Рис. 15.3. Восстановление непрерывного сигнала по его импульсным 
отсчетам с помощью КС-цепи:

а— схема фильтра; б — дискретный входной сигнал; в, г — АЧХ фильтра и 
сигнал на его выходе в случае RC » Д; д, е — то же, для случая RC ■« А

Из приведенных графиков видно, что реальный восстанав­
ливающий фильтр неизбежно искажает входное колебание.

Заметим, что для восстановления сигнала можно исполь­
зовать как центральный, так н любой боковой лепесток 
спектральной диаграммы.

Определение спектра аналогового сигнала по совокупюстн 
отсчетов. Располагая МИП-представлением, можно ие только 
восстановить аналоговый сигнал, но и иайти его спектраль­
ную плотность. Для этого следует прежде всего непосред­
ственно связать спектральную плотность МИП с отсчетны­
ми значениями:

$мип (w) = J хмнп (t) е ** dz —

= Д f f x(r)8(t-kA)e-*°‘dr = A f х^-^. 

fc=— co— co fc=—co
(15.11)
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С другой стороны, спектральная плотность £мип (<•>) была 
найдена ранее другим способом [см. формулу (15.9)]. 
Поэтому справедливо соотношение

А. Е f Sx(4-2m/A), (15.12)

формула суммиро­
вания Пуассона

известное в математике как формула суммирования Пуас­
сона.

Однозначно найти функцию (со), зная левую часть ра­
венства (15.12) из результатов измерений, вообще говоря, 
невозможно ввиду эффекта наложения копий спектра. Исклю­
чение составляет случай, когда заранее известно, что исходный 
сигнал х(Г) имеет спектр низкочастотного вида, удовлетво­
ряющий условию теоремы Котельникова. Тогда очевидно, 
что спектр аналогового сигнала

0, о < —л/Д,

А X х*е локЛ’ —я/Д < со < л/Д,

*= -со
(ИЛЗ)

о, о > л/Д.

Данная формула исчерпывающе решает поставленную за­
дачу'при указанном выше ограничении.

15.2. Дискретизация периодических сигналов

Модель дискретного сигнала вида (15.5) предполагает, что 
отсчетные значения аналогового колебания х(1) могут быть 
получены в неограниченном числе точек иа оси времени. 
Практически получить столь обширные сведения о сигнале, 
безусловно, невозможно, поскольку обработка всегда ведется 
на конечном интервале времени.

Изучим особенности спектрального представления дискрет­
ного сигнала, который задан иа отрезке [0, Т] • своими 
отсчетами х0, хх, х2, ..., х^_1, взятыми соответственно 
в моменты времени 0, Д, 2Д, ..., (N — 1)Д; полное число 
отсчетов N=T/A. Массив этих чисел, вещественных или 
комплексных, является единственным источником сведений о 
спектральных свойствах сигнала х(г).

Методика изучения таких дискретных сигналов состоит 
в том, что полученная выборка отсчетных значений мыслен­
но повторяется бесконечное число раз. В результате сигнал 
становится периодическим (рис. 15.4).

Выделенные отсче­
ты относятся к ин­
тервалу периодич­
ности
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Сопоставив такому сигналу некоторую математическую 
модель, можно воспользоваться разложением в ряд Фурье 
и иайти соответствующие амплитудные коэффициенты. Сово­
купность этих коэффициентов образует спектр дискретного 
периодического сигнала.

Двскретное преобразование Фурье. Воспользуемся моделью 
в виде последовательности дельта-импульсов и сопоставим 
исходному колебанию х(1) его дискретное МИП-представле- 
ние:

ХмипЮ = ANf'xk5(t - АД). (15.14)

* = о

Представим дискретную модель (15.14) комплексным 
рядом Фурье;

хмип(() = Л f С„е<2"“'г (15.15) 

с коэффициентами

т

с„=

о

(15.16)

Подставляя формулу (15.14) в (15.16) н вводя безразмерную 
переменную £ = t/Д, получим

N&N-1

x*6(t — АД)е--/2яп'/г<1Г =

О к->0

С„ = —

NN—I

= - k)e =

0 k = 0

N— t N

k = 0 0 А

Наконец, используя-фильтрующее свойство дельта-функ- решите задачу 2 
ции, имеем

N—1

k=0

(15.17)

Формула (15.17) определяет .последовательность коэффи­
циентов, образующих дискретное преобразование Фурье (ДПФ) 
рассматриваемого сигнала. Отметим некоторые очевидные 
jgtgtol* ДПФ.... ;
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1. Дискретное преобразование Фурье есть лниёйное преоб­
разование, т. е. сумме сигналов отвечает сумма нх ДПФ.

2* Число различных коэффициентов G), С-Ь С-2, 
вычисляемых по формуле (15.17), равно числу N отсчетов 
за период; при п = N коэффициент CN = Со.

3. Коэффициент С© (постоянная составляющая) является 
средним значением всех отсчетов:

N — 1

$ к^О
с«оигj ва шскреi 
iw< <» чрсобра юна 
ты Ф\рм*

4. Если N — четное число, То
N-1

Cw/2 = (-!)*•

к = 0
5. Пусть отсчетные значения хк — вещественные числа, 

Тогда коэффициенты ДПФ, номера которых располагаются 
симметрично относительно Л'/2, образуют сопряженные пары:

N — 1 N —1X = С»
. к = 0 к=0

Поэтому можно считать, что коэффициенты ,Cn-i

отвечают отрицательным частотам. При изучении амплитуд­
ного спектра сигнала они не дают новых сведений.

Пример 15.1. Дискретный сигнал на интервале своей перио­
дичности задан шестью равноотстоящими отсчетами {хк} = 
= (1, 1, 1, 0, 0, ty. Найти коэффициенты ДПФ этого сигнала.

Используя основную формулу (15.17), непосредственно вы­

числяем:

Со = э/б = 0.5,

С1 = 7б(1 + е~*'а + eJ2«3) = 7.(1 -Jj/з),

С2 = 7.(1 + е~'4*3) = 0,

С3 = 7б(1+е-* + е"-) = 76.

Последующие коэффициенты находят на основании свойства 5: 

с. = С1 = о, с, = ст = 7. (1 + д/з).
Итак, располагая дискретным сигналом с числом отсчетов 

N =6, можно найти постоянную составляющую, а также комплекс­
ные амплитуды первой, второй н третьей гармоник исходного не­

прерывного сигнала. Ясно, что при любом четном N число находи­
мых гармоник составляет половину числа отсчетов. Это положение 
непосредственно вытекает из теоремы Котельникова. Действительно, 

верхнюю граничную частоту в спектре дискретизируемого сигнала 

следует находить из соотношения Л = 1/(2А) = (Л'/2)/|, где ft = \/Т— 
частота первой гармоники.

0 1 2 3 4 5

Заранее предпола­
гается, что исход­
ный сигнал удов­
летворяет услови­
ям теоремы Ко­
тельникова

чнСло вычисляе­
мых гармоник
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Восстановление исходного сигнала по ДПФ. Если на осно­
вании совокупности отсчетов х0, xit х2, ...» Xn~i некоторого 
сигнала найдены коэффициенты ДПФ Со, Сь С2, ...» Сц/2> 
то по ним всегда можно восстановить исходный сигнал х (t) 
с ограниченным спектром, который был подвергнут диск­
ретизации. Ряд Фурье такого сигнала принимает, очевидно, 
вид конечной суммы:

X (t) = Со + 21 Ci I cos (2xt/T + Ф1) +

+ 21С21 cos (4я1/Т + <p2) +.. •

• + I CK/2|cos(№tr/T+ <pw), (15.18)

Рис. 15.5. Сигнал, восстановленный по коэффициентам ДПФ

В качестве примера иа рнс. 15.5 изображен сигнал x(t), вос­
становленный по своим отсчетам в соответствии с данными 
примера 15.1. На основании формулы (15.18) этот сигнал 
имеет вид

X (t) = 1/2 + 2/з COS ffatlT— 7t/3) + Х/6 COS (67Ct/T).

Следует подчеркнуть, что восстановление непрерывного 
сигнала по формуле (15.18) есть не приближенная, а точная 
операция, полностью эквивалентная получению текущих зна­
чений сигнала с ограниченным спектром по его отсчетам. 
Однако процедура, использующая ДПФ, в ряде случаев 
предпочтительна. Она приводит к конечным суммам гармо­
ник, в то время как ряд Котельникова для периодического 
сигнала принципиально должен содержать бесконечное число 
членов.

Обратное дискретное преобразование Фурье. Задача диск­
ретного спектрального анализа может быть поставлена и 
по-иному. Допустим, что коэффициенты Сда образующие 
ДПФ, заданы. Положим в формуле (15.15) t — кА и учтем, 
что суммируется лишь конечное число членов ряда, которые 
отвечают гармоникам, содержащимся в спектре исходного 
сигнала. Таким образом, получаем формулу для вычисления 
отсчетных значений:

и = 0

А
решите задачу 3

(15.19)
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выражающую алгоритм обратного дискретного преобразо­
вания Фурье (ОДПФ).

А Взаимно дополняющие Друг друга формулы (15.17) и (15.19)
ренине за ia*ij -1 являются дискретными аналогами обычной пары преобразо­

ваний Фурье для непрерывных сигналов.
В настоящее время дискретный спектральный анализ явля­

ется одним из наиболее распространенных методов исследо­
вания сигналов с помощью ЭВМ. В Приложениях дана 
программа иа ФОРТРАНЕ для вычисления ДПФ.

Геометрическая трактовка дискретного преобразования 
. Фурье. Следует подчеркнуть, что МИП-сигнал вида (15.5) 

представляет собой лишь одну из возможных моделей диск­
ретного сигнала. Такие модулированные последовательности 
естественно применять для описания импульсных колебаний 
АИМ или ШИМ. Прн обработке же радиотехнических сиг­
налов с помощью вычислительных устройств дискретный 
сигнал выступает не как последовательность импульсов, а как 
упорядоченная последовательность чисел. Роль времени прн 
этом играет целая переменная — номер соответствующего 
отсчета.

Дискретному преобразованию Фурье можно придать инте­
ресную и глубокую интерпретацию, если последовательность 
х — (хс, Xi, ..., xN 0 рассматривать как вектор в N-мерном 
евклидовом пространстве. В таком пространстве имеется N 
линейно-независимых векторов 
е0 = (1, 0, 0, .... 0),

ei = (0, 1, 0, ..., 0), 
(15.20)

eN_i —(0, 0, 0, ..., I),

образующих базис, который будем называть естественным 
с! .* > б.-ви*. базисом. Прн этом очевидно, что

N — 1
х= £ Jift,

к = 0

т. е. отсчетные значения хк служат проекциями вектора х на 
соответствующие базисные векторы.

Поскольку рассматриваемое пространство является евкли­
довым, норма этого вектора 

в то время как скалярное произведение двух векторов х и у 
вычисляется по формуле

N-1
У)= Е хку{.

к~0
Векторы хну ортогональны, если (х, у) = 0.
Наряду с естественным базисом в А-мерном евклидовом 

пространств можно ввести много других базисных систем.
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Средн них особую роль играет базис Фуръе, элементами 
которого служат векторы

f0=(l, 1, 1, ...» 1),
f ^2«/W е^л/N t

(15.21)

Скалярное произведение элементов базиса Фурье

'N, m = l, 
[О, m*l.

(15.22)

Здесь верхнее равенство очевидно; сумма обращается в нуль ИИЦЬ! 
при m # /, поскольку все слагаемые являются комплексными 
числами с единичным модулем и линейно нарастающим 
аргументом. Прн суммировании соответствующие векторы 
всегда образуют на комплексной плоскости правильный 
замкнутый многоугольник.

Итак, базис Фурье ортогонален, но не нормирован на 
единицу, поскольку

Очевидно, что к-й 
компонентой и-го 
базисного вектора 
является число 
ехр (jlnnk/N). При 
любых п п к это 
число является од­
ним из возможных 
значении корня 
N-n степени из еди-

||/m||2=JV, m = 0, 1, 2, ..., JV-1. (15.23)

Найдем коэффициенты разложения некоторого вектора х 
по элементам базиса Фурье:

x = YgA. (15.24)
к = 0

Для этого умножим обе части равенства (15.24) скалярно 
на базисный вектор f„ с фиксированным номером и:

(х,/и) = Д,£сь(А,/и).

к = 0

Так как базис Фурье ортогонален, то в правой части 
отличным от нуля окажется лишь слагаемое с номером 
к = и:

(х, /.) = с. ||/„ II2,

откуда

N-1
с" = 117ЛГ,3<’/”, = ^

к = 0

)

что полностью совпадает с формулой (15.17), полученной на 
основе модели МИП-сигнала,

Алгоритм быстрого преобразования Фурье. Как видно из 
формулы (15.17) или (15.19), чтобы вычислить ДПФ или
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принцип разбиения 
входной последо­
вательности

ОДПФ последовательности из N элементов, требуется вы­
полнить N2 операций с комплексными числами. Если длины 
обрабатываемых массивов имеют порядок тысячи или более, 
то использовать эти алгоритмы дискретного спектрального 
анализа в реальном масштабе времени затруднительно 
из-за ограниченного быстродействия вычислительных уст­
ройств.

Выходом из положения явился алгоритм быстрого пре­
образования Фурье (БПФ), предложенный в 60-х годах. Суще­
ственно сократить число выполняемых операций здесь уда­
ется за счет того, что обработка входного массива сводится 
к нахождению ДПФ (или ОДПФ) массивов с меньшим числом 
членов.

Будем предполагать, и это существенно для метода 
БПФ, что число отсчетов N = 2Р, где р — целое число.

Разобьем входную последовательность '{х*} на две части 
с четными н нечетными номерами:

{**}ЧТ = {х2к} , {**}нЧ = {х2к+1} , ...

к = 0, 1, 2, .... N/2—1

н представим и-й коэффициент ДПФ в виде

N/2-1
I ,4кпк ,2лп(2к +1)\

с. = ■ + x2l+ie~’ » \ =

» = 0

*-0

, К/2-‘ 2™^' Ь*.

xk4^'^+eJ'J ) X‘H4e'NH.

k = 0

Непосредственно видно, что первая половина коэффициен­
тов ДПФ исходного сигнала с номерами от 0 до N/2—1 
выражается через коэффициенты ДПФ даух частных последо­
вательностей:

С„ — СпЧТ + е N С„нч> 
и = 0, 1, 2, ..., ЛГ/2—1.

(15.26)

г

Теперь учтем, что последовательности коэффициентов, 
относящихся к четной н нечетной частям входного массива, 
являются периодическими с периодом N/2: .

= Gi + ЛГ/2ЧТ» GiH4 = С„ + ЛУ2ИЧ-

Кроме того, входящий в формулу (15.26) множитель при 
и > N/2 можно преобразовать так:

_2«(N/2 + n) ,2яи _2як
е' « = е~*е "• =-е '
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Отсюда находим выражение для второй половины мно­
жества коэффициентов ДПФ:

^.2ял
^N/2 + п = СиЧТ ~ е N ^пНЧ» 
и = 0, 1, 2, ..., N/2—1.

(1527)

Формулы (1526) н (1527) лежат в основе алгоритма БПФ. 
Далее вычисления строят по итерационному принципу: после­
довательности отсчетов с четными и нечетными номерами 
вновь разбивают на две части. Процесс продолжают до тех 
пор, пока не получится последовательность, состоящая из 
единственного элемента. Легко видеть, что ДПФ этого 
элемента совпадает с ним самим.

Можно показать, что* число операций, необходимых для 
вычисления БПФ, оценивается как N Iog2 N.

Дискретная свертка. По аналогии с обычной сверткой 
двух сигналов

/W= J х(т)у(Г-т)<Н

Выигрыш в ско­
рости вычисле­
ний по сравнению 
с традиционным 
ДПФ достигает со­
тен н даже тысяч 
при достаточных 
длинах входных 
массивов

вводят дискретную свертку — сигнал, отсчеты которого свя­
заны с отсчетами дискретных сигналов хд(г) и уд(0 соотно­
шением I

N-l

А.--т=0- *’2’ N - *■ (15-28)

к = 0

Найдем связь между коэффициентами дискретной свертки 
и ДПФ сигналов хд(Г), уд(0- Для этого выразим текущие 
значения отсчетов х* и уж_* как ОДПФ от соответствую­
щих спектров:

л = 0

1-0

а затем подставим эти величины в формулу (15.38):

Изменив порядок суммирования, получим

(15.29)
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Описанный здесь 
алгоритм свертки 
периодических сиг­
налов иногда назы­
вают круговой или 
циклической сверт­
кой

В математике z- 

преобразование на­
зывают также про­
изводящей функ­
цией исходной но- 
следовательиости

Нетрудно заметить, что внутренняя сумма может быть 
вычислена на основании формулы (15.22), отображающей 
свойство ортогональности элементов базиса Фурье. Восполь­
зовавшись этим, получаем

N- 1
fm= X CXnCy$2™n/N- (15.30)

n = 0

Поскольку формула (15.30) есть ОДПФ, приходим к вы­
воду, что коэффициенты преобразования Фурье свертки 
являются произведениями коэффициентов ДПФ свертываемых 
сигналов:
|cJfc = GfcCj,t, fe = 0, 1, 2, IV- 1. | (15.31)

Этот результат имеет большое значение в теории диск­
ретных сигналов и цифровых фильтров. Оказывается, что 
если сигналы достаточно длинны (например, содержат не­
сколько тысяч отсчетов), то для вычисления свертки целе­
сообразно вначале иайти их ДПФ, перемножить коэффици­
енты, а затем воспользоваться формулой (15.30), применив 
алгоритм БПФ. Такой способ вычислений часто более эко­
номичен, чем прямое использование формулы (15.28).

15.3. Теория z-преобразования

При анализе н синтезе дискретных и цифровых устройств 
широко используют так называемое z-преобразование, играю­
щее по отношению к дискретным сигналам такую же роль, 
как интегральные преобразования Фурье н Лапласа по отно­
шению к непрерывным сигналам. В данном параграфе изла­
гаются основы теории этого функционального преобразова­
ния и некоторые его свойства.

Определение z-преобразовання. Пусть {х*} — (х0, хь х2,...)— 
числовая последовательность, конечная или бесконечная, со­
держащая отсчетные значения некоторого сигнала. Поставим 
ей в однозначное соответствие сумму ряда по отрицатель­
ным степеням комплексной переменной z:

У (z) = + -^ + + ■ - • = (15.32)

. k = I
Назовем эту сумму, если она существует, z-преобразова­

нием последовательности {х*}. Целесообразность введения 
такого Математического объекта связана с тем, что свойства 
дискретных последовательностей чи&ел можно изучать, иссле­
дуя их z-преобразоваиия обычными методами математиче­
ского анализа.

На основании формулы (15.32) можно непосредственно 
иайти z-преобразоваиия дискретных сигналов с конечным 
числом отсчетов. Так, простейшему дискретному сигналу с 
единственным отсчетом (х*}==(1, 0, 0, ...) соответствует
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X (z) = 1. Если же, например, {х*}  = (1, 1, 1, 0, 0, 0, ...), то А

*(г) = £стР(а^)г-»= г_е^,(иА)

к = О

является аналитической функцией при |z| > axp(aA).
Обратное z-преобразование. Пусть X (z) — функция ком­

плексной переменной z, аналитическая в кольцевой области 
| z | > Rq. Замечательное свойство z-преобразования состоит

1 1 z2 + z + 1 решите задачу 5
Х(г)-1 Ч------- 1- —j- в----- —j------- •

2 2 2

Сходимость ряда. Если в ряде (15.32) число слагаемых 
бесконечно велико, то необходимо исследовать его сходи­
мость. Из теории функций комплексного переменного [14] 
известно следующее. Пусть коэффициенты рассматриваемого 
ряда удовлетворяют условию

I xft | < (15.33)

прн любых Л > 0. Здесь М >0 н Ro > 0 — постоянные ве­
щественные числа. Тогда ряд (15.32) сходится прн всех зна­
чениях z, таких, что | z | > Ко- В этой области сходимости • 
сумма ряда представляет собой аналитическую функцию 
переменной z, не имеющую ни полюсов, нн существенно 
особых точек.

Рассмотрим, например, дискретный сигнал {х*}  = (1,1,1,...), 
образованный одинаковыми единичными отсчетами н служа­
щий моделью обычной функции включения. Бесконечный ряд 
X (z) = 1 + 1/z -t 1/z2 + ... является суммой геометрической 
прогрессии и сходится при любых z в кольце |z| > 1. Сум­
мируя прогрессию, получаем

X (z) = 1/(1 — 1/z) = z/(z — 1).

На границе области аналитичности прн z = 1 эта функция 
имеет единственный простой полюс.

Аналогично получается z-преобразование бесконечного дис­
кретного сигнала {**}  = (1, а, а2, ...), где а — некоторое 
вещественное число. Здесь

X (а) = 1/(1 - a/z) = z/(z - а).

Данное выражение имеет смысл в кольцевой области А
I z | > а. решите задачу 6

z-преобразование непрерывных функций. Полагая, что от­
счеты {хк} есть значения непрерывной функции х (г) в точках 
t *=  kA, любому сигналу х (г) можно сопоставить его z-преобра- 
зование прн выбранном шаге дискретизации:

X(z) = f x(*A)z-*.  (15.34)

k = 0

Например, если х (t)*=  ехр (at), то соответствующее z-преоб- 
разование
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в том, что функция X (z) определяет всю бесконечную 
совокупность отсчетов (х0, xt, х2, ...).

Действительно, умножим обе части ряда (15.32) на 
миожитель г"*"1:

zm~lX(z) = x02?"~l + Xi^"~2 + ... + x„z_1 + ..., (15.35)

Обход контура ин­
тегрирования про­
водится в положи­
тельном направле­
нии, т. е. против 
часовой стрелки

а затем вычислим интегралы от обеих частей полученного 
равенства, взяв в качестве контура интегрирования произ­
вольную замкнутую кривую, лежащую целиком в области 
аналитичности и охватывающую все полюсы функции X(z). 
Прн этом воспользуемся фундаментальным положением, 
вытекающим из теоремы Коши:

если и = — 1, 
если и # — 1.

Очевидно, интегралы от всех слагаемых правой части 
обратятся в нуль, за исключением слагаемого с номером щ, 
поэтому

обратное с-преоб­
разование

хт = (2) dz.
27у е (15.36)

Данная формула называется обратным z-преобразованием.

Пример 152. Задано z-преобразование вида X (z) — (z + 1 )/z. Найти 
коэффициенты дискретного сигнала {х*}, отвечающего этой функции.

Прежде всего отметим, что функция X(z) аналитична во всей 

плоскости, за исключением точки z = О, поэтому она действитель­
но может быть z-преобразованием некоторого дискретного сигнала.

Обращаясь к формуле (15.36), находим, что
▲
решите задачу 7

Xj =
Z

при любых т > 2. Таким образом, исходный дискретный сигнал 
имеет вид (1, 1, 0, 0, 0, ...). 

(15.37)

Связь с преобразованиями Лапласа и Фурье. Определим при 
t > 0 сигнал вида идеальной МИП:

Хмип (0 = 4 X (t - *4)-
к=О

Преобразовав его по Лапласу, получим изображение

F(p)=A £ xfcexp(-pfcA),
t=o
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которое непосредственно переходит в z-преобразование, если 
выполнить подстановку z « exp (рД). Если же положить z = 
= ехр(/а>Л), то выражение

S(<o) = Д £ х*ехр(—jakA) (15.38)
k=0

будет преобразованием Фурье импульсной последова­
тельности.

Установленный здесь факт дает возможность проводить 
формальную аналогию между спектральными свойствами 
непрерывных н дискретных сигналов.

Важнейшие свойства z-преобразования. Рассмотрим некото­
рые свойства ^^преобразования.

1. Линейность. Если {х*} н {у*} — некоторые дискретные 
сигналы, причем известны соответствующие z-преобразования 
X (z) н Y(z), то сигналу {ufc}« {ах* + Ру*} будет отвечать 
преобразование U (z) — aX (z) + 0У(г) прн любых постоянных 
а н р. Доказательство проводится путем подстановки суммы 
в формулу (15.32).

2. z-преобразование смещенного сигнала. Рассмотрим дис­
кретный сигнал {у*}, получающийся из дискретного сигнала 
{х*} путем сдвига на одну позицию в сторону запаздыва­
ния, т. е. когда у*~х*_!. Непосредственно вычисляя z-npe- 
образование, получаем следующий результат:

Y(z) = f xt. 1Z-‘ = z~1 E = z- ‘X (z). (15.39)

k = O R = 0

Таким образом, символ z_1 служит оператором единич­
ной задержки (на один интервал дискретизации) в z-области.

3. z-преобразование свертки. Пусть х (t) и у (t) — непре­
рывные сигналы, для которых определена свертка
/(0= I х(т)у(Г-т)Л = f y(z)x(t — т)<1т. (15.40)

Применительно к дискретным сигналам по аналогии с 
(15.40) принято вводить дискретную свертку {/*} — последова­
тельность чисел, общий член которой

frn= Е х,уж_ц= Ё лх«-». m = 0, 1, 2, ... (15.41)

*=О к=О

Вычислим z-преобразование дискретной свертки: 

F(z) = Е Е = Е Ё =

в=0к=0 в=Ок=О

= f x»z-‘ E y.z-" = x (z) Y(z). (15.42)
k = O 11 = 0

Итак, свертке двух дискретных сигналов отвечает произ­
ведение z-преобразований.

Перечисленные 
здесь свойства име­
ют прямую анало­
гию со свойст­
вами преобразова­
ний Фурье н Лап­
ласа аналоговых 
сигналов

Подобную ди­
скретную свертку в 
отличие от круго­
вой иногда назы­
вают линейной 
сверткой

свойство дискрет­
ной свертки
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15.4. Цифровые фильтры

В настоящее время широко используются методы обра­
ботки радиотехнических сигналов с помощью микроэлект­
ронных вычислительных устройств н систем. В данном 
параграфе рассматривается простейший, наиболее изученный 
н внедренный класс систем дискретной обработки сигналов — 
так называемые линейные стационарные цифровые фильтры. 
Выполняя, подобно аналоговым цепям, операцию частотной 
фильтрации, цифровые фильтры (ЦФ) обладают рядом суще­
ственных преимуществ. Сюда относятся, например, высокая 
стабильность параметров, возможность получать самые раз­
нообразные формы АЧХ н ФЧХ. Цифровые фильтры не тре­
буют настройки н легко реализуются на ЭВМ программны­
ми методами.

Принцип цифровой обработки сигналов. На рис. 15.6 приве­
дена основная структурная схема цифровой обработки сиг­
налов.

аналого-цифровой 
преобразователь

цифровой 
сор

процес-

Цифровой

Рис. 15.6. Структурная схема цифровой обработки непрерывных 
сигналов

Непрерывный входной сигнал x(t) поступает в аналого- 
цифровой преобразователь (АЦП), управляемый синхронизи­
рующими импульсами от генератора, задающего частоту дис­
кретизации. В момент подачи синхронизирующего импульса 
на выходе АЦП возникает сигнал, отображающий результат 
измерения мгновенного значения входного колебания в виде 
двоичного числа с фиксированным количеством разрядов. 
В зависимости от особенности построения устройства этому 
числу соответствует либо последовательность коротких им­
пульсов (передача в последовательном коде), либо совокуп­
ность уровней напряжении на сигнальных шинах отдельных 
разрядов (передача в параллельном коде). Преобразованный 
таким образом сигнал поступает в основной блок устрой­
ства, так называемый цифровой процессор, состоящий из 
арифметического устройства и устройства памяти. Арифме­
тическое устройство выполняет над цифрами рдд операций, 
таких, как умножение, сложение н сдвиг во времени на 
заданное число интервалов дискретизации. В устройстве 
памяти может храниться, некоторое число предшествующих
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отсчетов входного и выходного сигналов, которые необходимы 
для выполнения операций обработки.

Цифровой процессор преобразует поступающие в него 
числа в соответствии с заданным алгоритмом фильтрации 
и создает иа выходе последовательность двоичных чисел, 
представляющих выходной сигнал. Если в дальнейшем необ­
ходимо иметь информацию в аналоговой форме, то исполь­
зуется цифро-аналоговый преобразователь (ЦАП). Однако это 
устройство может и отсутствовать, если сигналы подверга­
ются только цифровым преобразованиям.

Основной технический показатель ЦФ — быстродействие — 
зависит как от скорости протекания переходных процессов 
в микроэлектронных компонентах, так и от сложности алго­
ритма фильтрации.

Если в начале 70-х годов предельные частоты сигналов, 
обрабатываемых с помощью ЦФ, составляли несколько 
килогерц, то достижения современной микроэлектроники 
непрерывно расширяют этот диапазон. Цифровая фильтрация 
сигналов получила новый стимул развития с появлением 
относительно недорогих и надежных микропроцессоров, а 
также устройств памяти, выполненных по технологии больших 
интегральных схем (БИС).

Квантование сигналов в ЦФ. Специфика любого цифрового 
устройства — представление сигналов в виде последова­
тельности чисел с ограниченной разрядностью. Поэтому мгно­
венное значение сигнала дискретизируется по уровню таким 
образом, что интервалом дискретизации (минимальной раз­
ностью между двумя соседними уровнями) служит единица 
младшего двоичного разряда.

Точное значение отсчета сигнала в двоичной форме 
имеет вид

х= £ ая2-, (15.43)

п = 0
где а„ = 0 или 1. При ограничении длины числа х некоторым 
количеством разрядов N вместо точного значения получается 
его округленное (машинное) представление:

N-1
х = £ an2-" + ₽N2-N, (15.44)

и = 0 

цифро-аналоговый 
преобразователь

•

машинное пред­
ставление чисел в 
цифровом фильтре

причем коэффициент равен либо а„, либо ая + 1 в зави­
симости от того, нуль или единица содержится в (N + 1)-м 
разряде.

В радиотехнике дискретные сигналы, уровни которых 
могут принимать лишь счетное множество значений, назы­
вают квантованными сигналами. Квантование сигналов при­
водит к специфической погрешности при обработке, которая 
получила название шума квантования. Прямой- путь снижения 
этой погрешности — использование двоичных чисел с большим 
количеством разрядов. Однако при этом неизбежно снижа­
ется быстродействие ЦФ из-за увеличения времени выполнения

квантованные 
сигналы
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Квантование уров­
ней находит приме­
нение н в анало­
говой технике, осо­
бенно прн создании 
систем помехоус­
тойчивой импуль­
сной модуляции

операций над многоразряднымв числами. Поэтому иа прак­
тике в микропроцессорных системах для цифровой обработки 
сигналов и дискретного управления обычно применяют двоич­
ные числа с количеством разрядов от 4 до 16.

Алгоритм линейной цифровой фильтрация. Математическая 
теория цифровых фильтров переносит на случай дискретных 
сигналов все основные положения теории линейных систем, 
преобразующих непрерывные сигналы.

Как известно, линейная стационарная система преобразует 
непрерывный входной сигнал х(г) таким образом, что на ее 
выходе возникает колебание у (г), равное свертке функции 
x(t) и импульсной характеристики h(t):

У(Ч = J x(l)A(t-T)dT. (15.45)

i

Цифровой 
фильтр 

и-

Линейный цифровой фильтр, по определению, есть дис­
кретная система (физическое устройство или программа для 
ЭВМ), которая преобразует последовательность {xfc} числовых 
отсчетов входного сигнала в последовательность {у*} от­
счетов выходного сигнала:

Uo. Хь Х2, У1, у2, -••), (15.46)

или сокращенно

W => W •

Линейный цифровой фильтр обладает тем свойством, что 
сумма любого числа входных сигналов, умноженных иа 
произвольные коэффициенты, преобразуется в сумму его 
откликов иа отдельные слагаемые, т. е. из соответствий 
М>} .... [хГ>}=Ч1Н

следует, что

«I И1} + - ■ ■ + ак {хН => {«1J41’ + • ■ • + акЙ"’} (15.47)

при любых коэффициентах а2, а2, •••> aN-
Для того чтобы обобщить формулу (15.45) иа случай дис­

кретных сигналов, вводят понятие импульсной характеристики 
ЦФ. По определению, оиа представляет собой дискретный 
сигнал {А*}, который является реакцией ЦФ иа «единичный 
импульс» (1, 0, 0, 0, ...):
| (1, 0, 0, 0, ...)=>(/i0,\, h~h3t ,.,)Г| (15.48)

Линейный ЦФ стационарен, если прн смещении входного 
единичного импульса иа любое число интервалов дискрети­
зации импульсная характеристика смещается таким же 
образом, ие изменяясь по форме. Например:

(О, 1, 0, 0, ...)=>(0, й0, hlt й2, ...),

(О, О, 1, О, ...)=>(0, О, h0, hlt ...),
(15.4^
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Рассмотрим, каким образом из свойств линейности и ста­
ционарности'вытекает наиболее общий алгоритм линейной 
цифровой фильтрации. Пусть {х*}=(х0, л2, —неко­
торый сигнал иа входе ЦФ с известной импульсной харак­
теристикой. Используя соотношения (15.47) и (15.49), можно 
записать m-й отсчет выходного сигнала {ук}:

импульсная харак­
теристики цифро­
вого фильтра

. y» = xohm + x1hn_1 + ... + xJl0 = ХхЛ,-,.
k=0

(15.50)

Формула (15.50), играющая ведущую роль в теории линей­
ной цифровой фильтрации, показывает, что выходная после­
довательность есть дискретная свертка входного сигнала и 
импульсной характеристики фильтра. Смысл этой формулы 
прост и нагляден: в момент каждого отсчета ЦФ проводит 
операцию взвешенного суммирования всех предыдущих зна­
чений входного сигнала, причем роль последовательности 
весовых коэффициентов играют отсчеты импульсной харак­
теристики. Иными словами, ЦФ обладает некоторой «па­
мятью» по отношению к прошлым входным воздействиям.

Практический интерес представляют лишь физически реа­
лизуемые ЦФ, импульсная характеристика которых не может 
стать отличной от нуля в отсчетных точках, предшест­
вующих моменту подачи входного импульса. Поэтому для 
физически реализуемых фильтров коэффициенты h-i9 h-2, ... 
обращаются в нуль и суммирование в (15.50) можно распро­
странить иа все положительные значения индекса к:

общий алгоритм 
цифровой фильтра­
ции

принцип физиче­
ской реализуемос­
ти цифрового 
фильтра

Ь,= Е хЛм, т = 0, 1, 2, ...
к = 0

(15.51)

Дискретные гармонические последовательности. Как извест­
но, в теории линейных систем особую роль играют комп­
лексные сигналы вида x(t) = A exp [/(cot + ср)], отображающие 
гармонические колебания. При дискретизации такого сигнала 
по времени получается так называемая гармоническая после­
довательность

{xj = [A exp 0+ ф)]}, (15.52) 

гармоническая по- 
слелова гельиость

такая, что

Re {х*} = {A cos (сокД + <р)}. (15.53)

Следует иметь в виду, что последовательности (15.52) и 
(15.53) представляют дискретизированные гармонические сиг­
налы неоднозначно. Действительно, эти последовательности 
ие изменятся при замене частоты со иа со + 2пп/Д = 
= со + исОд, где п — любое целое число, соп — угловая частота 
дискретизации.

Частотньп коэффициент передачи ЦФ. Предположим, что 
на вход линейного стационарного цифрового фильтра подана 
гармоническая последовательность {хА} вида (15.52), неограни­
ченно протяженная- во времени, т. е. с индексом к, прини-

иеодиозначный 
характер дискрет­
ного представле­
нии гармонических 
сигналов
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Принципиально не­
возможно отли­
чить два дискре­
тизированных гар­
монических коле­
бания, разность 
частот которых на­
ходится в цело­
кратном отноше­
нии с частотой 
дискретизации

структура выход­
ного сигнала циф­
рового фильтра

периодический ха­
рактер частотного 
коэффициента пе­
редачи цифрового 
фильтра

связь между сис­
темной функцией и 
импульсной харак­
теристикой

мающим значения 0, ±1, +2, ... Для того чтобы вычислить 
выходной сигнал фильтра [yj, воспользуемся формулой 
свертки (15.50) и найдем m-й отсчет иа выходе:

К,= Е =
*=-00 * = — СО

Выполнив тождественные преобразования, получим

Введем новый индекс суммирования п = т— к. Тогда

yM = Xei<wmA+’) £ (15.54)
л = О

В соответствии с формулой (15.54) выходной сигнал 
имеет структуру дискретной гармонической последователь­
ности с той же частотой, что и входной сигнал. Выходные 
отсчеты получаются из входных умножением на комплекс­
ную величину

К(/(0)= X е_/“яЛЛл, 
л - О

(15.55)

называемую частотным коэффициентом передачи ЦФ, зави­
сящую от частоты со, а также от шага дискретизации Д 
и от совокупности коэффициентов импульсной характе­
ристики ЦФ, Формула (15.55) позволяет сделать выводы:

1. Частотный коэффициент передачи ЦФ является периоди­
ческой функцией частоты с периодом, равным частоте 
дискретизации €од = 2п/Д.

2. Функция К (/со) есть преобразование Фурье импульсной 
характеристики ЦФ, представленной в форме последователь­
ности дельта-импульсов:

МО = Лоб(0 + hi&(t - Д) 4-...

[ср. с формулой (15.38)].
Системная функция ЦФ. Расчет важнейшей характеристики 

ЦФ — частотного коэффициента передачи — удобно прово­
дить, используя методы z-преобразований. Сопоставим диск­
ретным сигналам {х*}, {yk}, {/i*} их z-преобразоваиия X(z), 
У(г), Н (z) соответственно. Выходной сигнал фильтра {»} есть 
свертка входного сигнала и импульсной характеристики, 
поэтому [см. формулы (15.42), (15.50)] выходному сигналу 
отвечает функция

y(z) = tf(z)X(z). (15.56)

Системной функцией стационарного линейного ЦФ назы­
вают отношение z-преобразования выходного сигнала к 
z-преобразованию сигнала иа входе. Соотношение (15.56) 
устанавливает, что системная функция фильтра

Я(2)=У(2)/Х(2)= f А,2 -'

* » о

(15.57)
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есть z-преобразование импульсной характеристики. Сравнивая . t ■
выражения (15.55) и (15.57), приходим к следующему выводу: 
чтобы получить частотный коэффициент передачи ЦФ из его 
системной функции, в последней нужно сделать подстановку 
z — ехр (/со Д).

л
решите задачу 8

Пример 15.3. Цифровой фильтр имеет импульсную характе­
ристику, состоящую из двух ненулевых отсчетов: {Л*} ® 
= (1, —1, О, 0, ...). Вычислить частотный коэффициент передачи 

фильтра.
Здесь системная функция

H(z) = 1 - z"1,

откуда

К (/<£>) “ 1 — = (1 — costoA) + jsinoA.

Уравнение АЧХ фильтра имеет вид

| К (/со) | = |/(1 — coscoA)2 + sin2 соА = 2| sin (соЛ/2) |,

в то время как ФЧХ описывается выражением

, . sincoA п соА

ч*‘°»=“с*8ТТ^д=Т—Г'
Амплитудно-частотная характеристика фильтра является пери­

одической функцией, но практически оиа имеет смысл лишь в 
интервале частот от 0 до <в = п/Д. На верхней частоте этого 

интервала каждому периоду дискретизированного гармонического 
сигнала соответствуют два отсчета. По теореме Котельникова, это 
есть предельное значение частоты сигнала, который может быть 

однозначно восстановлен по своим отсчетам.
Заметим, что если иа вход такого фильтра поступает гармо­

нический сигнал с частотой, значительно более низкой, чем частота 

дискретизации, так что со А с 1, то

К(/о)» [1 -1 + % («А)2--------] + /[wA-VeftoA)3 + ■••] a/coA.

Поэтому такая система приближенно выполняет операцию 
дифференцирования относительно медленных входных сигналов.

15.5. Реализация алгоритмов цифровой фильтрации

Физически осуществимые ЦФ, которые работают в реаль­
ном масштабе времени, для формирования выходного сигна­
ла в i-й дискретный момент времени могут использовать 
следующие данные: а) значение входного сигнала в момент 
1-го отсчета, а также некоторое число «прошлых» входных 
отсчетов Xj-x, х(_2, ..., х,-»; 6) некоторое число предшест­
вующих отсчетов выходного сигнала >7-2, ...» Уг-я-
Целые числа тип определяют порядок ЦФ. Классификация Ф 
ЦФ проводится по-разному в зависимости от того, как норядок цифрового 
используется информация о прошлых состояниях системы. фильтра

Трансверсальные ЦФ. Так принято называть фильтры, 
которые работают в соответствии с алгоритмом .

Я = aoxt + aixf-i + а2х^2 + ••• + (15.58)

где во^и ... » ~ последовательность коэффициентов.
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Число т является порядком трансверсального цифрового 
фильтра. Как видно из формулы (15.58), трансверсальный 
фильтр проводит взвешенное суммирование предшествующих 
отсчетов входного сигнала и ие использует прошлые отсчеты 
выходного сигнала. Применив z-преобразованне к обеим 
частям выражения (15.58), убеждаемся, что

Y(z) = (о0 + a,z"1 + a2z-2 + • • • + a„z'") X (z).

Отсюда следует, что системная функция

H(z) = a0 4-ajZ"1 + fljz-2 + ••• + a„z~m =

= °ozm + + а2^~2 + ..- + am

вид системной фун­
кции трансверсаль­
ного цифрового 
фильтра

является дробно-рациоиальной функцией z, имеющей m-крат­
ный полюс при z = 0 и т нулей, координаты которых 
определяются коэффициентами фильтра.

Алгоритм функционирования трансверсального ЦФ пояс­
няется структурной схемой, приведенной иа рис. 15.7.

Рис. 15.7. Схема построения трансверсального Цф

В цифровом про­
цессоре операция 
задержки выполня­
ется особым бло­
ком — так назы­
ваемым регистром 
сдвига

Основными элементами фильтра служат блоки задержки 
отсчетных значений на один интервал дискретизации (пря­
моугольники с символами z-1), а также масштабные блоки, 
выполняющие в цифровой форме операции умножения иа 
соответствующие коэффициенты. С выходов масштабных 
блоков сигналы поступают в сумматор, где, складываясь, 
образуют отсчет выходного сигнала.

Вид представленной здесь схемы объясняет смысл термина 
«трансверсальный фильтр» (от англ, transverse — поперечный).

Программная реализация трансверсального ЦФ. Следует 
иметь в виду, что структурная схема, изображенная иа 
рнс. 15.7, ие является ‘принципиальной схемой электрической 
цепи, а служит лишь графическим изображением алгоритма 
обработки сигнала. Используя средства языка ФОРТРАН, 
рассмотрим фрагмент программы, реализующей трансверсаль­
ную цифровую фильтрацию.

Пусть в оперативной памяти ЭВМ образованы два одно­
мерных массива длиной М ячеек каждый: массив с именем X, 
в котором хранятся значения входного сигнала, и массив с 
именем А, содержащий значения коэффициентов фильтра.

Содержимое ячеек массива X меняется каждый раз с поЛу- 
чен*лем нового отсчета входного сигнала. Предположим, что 
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этот массив заполнен предыдущими отсчетами входной 
последовательности, н рассмотрим ситуацию, возникающую 
в момент прихода очередного отсчета, которому в про­
грамме просвоеио имя S. Данный отсчет должен разместиться 
в ячейке с иомером 1, ио лишь после того, как предыду­
щая запись будет сдвинута иа одну позицию вправо, т. е. 
в сторону запаздывания.

Элементы сформированного таким образом массива X 
почленно умножаются иа элементы массива А и результат 
заносится в ячейку с именем Y, где накапливается отсчетное 
значение выходного сигнала. Ниже приводится текст програм­
мы трансверсальной цифровой фильтрации:

DO1 К = 1, М - 1
1 Х(М-К +1) = Х(М-К) 

X(1) = S
С МАССИВ X СФОРМИРОВАН

Y = 0.
DO2 К = 1, М

2 Y = Y + Х(К)* А (К)

Импульсная характеристика. Вернемся к формуле (15.59) и 
вычислим импульсную характеристику трансверсального ЦФ, 
осуществив обратное z-преобразование. Легко видеть, что 
каждое Слагаемое функции Н (z) дает вклад, равный соответ­
ствующему коэффициенту Оц, смещенному иа п позиций 
в сторону запаздывания. Таким образом, здесь

{Л*} =(а0, «1, а2, ..., ат). (15.60)

Предполагается, 
что отсчеты вход­
ного сигнала н ко­
эффициенты филь­
тра представляют­
ся вещественными 
числами

К такому выводу можно прийти и непосредственно, рас­
сматривая структурную схему фильтра (см. рис. 15.7) и пола­
гая, что иа его вход подан «единичный импульс» (1,0,0, 0,...).

Важно отметить, что импульсная характеристика трансвер­
сального фильтра содержит конечное число членов.

Частотная характеристика. Если в формуле (15.59) провести 
замену переменной z = exp (/<оД), то получим частотный коэф­
фициент передачи

К (/со) = а0 + flle“>A + а2е-'2юД + •. • + . (15.61)

Прн заданном шаге дискретизации Д можно реализовать 
самые разнообразные формы АЧХ, подбирая должным обра­
зом весовые коэффициенты фильтра.

вид импульсной ха­
рактеристики 
трансверсального 
цифрового фильтра

Говорят, что по­
добный фильтр вы­
полняет оперодпо 
«сглаживания 
тройками»

Пример 15.4. Исследовать частотные характеристики трансвер­
сального цифрового фильтра 2-го порядка, выполняющего усреднение 
текущего значения входного сигнала и двух предшествующих от­
счетов по формуле
*)в х/з(х1 + xj-t + Xj-a)- (15.62)

Системная функция этого фильтра

И W = */з (1 + х-1 + г-’)»
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Рнс. 15.8. Частотные характеристики трансверсального ЦФ из приме­
ра 15.4:

а - АЧХ; 6 - ФЧХ 

откуда находим частотный коэффициент передачи

К (/со) = 7з (1 + е“>Л + e“j2“a) =

= 7э £(1 + 008 + 008 ^соД) — Двш <оА + 8>п 2соД)3.

Элементарные преобразования приводят к следующим выраже­
ниям для АЧХ в ФЧХ данной системы: 

| К(/со) | = 1/3]/з + 4coscoA + 2 cos2coA,

ФкИ = == —соД.

Соответствующие графики представлены иа рис. 15.8,0,6, где 
по горизонтальным осям отложена величина соД — фазовый угол 

интервала дискретизации при текущем значении частоты.
Предположим, например, что соД = 60°, т. е. иа один период 

гармонического входного колебания приходится шесть отсчетов. 
При этом входная последовательность будет иметь вид

...,о, 1,1,0, -1, -i,a 1,1,...

(абсолютные значения отсчетов не играют роли, поскольку 
фильтр линеен). Используя алгоритм (15.62), находим выходную 

последовательность:

■ .7з,7з.0,-7„ -2/3.0„..

Можно заметить, что ей отвечает гармонический выходной 
сигнал той же частоты, что и на входе, с амплитудой, равной 
2/з = 0.66 от амплитуды входного колебания и с начальной фазой, 

смещенной иа 60° в сторону запаздывания.
При соА < 120° рассматриваемый фильтр сглаживает входную 

последовательность и может играть роль ФНЧ. Однако частотная 
характеристика фильтра периодична и немонотонна. Если исходный 
аналоговый сигнал не был подвергнут предварительной частотной 
фильтрации н в ием присутствуют составляющие, для которых 
соА > 180° (условия теоремы Котельникова не выполняются), то они не 

будут ослабляться данным ЦФ. Более того, из-за наличия 
высокочастотных составляющих цифро-аналоговый преобразователь 
восстановит некоторое низкочастотное колебание, которое совсем не 
содержалось во входном сигнале. Это паразитное явление (эффект 

«наложения» или «маскировки» высокочастотных составляющих 
спектра) в принципе присуще любым дискретным систолам.. Ойо 
заставляет уделять серьезное внимание предварительной обработке 
сигнала, подвергаемого цифровой фильтрации.

▲
решите задачу 9

эффект наложения
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Рекурсивные ЦФ. Этот вид цифровых фильтров характерен 
тем, что для формирования i-ro выходного отсчета исполь­
зуются предыдущие значения ие только входного, ио и 
выходного сигнала:

у, = аохг 4- aixf_ j + • • • + amXi_„ +
+ blyI-t + • + (15.63)

причем коэффициенты (Ьь b2,...,b^, определяющие рекур­
сивную часть алгоритма фильтрации, ие равны нулю одно­
временно. Чтобы подчеркнуть различие структур двух видов 
ЦФ, трансверсальные фильтры называют также нерекур­
сивными фильтрами.

Системная функция рекурсивного ЦФ. Выполнив z-преобра- 
зование обеих частей рекуррентного соотношения (15.63), 
находим, что системная функция

Hl 1- _ Oo + ai^l + -"+a~z~"‘ „
W X(z) l-b,!1---------- b„z~n

(15.64) 

описывающая частотные свойства рекурсивного ЦФ, имеет иа 
^плоскости к полюсов. Если коэффициенты рекурсивной 
части алгоритма вещественны, то эти полюсы либо лежат 
на вещественной оси, либо образуют комплексно-сопряжен­
ные пары.

Структурная схема рекурсивного ЦФ. На рис. 15.9 
изображена схема алгоритма вычислений, проводимых в соот­
ветствии с формулой (15.63). Верхняя часть структурной 
схемы отвечает трансверсальной (нерекурсивной) части ал­
горитма фильтрации. Для ее реализации требуется в общем 
случае т + 1 масштабных блоков (операций умножения) и 
т ячеек памяти, в которых хранятся входные отсчеты.

Рекурсивной части алгоритма соответствует иижняя часть 
структурной схемы. Здесь используются и последовательных 
значений выходного сигнала, Которые в процессе работы 
фильтра перемещаются из ячейки в ячейку путем сдвига.

Рекурсив — мате­
матический прием, 
состоящий в цик­
лическом обраще­
нии к данным, по­
лученным иа пред­
шествующих эта­
пах

вид системной фун­
кции рекурсивного 
цифрового фильтра

Рве. 15.9. Структурная схема рекурсивного ЦФ



402 Глава 15. Дискретные сигналы. Принципы цифровой фильтрации

каноническая с; 
ма цифровою 
фильтра

Рис. 15.10. Структурная схема канонического рекурсивного ЦФ
2-го порядка

Недостатком данного принципа реализации является по­
требность в большом числе ячеек памяти, отдельно для 
рекурсивной и нерекурсивной частей. Более совершенны 
канонические схемы рекурсивных ЦФ, в которых исполь­
зуется минимально возможное количество ячеек памяти, 
равное наибольшему из чисел т и п. В качестве примера 
иа рис. 15.10 изображена структурная схема канонического 
рекурсивного фильтра 2-го порядка, которой отвечает систем­
ная функция

Я(2) =
О0 4- Qj2 1 + 0^2 2

1 — — b2z~2 ' (15.65)

Для того чтобы убедиться в том, что эта система 
реализует заданную функцию, рассмотрим вспомогательный 
дискретный сигнал {w*} иа выходе сумматора 1 и запишем 
два очевидных уравнения;
W. = + feiWii-t + b2wt-2, •=> V/.. - € 4 V/K_r GzXA'c“t(15.66) =■

Л = «ow» + + a2wt-2. (15.67)

Выполнив z-преобразование уравнения (15.66), находим, что 

W(z) = X(z)/(1 - b1Z~1 - b2z~2). (15.68)

С другой стороны, в соответствии с выражением (15.67)

Y(z) = (во 4- atz 1 + a2z 2)>F(z). (15.69)

Объединив соотношения (15.68) и (15.69), приходим к задан­
ной системной функции (15.65).

Устой^вость рекурсивных ЦФ. Рекурсивный ЦФ является 
дискретным аналогом динамической системы с обратной 
связью, поскольку в ячейках памяти хранятся значения его 
предшествующих состояний. Бели заданы некоторые началь­
ные условия, т. е. совокупность значений y<-i, то
в отсутствие входного сигнала фильтр будет образовывать 
элементы бесконечной последовательности yh yi+i, у<+2.---, 
играющей роль свободных колебаний.

Цифровой фильтр называется устойчивы^, если возни­
кающий в нем свободный процесс, есть иевозрастающая
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последовательность, т. е. значения | у„ | при и -»со не пре­
вышают некоторого положительного числа М независимо от 
выбора начальных условий.

Свободные колебания в рекурсивном ЦФ на основании 
алгоритма (15.63) являются решением линейного разностного 
уравнения

И = М,-1 + Ь2у{-2 + • • • + М-и. (15.70)

По аналогии с принципом решения линейных дифферен­
циальных уравнений будем искать решение (15.70) в виде 
показательной функции

yf = af (15.71) 

с неизвестным пока значением а. Подставив (15.71) в (15.70) 
и сократив на обшнй множитель, убеждаемся, что а является 
корнем характеристического уравнения

а" — ^а"-1 — Ь2а"-2---------- Ь„ =0. (15.72)

На основании (15.64) это уравнение в точности совпадает 
с уравнением, которому удовлетворяют полюсы системной 
функции рекурсивного ЦФ.

Пусть система корней аь а2,...,Оя уравнения (15.72) 
найдена. Тогда общее решение разностного уравнения (15.70) 
будет иметь вид

У( = A^i + Л2а2 + • • • + (15.73)

Коэффициенты А1г А2,..., Д, должны быть подобраны так, 
чтобы удовлетворялись начальные условия.

Если все полюсы системной функции Н (z), т. е. числа 
zx = z2 = а2,..., zn = а„, по модулю не превосходят единицы, 
располагаясь внутри единичного круга с центром в точке 
z = 0, то иа основании (15.73) любой свободный процесс 
в ЦФ будет описываться членами убывающих геометри­
ческих прогрессий и фильтр будет устойчив. Ясно, что 
практически применяться могут только устойчивые цифровые 
фильтры.

•

определение поня­
тии устойчивости 
цифрового фильтра

Трансверсальные 
цифровые фильтры 
ие являются дина­
мическими систе­
мами и устойчивы 
при любом выборе 
коэффициентов

Прнмер 15.5. Исследовать устойчивость рекурсивного цифро­
вого фильтра 2-го порядка с системной функцией Н (z) = 
= Яо/(1 - bl»'1 - г)-

' Характеристическое уравнение

z2 — 6xz — bi = 0

имеет корни

г1,2=Ь1/2±|/(Ь./2)2 + 1>2.

Кривая, описываемая уравнением 6f + 4Ь2 — 0, на плоскости 

(bi, bi) коэффициентов есть граница, выше которой полюсы 
системной функции вещественны, а ниже — комплексно сопряжены.

Для случая комплексно-сопряженных полюсов |z1>2|2— — 6а» 

поэтому одной из гранат области устойчивости является прямая 
62=—1. Рассматривая вещественные полюсы при 6Х > 0, имеем
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Рис. 15.11. Область устойчивости рекурсивного фильтра 2-го порядка 
(полюсы фильтра комплексно сопряжены в области, отмеченной 
цветом)

условие устойчивости в виде

Ь, /2 + |/№1/2)2 + Ъ < 1.

ИЛИ

(/(bi/2)2 + Ь2 < 1 - Ь1/2.
Возведя в квадрат обе части этого неравенства, видим, что 

границей области устойчивости является прямая b2 = I — bt. Анало­

гично исследуется случай Ь2 < 0.
В результате приходим к выводу, что данный рекурсивный 

фильтр устойчив, если значения коэффициентов и Ь2 лежат 
внутри треугольной области, изображенной на рис. 15.11.

Критерий устойчивости рекурсивного ЦФ. Задачу об 
устойчивости рекурсивного ЦФ произвольного порядка можно 
решить, связав данную проблему с расположением корней 
многочленов (см. гл. 14). Для этого заметим, что пре­
образование вида

z = (w + l)/(w — 1) (15.74)

изанмио-одиозначно отображает левую полуплоскость 
комплексной переменной w на единичный круг в комплекс­
ной плоскости z с центром в точке z — 0. Действительно, 
точке ю = — 1 соответствует точка z = 0. В то же время 
мнимая ось в ^-плоскости, т. е.. совокупность точек с 
координатами w=ja (а — произвольное вещественное число), 
отображается в множество точек единичной окружности 
z = — ехр (/2 arctg а).

А Возьмем характеристическое уравнение ЦФ

решите задачу 10 zn — biznl — b2zn 2 —---- (15.75)

и подставим в него переменную z, выраженную через 
переменную w, согласно формуле (15.74):

Приведя это выражение к общему знаменателю (w — 1)", 
получим характеристическое уравнение относительно перемен-
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ной w:

(и + 1)" — bi(w — l)(w + I)"-1.— b2(w— l)2 (и + l)"_z------

------ ir_1(w+ l)-6n(w- 1Г = 0. (15.76)

Если многочлен по степеням w, образующий левую 
часть последней формулы, имеет корни лишь в левой 
полуплоскости, то исходный характеристический многочлен 
вида (15.75) имеет корни, располагающиеся лишь в единич­
ном круге на z-плоскости. Как следствие, анализируемый 
рекурсивный ЦФ будет устойчивым.

Отметим, что мно­
гочлен (и- — 1)и не 
имеет корней в ле­
вой плоскости. По­
этому приведение к 
общему знаменате­
лю правомерно

Пример 15.6. Исследовать устойчивость рекурсивного цифро­
вого фильтра 3-го порядка с характеристическим уравнением 
z3 + 0.4z2 — 0.5z +1 = 0.

В соответствии с формулой (15.76) получаем преобразованное 

уравнение

(w + I)3 + 0.4(w — i)(w + l)2 — 0.5 (w - l)2 (w + 1) + I =

= 0.9w3 + 3.9k2 + 3.1к + l.i - 0.

Здесь все коэффициенты положительны и в то же время 
(см. гл. 14) — о3о0 = 11.1 > 0. По критерию Рауса — Гурвица,
данный многочлен устойчив. Значит, устойчив и анализируемый 
цифровой фильтр.

Импульсная характеристика рекурсивного ЦФ. Характер­
ная черта, отличающая рекурсивный ЦФ, состоит в том, 
что из-за наличия обратной связи его импульсная характе­
ристика HMeet вид неограниченно-протяженной последова­
тельности. Покажем это иа примере простейшего фильтра 
1-го порядка, описываемого системной функцией

H(z) = й/(1 — bz~l) — az((z — b).

Данный фильтр устойчив, если | b | < 1. А
Известно [см. формулу (15.57)], что импульсную характе- решите задачу 11 

ристику можно иайти с помощью обратного z-преобразо- 
вания, примененного к системной функции. Используя 
формулу (15.36), находим m-й член в последовательности
(М:

(15.77)

Интегрирование осуществляется по единичной окружности, 
внутри которой располагается точка полюса z = b.

Поскольку вычет подынтегральной функции в точкелполю- 
са равен, как легко видеть, abm, искомая импульсная 
характеристика фильтра представляет собой убывающую 
геометрическую прогрессию

{Ate} “ (ч оЬ, оЬ2,.-*)-. (15.78)
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15.6. Синтез линейных цифровых фильтров

подобияпринцип 
импульсных харак- 
lepnciiiK анало­
гового И цифрово! О 
фи.ТЬ I ров

; -

<44*°

gfiu))-

Важное практическое значение имеют методы синтеза 
Цф, обеспечивающие заранее заданные свойства, например, 
требуемый вид импульсной или частотной характеристики 
[40]. Ниже будет идти речь о тех приемах синтеза, 
■которые существенным образом опираются на свойства 
аналоговых цепей, служащих модельными аналогами (прото­
типами) цифровых устройств

Метод инвараантиых импульсных характеристик. В ос­
нове этого простейшего метода синтеза ЦФ лежит предполо­
жение о том, что синтезируемый ЦФ должен обладать 
импульсной характеристикой, которая является результатом 
дискретизации импульсной характеристики соответствующего 
аналогового фильтра-прототипа. Имея в виду синтез физи­
чески реализуемых систем, для которых импульсная характе­
ристика обращается в нуль при t < 0, получим следующее 
выражение импульсной характеристики ЦФ:

{М = (МО), й(Д), й(2Д),...). (15.79)

Следует обратить внимание иа то, что число отдель­
ных членов в выражении импульсной характеристики ЦФ 
может быть как конечным, так и бесконечным. Это 
определяет структуру синтезируемого фильтра: импульсной 
характеристике с конечным числом отсчетов отвечает 
трансверсальный фильтр, в то время как для реализации 
неограниченно протяженной импульсной характеристики тре­
буется рекурсивный Цф.

Связь между коэффициентами импульсной характеристики 
и структурой ЦФ особенно проста для трансверсального 
фильтра. В общем случае синтез структуры фильтра осу­
ществляется путем применения z-преобразования к последо­
вательности вида (15.79). Найдя системную функцию H(z) 
фильтра, следует сравнить ее с общим выражением (15.64) и 
определить коэффициенты трансверсальной и рекурсивной 
частей.

Степень приближения амплитудно-частотной характеристи­
ки синтезированного ЦФ к характеристике аналогового 
прототипа зависит от выбранного шага дискретизации Д. 
При необходимости следует вычислить частотный коэффи­
циент передачи ЦФ, осуществив в системной функции 
Я(г) замену переменной по формуле г = ехр(ДоД), и затем 
сравнить результат с частотным коэффициентом передачи 
аналоговой цепи.

Пример 15.7. Рассмотреть синтез трансверсального цифро­
вого фильтра, подобного динамической системе 1-го порядка (напри­
мер, интегрирующей RC-цепи) с импульсной характеристикой вида
й(г)=| О, КО, 

ехр(—t/т), t > 0
(15.80)
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(несущественный для задачи синтеза амплитудный множитель в 
импульсной характеристике положен равным единице).

Пусть импульсная характеристика аппроксимируется последова­

тельностью из трех равноотстоящих отсчетов:

{Л*} = (1, е_Л/’, е_2М). (15.81)

Трансверсальный ЦФ с такой импульсной характеристикой 

описывается разностным уравнением

№ = х* + е_д/’х*-1+е~2д/’х*-2. (15.82)

Применив z-преобразованне к последовательности (15.81), нахо­

дим системную функцию ЦФ

H(z) = I + e_Artz_i + e_2A/tz'2, (15.83)

откуда частотный коэффициент передачи

К(,Ш) = 1 + е + е-2А/'е^2яЛ. (15.84)

Пример 15.8. Рассмотреть случай, когда импульсная характе­
ристика (15.80) аналоговой цепи аппроксимируется бесконечной 
дискретной последовательностью
{М = (1, е_л/’, е_2лл,...). (15.85)

Выполвив z-преобразование импульсной характеристики (15.85), 
получим системную функцию

H(z) = 1 + e_2V’z_1 + е-гуг-2 + ••• =----------—у. (15.86)
1 — е ^z

Данной системной функции отвечает рекурсивный ЦФ 1-го 
порядка, содержащий, помимо сумматора, одни масштабный блок 

и один элемент задержки.
Частотный коэффициент передачи фильтра

<|5-87)

Сравнение трансверсальных н рекурсивных ЦФ. Жела­
тельно, чтобы АЧХ синтезируемого ЦФ достаточно точно 
аппроксимировала АЧХ аналогового прототипа. Выбор того 
или иного варианта структуры ЦФ в рамках метода ин­
вариантной импульсной характеристики существенно сказы­
вается на точности приближения.

Сравним частотные характеристики даух ЦФ, рассмот- А 
ренных в примерах 15.7 и 15.8. Оба эти фильтра соот- решите задачу 12 
ветствуют аналоговому прототипу с частотным коэффи­
циентом передачи: »

К(до) = 1/(1 + jot). (15.88)

Положим для конкретности, что отношение т/Д — 5. На 
основании формул (15.88), (15.84) и (15.87), сделав несложные ■ 
преобразования, запишем выражения нормированных АЧХ 
аналогового и двух цифровых фильтров, рекурсивного и
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трансверсального:

I К(я) 1
I к0°) |. ]/Г + 25ш2Д2 ’

| К(/а>)|___________ 0.1811_________
I К(/0)|ре, ^/1.6703 - 1.6375cosmA ’

I К Gro) I [/2120 + 2.7351 cos <оД + 1.3406 cos 2шД
I K(/0)|ip~ 2.4890

Результаты расчета величин | K(jco)/K(jO)| по 
формулам сведены в табл. 15.1.

(15.89)

(15.90)

(15.91) 

данным

Таблица 15.1

соД

|K(/w)/K00)|

Тип фильтра

аналоговый
цифровой 

рекурсивный
цифровой 

трансверсальный

0.0 1.0000 1.0000 1.0000
0.5 0.3714 0.3754 0.9201
1.0 0.1961 0.2046 0.7005
1.5 0.1322 0.1454 0.3990
2.0 00995 0.1182 0.1305
2.5 0.0797 0.1050 0.2234
3.0 0.0665 0.1000 0.3360

Из приведенных данных видно, что как рекурсивный, так 
и трансверсальный ЦФ действительно обладают характе­
ристиками фильтров нижних частот. Одиако рекурсивный 
фильтр по своим частотным свойствам оказывается гораздо 
ближе к аналоговому прототипу.

Синтез ЦФ на основе дискретизации дифференциаль­
ного уравнения аналоговой цевн. К структуре ЦФ, прибли­
женно соответствующего известной аналоговой цепи, можно 
прийти, осуществив дискретизацию дифференциального урав­
нения, описывающего аналоговый прототип. Как пример 
использования этого метода рассмотрим синтез ЦФ, отве­
чающего колебательной динамической системе 2-го порядка, 
для которой связь между выходным колебанием у (г) и 
входным колебанием х(г) устанавливается дифференциальным 
уравнением

+ 2а + aiy = x(t). (15.92)

Предположим, что шаг дискретизации равен Л и рас­
смотрим совокупности дискретных отсчетов {у*} и {xfe}. Если 
в (15.92) заменить производные - их конечно-разностными 
выражениями, то дифференциальное уравнение превратится в 
разностное уравнение

2« tfy. = х, (15.93)
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Перегруппировав слагаемые, отсюда получаем

„ - А2^. + 2(1+аА)К-1-К-2 п59л
У" 1—2аД + <о2Д2 1 '

Разностное уравнение (15.94) задает алгоритм рекурсивного 
фильтра 2-го порядка, который моделирует аналоговую коле­
бательную систему. Такой ЦФ принято называть цифро­
вым резонатором. При соответствующем выборе коэффи­
циентов цифровой резонатор может выполнять роль часготно- 
избнрательного фильтра, подобного колебательному контуру.

Метод инвариантных частотных характеристик. Принци­
пиально невозможно создать ЦФ, частотная характеристика 
которого в точности повторяла бы частотную характе­
ристику некоторой аналоговой цепи. Причина состоит в 
том, что, как известно, частотный коэффициент передачи ЦФ 
является периодической функцией частоты с периодом, 
определяемым шагом дискретизации (рис. 15.12).

|к|

о
|К|

СОц

a

* ■ л.

Г? л
•i

*** "f ■■
‘.wk

— 2я/Д — я/Д 0 я/Д 2я/Д
б

Рис. 15.12. Амплитудно-частотные характеристики фильтров: 
а — аналогового; б — цифрового

Говоря о подобии (инвариантности) частотных характе­
ристик аналогового н цифрового фильтров, можно требо­
вать лишь то, чтобы весь бесконечный интервал частот 
соа, относящихся к аналоговой системе, был преобразован 
в отрезок частот соп цифрового фильтра, удовлетворяющих 
неравенству

—л/Д <: % < л/Д * (15.95)

при сохранении общего вида АЧХ.
Пусть Ка(р) — передаточная функция аналогового фильт­

ра, задаваемая дробно-рациональиым выражением по степе­
ням комплексной частоты р. Если воспользоваться связью 
между переменными z и р: г = ехр(рД), то можно записать 

р=(1/Д)1пг. (15.96)

Однако с помощью этого закона связи нельзя полу- 
ади* физически реализуемую. Системную функцию ЦФ, по-

цифровой резона­
тор

принцип подобия 
частотных харак­
теристик аналого­
вого и цифрового 
фильтров
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Функцию вида 
(15.97) называют 
билинейным преоб­
разованием

связь между час­
тотными перемен­
ными аналогового 
и цифрового филь­
тров

скольку подстановка (15.96) в выражение Ка(р) приведет к 
системной функции, не выражающейся ‘ в виде частного 
даух многочленов. Требуется найти такую дробио-рацио- 
нальиую функцию от z, которая обладала бы основным 
свойством преобразования (15.96), а именно переводила бы 
точки единичной окружности, лежащей в плоскости z, в точки 
мнимой оси иа плоскости р.

Среди прочих способов для синтеза фильтров нижних 
частот получила распространение связь вида [40]

2
₽= д

Z — 1 

z + 1 ’
(15.97)

устанавливающая однозначное соответствие между точками 
единичной окружности в z-плоскости со всей мнимой осью 
в p-плоскости. Характерная особенность этого закона пре­
образования состоит в следующем. Пусть в (15.97) выпол­
нена замена переменной z = ехр(/о>цД). Тогда

М = (2/Д) [ехр(доиД) - 1]/[ехр(/соцД) + 1], 

откуда вытекает соотношение между частотными перемен­
ными соа и С0д аналоговой и цифровой систем:

(1598)

Если частота дискретизации достаточно велика (сопД -с 1), 
то, как легко видеть из формулы (1598), соа~соц. Таким 
образом, иа низких частотах характеристики аналогового 
и цифрового фильтров практически совпадают. В общем слу­
чае нужно принимать во внимание трансформацию масштаба 
по осн частот цифрового фильтра, описываемого формулой 
(1598).

Практически процедура синтеза ЦФ состоит в том, что в 
функции Ка(р) аналоговой цеди выполняется замена пере­
менной по формуле (1597). Полученная при этом системная 
функция ЦФ оказывается дробно-рациональной н поэтому 
позволяет непосредственно записать алгоритм цифровой 
фильтрации

Пример 15.9. Синтезировать цифровой фильтр с частотной 
характеристикой, подобной характеристике аналогового ФНЧ 2-го 
порядка типа Баттерворта. Частота среза для ЦФ а>сц— 1500 с-1. 
Частота дискретизации <оД = 10000 с-1.

Прежде всего определяем шаг дискретизации Д = 2п/од = 
= 6.2832- 10“4 с. По формуле (1598) находим частоту среза 

аналогового фильтра, подобного синтезируемому ЦФ;

<Оа = 16215» С"1.

Как известно, передаточная функция аналогового ФНЧ 2-го 
порядка типа Баттерворта, рассматриваемая относительно норми-
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рованиой комплексной частоты рю имеет вид (см. гл. 13)

I ’

▲
регии ie задачу 13

--------г------------•
Рв + 1'2р„ + 1

или прн переходе к истинной комплексной частоте

*а(р) = ---------7^----------- Г.

р2 + угФсаР + (oJa

Выполнив в (15.100) замену переменной вида (15.97), 
системную функцию ЦФ:

Н (2) = и2, (z + I)2 {[(2/А)2 + \/2 (2/А) <о„ + <u2J z2 +

+ 2[<o2,-(2/A)2]z+(2/A)2-|^(2/A)Mc, + My-.

(15.99)

(15.100)

находим

(15.101)

Подставив в эту формулу числовые значения, получим сле­

дующий результат:

z2 + 2z+l
H<Z) 7.6272Z2 - 5.7033Z + 2.0761 (15.102)

Влияние квантования сигнала на работу цифрового фильтра. 
При проектировании ЦФ в ряде случаев следует учиты­
вать специфические погрешности их работы, возникающие 
за счет квантования сигналов, т. е. вследствие представ­
ления всех величин, как постоянных, так и изменяющихся 
во времени, в виде даоичных чисел с конечной разряд­
ностью.

Квантованный характер сигналов приводит к целому ряду 
явлений, описанных в литературе по цифровой фильтрации 
[39]. Здесь будет рассмотрен простейший эффект — возникно­
вение так называемого шума квантования.

Пусть Цпа, — наибольшее значение аналогового сигнала 
иа входе АЦП, которое еще не вызывает переполнения 
арифметических устройств фильтра. Если т — число двоичных 
разрядов, отводимых для представления чисел в фильтре, 
то очевидно, что квантование сигнала происходит с шагом

шум квашовании

(15.103)

Квантованные отсчеты описывают мгновенные значения 
аналогового сигнала не точно, а с некоторой погрешностью, 
тем меньшей, чем меньше шаг квантования. Иными сло­
вами, отсчеты входного сигнала х* фильтра являются сум­
мами истинных значений xfc и отсчетов и* некоторого дискрет­
ного случайного процесса, называемого шумом квантования: ▲ 

** = ** + и*. (15.104) решите задачу 14

Теоретически и экспериментально показано, что в большин­
стве случаев, интересных для практики, последовательность 
{и*} образована статистически независимыми случайными 
величинами, каждая из которых равномерно распределена ца 
интервале от —9и/2 до да/2 н поэтому имеет нулевое 
математическое ожидание и дисперсию ojx = 9«s/12 (см. гл. 6).
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Проводится сум­
мирование . по ин­
дексу i

▲

решите задачу 15

Шум квантования, присутствующий иа входе ЦФ, пре­
образуется этим устройством. Пусть {Лык} — дискретная 
последовательность, соответствующая входному шуму кванто­
вания. Для того чтобы найти /-й отсчет выходной 
последовательности {Мвых*}, следует вычислить дискретную 
свертку входного шумового сигнала н импульсной характе­
ристики фильтра:

Иных/ = (15.105)
»=0

Отсюда определяем функцию корреляции шума квантова­
ния на выходе:

■^вых(^) = £ Ивых(Нвых|—m ~
1=0

~~ У, У, tn —
i=0j=o

j=o
(15.106)

Положив m = 0, получим дисперсию шума на выходе:

(15.107)

Таким образом, выходной шум квантования оказывается 
тем больше, чем медленнее уменьшаются отсчеты импульс­
ной характеристики фильтра.

Результаты

ОО В отличие от аналоговых сигналов дискретные сигналы описываются 
последовательностями отсчетных значений в дискретном множестве точек. 

ОО' Спектр дискретного сигнала состоит из бесконечного числа «копий» 
спектра исходного аналогового сигнала.

ОО Восстановление исходного сигнала из дискретной последовательности отсче­
тов реальным частотным фильтром неизбежно связано с искажениями.

ОО Число амплитудных коэффициентов гармоник, находимых с помощью 
дискретного преобразования Фурье, составляет половину числа отсчетов.

ОО Использование z-преобразования позволяет изучать дискретные последова­
тельности методами математического анализа непрерывных функций.

Выходная последовательность цифрового фильтра (ЦФ) есть результат 
дискретной свертки входного сигнала и импульсной характеристики фильтра. 

ОО Частотный коэффициент передачи ЦФ является преобразованием Фурье 
импульсной характеристики фильтра и представляет собой периодическую 
функцию частоты с периодом, равным частоте дискретизации.

ОО Системная функция ЦФ является z-преобразованием импульсной характе­
ристики. л >£>
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ОО С точки зрения реализации алгоритма фильтрации принято различать 
трансверсальные и рекурсивные ЦФ.

ОО Рекурсивный ЦФ устойчив в том случае, если все полюсы его системной 
функции лежат внутри единичного круга с центром в точке z = 0.

ОО При синтезе ЦФ используют импульсную или частотную характеристику 
аналогового фильтра-прототипа.

ОО Представление данных в виде двоичных чисел с конечным числом разрядов 
приводит к специфическому источнику погрешности работы ЦФ, называе­
мому шумом квантования.

Вол росы

1. Изобразите структурную схему им­
пульсного модулятора. В чем состоит 
характерное отличие сигналов вида АИМ и 

ШИМ?
2. Какой вид имеет спектральная плот­

ность дискретизирующей последователь­
ности?

3. В чем заключается причина искаже­

нии сигнала на выходе восстанавливаю­
щего фильтра нижних частот, если его 

частота среза значительно превышает частоту 
дискретизации входной импульсной последо­

вательности?
4. Дискретный сигнал иа интервале 

периодичности задан с помощью 16 отсче­

тов. Каков номер наивысшей гармоники, кото­
рую можно вычислить с помощью ДПФ 

по этим данным?
5. На каком принципе основан алгоритм 

быстрого преобразования Фурье (БПФ)?
6. Как формулируются условия сходимос­

ти z-преобразования?
7. Каково число двоичных разрядов, при­

меняемых обычно в ЦФ для представления 
чисел?

8. Перечислите свойства импульсной ха­
рактеристики стационарного линейного ЦФ. 
Какому условию должна удовлетворять

Задачи
1. Аналоговый сигнал х(г) имеет вид 

прямоугольного видеоимпульса с длитель­
ностью ти — 2 мс. Данному колебанию со­

поставлена модулированная импульсная по­
следовательность (сигнал вида АИМ), состоя­
щая из 10 равноотстоящих видеоимпульсов 
длительностью 5 мкс каждый. Найдите 
спектральную плотность данной последо­

вательности.
2. Дискретный сигнал иа интервале своей 

периодичности задан четырьмя равноотстоя­
щими отсчетами: {х*} “(1» 0,-1, 0). Вычис­
лите коэффициенты ДПФ этого сигнала, 

импульсная характеристика физически реали­

зуемого ЦФ?
9. Почему представление гармонических 

аналоговых сигналов с помощью последо­
вательности равноотстоящих отсчетов яв­
ляется неоднозначным?

10. Как определяется понятие системной 
функции цифрового фильтра?

11. В чем состоят характерные отличия 
системных функций трансверсальных н ре­

курсивных ЦФ?
12. Почему трансверсальные ЦФ являют­

ся устойчивыми системами?
13. Чем принципиально отличаются им­

пульсные характеристики трансверсальных и 
рекурсивных фильтров?

14. В чем состоят достоинства ЦФ, 
реализованных по каноническим схемам?

15. На чем основан синтез ЦФ по 

методу инвариантных импульсных характе­
ристик?

16. Почему невозможно создать ЦФ, 

частотная характеристика которого в точнос­
ти повторяла бы частотную характеристику 
аналогового фильтра-прототипа?

17. Как влияет вид импульсной характе­

ристики ЦФ на дисперсию выходного шума 
квантования?

3. Найдите формулу, описывающую ана­

логовый сигнал х(1), восстановленный по 
коэффициентам ДПФ в соответствии с дан­

ными задачи 2.
4. Дискретный периодический сигнал 

имеет следующие коэффициенты ДПФ: 

Со = 0.5, Ci = 1.5. Коэффициенты с более 
высокими номерами образуют бесконечную 
периодическую последовательность. Найди­
те отсчетные значения сигнала, взятые в 
пределах интервала периодичности.

5. Цифровой сигнал {х*} задан четырьмя 

отсчетами:



414 Глава IS. Дискретные сигналы. Принципы цифровой фильтрации

Найдите z-преобразование этого сигнала.
6. Вычислите z-преобразование, отвечаю­

щее аналоговому сигналу x(t) = at (t>0), 
где а — постоянная величина.

7. Пусть z-преобразование дискретного 
сигнала {х*} имеет вид X(z) = (z2+2z+l)/z. 

Найдите отсчетные значения этого сигнала.

8. Импульсная характеристика ЦФ задана 
тремя ненулевыми отсчетами: {Л*} = 

= (1, 0.5, 0.25). Вычислите системную функ­

цию н частотную характеристику данного ЦФ.

9. Изобразите структурную схему ЦФ, ра­
ботающего в соответствии с алгоритмом 

yt = 1.75xj — 0.55х, _ j + 075х, _ 2.

Вычислите системную функцию и частотный 
коэффициент передачи.

10. Рекурсивный ЦФ работает в соответ­
ствии с алгоритмом

^=x,+a5yj_,-0.75я_2.

Исследуйте устойчивость данного ЦФ.

11. Вычислите н постройте импульсные 
характеристики цифровых фильтров, описы-

Более сложные задания

16. Рассмотрите возможность представ­
ления периодического дискретного сигнала 
с помощью преобразования Фурье — Уолша, 
в котором, в отличие от обычного ДПФ, 

базисные функции вида ехр(—j2nnk/N) заме­
нены функциями Уолша.

17. Предложите способ цифровой фильт­

рации, основанный на прямом использо­
вании алгоритмов ДПФ и ОДПФ.

18. Запишите на ФОРТРАНе фрагмент 
программы, реализующей алгоритм рекур­
сивной цифровой фильтрации.

19. Применив метод инвариантных им­
пульсных характеристик, синтезируйте ЦФ,

ваемых разностными уравнениями:

а) Л = 25Х|-0.8и_„
б) л-Х5* + 0.8л-1.

12. Используя метод инвариантных им­
пульсных характеристик, синтезируйте транс­
версальный ЦФ, подобный интегрирующей 
КС-цепи. Импульсную характеристику фильт­

ра представьте четырьмя равноотстоящими 
отсчетами. Вычислите АЧХ синтезированного 
фильтра, положив ДДКС) — 0.5.

13. Используя метод инвариантных час­
тотных характеристик, синтезируйте ЦФ, 

амплитудно-частотная характеристика кото­
рого подобна АЧХ аналогового ФНЧ 

Чебышева 2-го порядка с параметрами: 
соса = 2-1О3 с-1, е = 0.8. Частота дискре­
тизации Од = 1.5-104 с-’.

14. Аналоговый сигнал на входе АЦП 
цифрового фильтра имеет максимальную 

амплитуду Ummx = 50 В. Для представления 
отсчетов использованы восьмиразрядные 
двоичные числа. Вычислите дисперсию шума 
квантования на выходе АЦП.

15. На входе рекурсивного ЦФ с алго­
ритмом yl«O.45xi+O.95yJ_1 действует шум 
квантования, шаг которого = 0.5 мВ. 
Определите дисперсию шума квантования на 
выходе фильтра.

соответствующий аналоговому колебательно­

му контуру с потерями, импульсная харак­
теристика которого имеет вид b(t) = 

= ехр(—at) cosco0t.
20. В математике последовательностью 

Фибоначчи называют совокупность чисел 
{х4}, связанных соотношением х,- = х(_х + 

+ х,-_2. Найдите первые 10 чисел Фибоначчи, 
положив х0 = 0, хх = 1. Предложите анали­
тический способ нахождения этих чисел с 
любым номером. Свяжите данную задачу с 
проблемой устойчивости рекурсивных ЦФ. 
Убедитесь, что члены последовательности 
Фнбоначчн нарастают экспоненциально.



Глава 16
Некоторые вопросы теории 
помехоустойчивости 
радиоприема

Борьба с шумами и помехами является основной 
задачей во многих областях радиотехники. Обеспечить 
высокую помехоустойчивость систем передачи информации ■ 
можно разными путями. Например, создают такие устройст­
ва для обработки, которые некоторым иаилучшим образом 
выделяют сигнал, искаженный присутствием помехи. Другой 
путь заключается в совершенствовании структуры переда­
ваемых сигналов, использовании помехоустойчивых способов 
кодирования и модуляции. Примерами таких помехо­
устойчивых сигналов служат коды Баркера и сигналы 
с линейной частотной модуляцией, изученные в гл. 3, 4.

16.1. Выделение полезного сигнала 
с помощью линейного частотного фильтра

Чтобы выделить полезный сигнал, искаженный наличием 
шума, можно прибегнуть к частотной фильтрации. Пусть 
частотный коэффициент передачи К (jo) линейного стацио­
нарного фильтра выбран так, что значения величины 
| К (jo) | велики в области частот, где сконцентрирована 
основная доля энергии сигнала, и малы там, где велика 
спектральная плотность мощности шума. Следует ожидать^ 
что, подав на вход такого фильтра сумму сигнала и 
шума, на выходе можно получить знметное увеличение 
относительной доли полезного сигнала.

Отношение снгнал/шум. Придадим данному положению 
количественную формулировку. Пусть на входе линейного 
фильтра присутствует входной сигнал

“.х(0 = S«x(t) + (16.1)

являющийся суммой полезного сигнала s8X(f) и шума 
nBX(t). Здесь и в дальнейшем предполагается, что оба эти 
сигнала являются узкополосными с одинаковыми централь­
ными частотами соо. Считается, что сигналы sM и ивх 
некоррелированы в том смысле, что среднее значение 
произведения

т
= Hm^yJs.,(f)n„(f)dl = O. (16.2)

О

Будем также предполагать стационарность этих сигна­
лов на неограниченно протяженном интервале времени.

Интенсивность колебаний на входе фильтра можно харак­
теризовать величиной среднего квадрата (средней мощности) 
входного сигнала, которая в силу равенства (16.2) есть сумма

Используетсп 
свойство эргодич­
ности сигналов
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средних квадратов полезного сигнала и шума:

<«2„> = <s2„> + <"L> = <sL> + О2„„ (16.3)

ф где ст2вх — дисперсия входного шума.
отношение сигнал/ описания относительного уровня сигнала принято
шум вводить так называемое отношение сигнал/шум на входе

фильтра по формуле

еВх=<4х>м2ЙВ1, | (IM

или в логарифмических единицах (дБ)
«вх = 101£«52м>/о2Ивх). ' (16.5)

Отметим; что безразмерное число QM характеризует 
уровень сигнала по отношению к уровню шума весьма 
приближенно и неполно. Пользоваться этим отношением 
целесообразно лишь тогда, когда заранее известно, что 
реализации сигнала и шума в каком-нибудь содержатель­
ном смысле «схожи» между собой. Так, входной шум 
обычно хорошо описывается моделью нормального узко­
полосного случайного процесса. Отдельные реализации дан­
ного шума представляют собой квазигармонические коле­
бания. Естественно, что в этом случае можно пользоваться 
формулой (16.4) для оценки уровня полезных модулиро­
ванных сигналов вида AM или ЧМ.

Пример 16.1. На входе фильтра присутствует однотоналъный 
AM-сигнал sM(t) = U«Д! + Мcos£lf)cosco0t и гауссов шум nax(t), 
односторонний спектр мощности которого

Fo, Wo — 2Q < со < соо + 20,

О при прочих значениях со.

Найти отношение сигнал/шум на входе фильтра.
Среднюю мощность сигнала получим, усредняя его квадрат по 

времени: Т

<s2x> = lim — I U%c(l + Mcosflt)2cos2co0tdt=’/г^тс(1+Л/2/2)- 

T-oo Г J

Здесь первое слагаемое соответствует средней мощности не­
сущего колебания, которое не содержит информации о пере­
даваемом сообщении. Поэтому при расчетах помехоустойчивости 

принято опускать эту составляющую н считать, что

<4.> - V^/4.
Дисперсия шума на входе фильтра

«7мвх = J Гв(со)dco = 4ГоЯ.

о

Отношение сигиал/шум

Свх = l/^/deFoQ)

оказывается прямо пропорциональным квадрату коэффициента мо­
дуляции и обратно пропорциональным частоте модуляции.
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Отношение сигнал/шум на выходе фильтра. Линейный 
фильтр подчиняется принципу суперпозиции. Сигнал и шум 
обрабатываются таким фильтром независимо н создают на 
выходе сигнал uBbIX(t) = sBbn(t) + ПвЫХ(0 со средним квадратом

<и2.шУ = <.s2my + а5,ых. UL ■J-y-s (16.6)

Это дает возможность ввести отношение сигнал/шум на 
выходе фильтра:

| е.ы, = | и6-7)

или

д,ых = 101g«sL.>/^BuX). (16.8) ф

Будем называть выигрышем фильтра по отношению выигрыш фильтра 
сигнал/шум величину

1° е.ь.»/е.д~| (16.9)

которая также может быть выражена в децибелах:
Шф = «.ых - «,х- (16.10) 5*~ ’

Ясно, что если > 1, т. е. тф > 0, то фильтрация суммы '
сигнала и шума приводит к благоприятному результату 
в смысле принятого нами критерия — повышению относи­
тельного уровня полезного сигнала н^ выходе.

Ответ на вопрос о том, какое отношение сигнал/шум’ 
следует считать достаточным для нормального функциони­
рования радиосистемы, целиком зависит от назначения этой 
системы и всей совокупности предъявляемых технических 
требований.

Средняя мощность узкополосного сигнала. Понятие средней 
мощности целесообразно вводить только по отношению к 
узкополосным сигналам, неограниченно протяженным во вре­
мени. Удобной и достаточно общей математической мо­
делью такого сигнала является сумма

«„(») = S A COS (<В,(+ <₽,), (16.11)
fc=0 

в которой амплитуды Ak и фазы <р* произвольны, а все 
частоты со* сосредоточены в узкой полосе вокруг опорной 
частоты соо. Мгновенная мощность такого сигнала

sm(0= Е £ 43|С08(ш*1 + <p*)cos (cojf + <рД
ь»о1=0

Среднюю мощность полезного сигнала можно получить, 
проведя усреднение по времени:

<4х>

т
J cos(co*t + ср*) + q>,) dt. ■

4=01=0 р



418 Глава 16. Вопросы теории помехоустойчивости

Из выражения 
(16.12) должен 
быть исключен 
член, соответст- 
вуюншй иемодули- 
ровашому несуще­
му колебанию (ес­
ли среди частот 
од присутствует не­
сущая частота)

Очевидно, что вклад в сумму дадут только слагаемые 
с совпадающими индексами, когда к =■!. Отсюда следует, что

<sl>= £Л2/2.
* = 0

(16.12)

Влияние частотного коэффициенте переда"» фильтра на 
отношение сигнал/щум. Если сигнал вида (16.11) проходит 
через линейный фильтр с частотным коэффициентом переда­
чи К (/со), то средняя мощность сигнала на выходе 

<sL,>=‘^ilK0co»)l2.

k = 0

Дисперсия выходного шума 

с^вых = f Рп (ю) I (М) I2 dto.
о

Отсюда находим выражение для отношения сигнал/шум 
на выходе фильтра:

4- f лг|к(«12
2 ______________

J F„ (со) | К 0<й) р da
(16.13)

Данная формула содержит полное решение поставленной 
задачи и позволяет в принципе, зная спектры сигнала и 
шума, так подобрать АЧХ фильтра, чтобы получить ощути­
мый выигрыш. Следует, однако, иметь в виду, что полезный 
сигнал, как правило, сам претерпевает некоторые, порой зна­
чительные искажения.

Пример 16.2. Полезный сигнал представляет собой двухтональ­
ное AM-колебание sM(t) = 1^(1 + cos£l:t + М2 cos£12t)cosco0t с 
параметрами: U„c = 5 мкВ, = 0.8, М2 = 0.5, £1, = 104 с-1, £12 = 

«2-104 с'1, со0 = 107 с"1. Шум n(t) имеет спектр мощности с 
постоянной плотностью Гя0 = 3.33-10-17 В2-с в полосе частот 
(со0 — 1.5£12» юо + 1.5П2) и с нулевой плотностью на остальных час­
тотах. Смесь сигнала и шума пропускается через идеальный поло­
совой фильтр, имеющий центральную частоту со0 и коэффициент 
усиления | К (/со) | = 0.3 в полосе частот (со0 — l.int, со0 + 1.Ш(). 
Определить выигрыш Мф данного фильтра.

Входной сигнал имеет спектральные составляющие с амплиту­

дами U^MJl соответственно на частотах со0 ± £1], со0 ± £12.
По формуле (16.11) находим, что <sBX> = U„e (Mj + М%)/4 = 
= 5.56-Ю"’2 В2.

Дисперсия шума на входе
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Таким образом,

Qn = 5.56 • 10" ,2/2 • 10"12 = 2.78 или qn = 4.44 дБ.

В полосе пропускания фильтра оказывается только одна пара 

боковых частот, так что

<^ьи> = IК \2U2cMl/4 = 3.6 ■ ю- ” В2.

Дисперсия шума иа выходе получается существенно меньше, чем 

на входе:

<^вых = | К |2Гл0 • 2.20, = 6.59 • 10“14 В2.

Отсюда

Свых = 5.46 или tfBbn = 7.37 дБ-

Применительно к рассматриваемым сигналу и шуму выигрыш 
фильтра

Л/ф = 5.46/2.78 = 1.96 или тф л 3 дБ.

16.2. Оптимальная линейная фильтрация сигналов 
известной формы

Частотно-избирательную систему, выполняющую обра­
ботку суммы сигнала и шума некоторым наилучшим обра­
зом, называют оптимальным линейным фильтром.

Проблема оптимальной обработки суммы известного по 
форме сигнала и шума возникает, например, в радиолокации. 
Здесь принятый полезный сигнал Snp(t) есть точная масштаб­
ная копия переданного сигнала snep (О, т- е-

snp(0 = ^Snepft “ *0» (16.14)

причем постоянное число Л « 1.
Амплитуда принятого сигнала может оказаться весьма ма­

лой и сопоставимой с эффективным напряжением шума, 
действующего на входе приемника.

Приемное устройство радиолокатора выполняет следую­
щие операции:

а) обнаруживает сигнал, т. е. устанавливает сам факт при­
сутствия отраженного сигнала в принятом колебании;

б) измеряет время задержки т, пропорциональное рас­
стоянию до цели.

При работе радиолокационной системы не требуется 
сохранять форму полезного сигнала. Более того, в процессе 
обработки желательно трансформировать полезный сигнал 
таким образом, чтобы подача его на вход фильтра приводила 
в некоторый момент времени к значительному «всплеску» 
мгновенных значений выходного колебания. Шумовой сигнал, 
будучи, как правило, гауссовым, характеризуется малой вероят­
ностью больших выбросов. Поэтому если выходной сигнал 
в некоторые моменты времени существенно превосходит 
эффективное напряжение шума, то это с большой ве­
роятностью свидетельствует о присутствии полезного сигнала 
на входе приемника.

о

«Всплеск» полезно­
го сигнала над 
уровнем шума

роль предположе­
ния о гауссовом 
характере шума
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Согласованный линейный фильтр. Пусть системой, осу­
ществляющей обработку суммы сигнала и шума, является 
стационарный линейный фильтр с импульсной характеристи­
кой h(t). Детерминированный полезный сигнал sM(t) создает 
на выходе фильтра отклик

S.b.xW= f 5„(Т)Л((-Т)6Т.

согласованный 
фильтр

Зафиксируем некоторый, пока произвольный момент вре­
мени to и постараемся так выбрать функцию h(t), чтобы 
величина |s8bn(fo)l достигала максимально возможного зна­
чения. Если такая функция действительно существует, то 
отвечающий ей линейный фильтр называют фильтром, согла­
сованным с заданным входным сигналом или согласованным 
фильтром.

Итак, пусть

s.ux(»o)= f 5,х(т)Л(1о-т)<Ь (16.15)

— отклик на выходе фильтра, подлежащий максимизации по 
модулю. На основании неравенства Коши — Буняковского

I 1 S.xW*((0-T)<ft|<

<[ f sixWdt f Л^Го-т)*]1'2. (16.16)

Знак равенства имеет место тогда, когда сомножители 
в подынтегральном выражении пропорциональны друг другу: 

h(t0-t) = ksn(r), (16.17)

где к — произвольный коэффициент.
Выполнив формальную замену переменной t = t0 — т, 

отсюда получаем

I ftCom(t) = fcsBX(t0-t). I (16.18)

Таким, образом, импульсная характеристика согласованно­
го фильтра представляет собой масштабную копию входного 
сигнала, которая, однако, располагается в зеркальном порядке 
вдоль осн времени [об этоЬ говорит отрицательный знак 
при t в формуле (16.18)]. Помимо этого импульсная характе­
ристика согласованного фильтра смещена относительно сиг­
нала sBX(—t) на отрезок to-

Рис. 16.1 иллюстрирует принцип построения функции 
Ьсмл(0 применительно к некоторому импульсному сигналу 
sBX (t) длительностью ти, возникающему при t = 0.

Анализируя построение, приведенное на рис. 16.1, можно 
сформулировать необходимое (но не достаточное) условие
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Рис. 16.1. Построение импульсной характеристики согласованного 
фильтра

физической реализуемости согласованного фильтра: промежу­
ток времени 1$ между началом импульса на входе и момен­
том возникновения максимальной выходной реакции должен 
быть не меньше длительности выделяемого импульса. В про­
тивном случае импульсная характеристика системы была бы 
отличной от нуля при t < 0, т. е. до момента поступления 
дельта-импульса на вход фильтра.

Смысл этого условия таков: для создания максимально 
возможного мгновенного значения сигнала на выходе согла­
сованный фильтр должен предварительно провести обработку 
всего входного сигнала.

Согласованньй фильтр как коррелятор. Пусть ип (t) — не­
который входной сигнал, в общем случае не совпадающий 
с сигналом по отношению к которому рассматри­
ваемый линейный фильтр является согласованным. Отклик 
фильтра на данное входное воздействие

«выя (0 = f «вх (Т) ^согл (t — г) dx =

= f «Bx(t)SBx[tO“(t-T)]dT =

= к f «bx(t)sm[t — (t — t6)]dr. (16.19)

Легко заметить, что последний интеграл представляет 
собой взаимокорреляционную функцию сигналов ип (t) и 
sBX (t) (см. гл. 3), т. е.

uBMx(t) = ^(f-fo). (16.20)

условие физиче­
ской реализуемос­
ти согласованного 
фильтра

В момент времени t0 мгновенное значение выходного 
сигнала с точностью до коэффициента пропорциональности 
оказывается равным скалярному произведению обоих сиг­
налов:

«ди>(»о) = Л J u„(T)s„(T)dt. (16.21)
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Рис. 16.2. Построение сигнала на выходе фильтра, согласованного 
с прямоугольным видеоимпульсом:
а —сигнал на входе; б —его автокорреляционная функция; в —сигнал на 
выходе для случая, когда максимум выходного колебания достигается 
в мойетгг окончания импульса на входе

Следует обратить 
вшмаше на то, что 
при согласованной 
фильтрации формы 
сигналов на входе 
п на выходе могут 
сильно различать­
ся

Предположим теперь, что ывх (t) = sBX (t), т. е. на входе 
фильтра присутствует сигнал, по отношению к которому 
этот фильтр согласован. Йз формулы (16.20) следует, что 
в этом случае
|^ba(t) = kB,(f-to), | (16.22)

т. е. выходной сигнал пропорционален автокорреляционной 
функции входного сигнала, сдвинутой во времени на отрезок 
to- В качестве примера на рис. 16.2 изображено построение 
сигнала на выходе конкретного согласованного фильтра.

Частотный коэффициент переда"» согласованного фильтра. 
Поскольку импульсная характеристика и частотный коэф­
фициент передачи линейной стационарной системы связаны 
между собой преобразованием Фурье, на основании формулы 
(16.18)

Ксогл(/со) = /с f s^to-Oe'-^dt. (16.23)

Введя новую переменную интегрирования £ = t0 — t, отсю­
да получаем

«соп, Ош) = -ке~**> f ф е** =

(1624)

Последнюю формулу можно записать следующим обра­
зом:_______________________

| (16.25)

Итак, частотный коэффициент передачи согласованного 
фильтра выражается через спектральную плотность полезного 
сигнала, для выделения которого этот фильтр предназначен. 
Множитель пропорциональности к в формуле (16.25) опреде­
ляет уровень усиления, , вносимого, фильтром. Значение мо- 
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мбнта времени t0 входит лишь в выражение фазовой ха­
рактеристики фильтра. При этом сомножитель ехр(—jci)t0) 
описывает смещение выходного отклика фильтра по оси 
времени на величину t0.

Физическая интерпретация частотного коэффщнеята пере­
дачи согласованного фильтра. Фильтр, выделяющий известный 
сигнал из смеси с шумом, должен с малым ослаблением 
пропускать гармонические колебания, частоты которых отве­
чают лишь тем участкам спектра, где спектральная плот­
ность полезного сигнала отлична от нуля. Прн этом, естест­
венно, модуль частотного коэффициента передачи должен 
быть пропорционален модулю спектральной плотности сиг­
нала, т. е. тому вкладу в выходной сигнал, который вносится 
каждым малым участком на оси частот. Если спектр 
полезного сигнала имеет дискретную структуру (например, 
сигнал является периодическим), то данный принцип приводит 
к фильтрам с гребенчатой формой АЧХ, широко приме­
няемым в радиотехнике.

Согласованный фильтр действует подобно гребенчатому 
фильтру. Однако здесь удается добиться еще большей эф­
фективности обнаружения сигнала путем использования 
свойств фазового спектра. Действительно, сигнал на выходе 
согласованного фильтра [см. формулу (16.22)] достигает 
максимума

= кЕ, = [ | S„ (со) |2 dco (16.26) 

Хях

■

IKI

а>

(£, — энергия выделяемого сигнала) в момент времени to, 
когда все элементарные составляющие спектра входного 
колебания складываются на выходе когерентно, имея один 
и те же фазовые сдвиги.

Такйм образом, эффект согласованной фильтрации связан 
с коррекцией фазовых сдвигов между отдельными спект­
ральными составляющими выделяемого сигнала.

Прохождение суммы сигнала ■ щума через согласованный 
фильтр. Рассмотрим случай, когда на входе фильтра, согла­
сованного с некоторым известным сигналом sBX(t), присут­
ствует сумма этого сигнала и стационарного белого гауссова 
шума n(t), характеризуемого двусторонней плотностью спек­
тра мощности Ио. Согласованный фильтр, будучи линейной 
стационарной системой, обрабатывает сигнал и шум незави­
симо друг от друга.

Условимся характеризовать эффективность действия филь­
тра отношением сигнал/шум на выходе

Qbux “ ®вых (^о)/СГпвых (16.27)

равным отношению пикового значения мощности полезного 
сигнала в момент максимального отклика к средней мощ­
ности выходного шума. Числитель этой дроби определяется
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выражением (16.26). Дисперсия шума на выходе фильтра

= I |Ke«r»0<o)l2d<o (16.28) 

на основании (16.25) не зависит от формы частотного коэф* 
фициеита передачи фильтра, а определяется спектром мощ­
ности входного шума 1% н энергией сигнала на входе Es:

Стивых = j SBx И S*x (<о) dco =

Если белый шум 
задан односторон­
ним спектром мощ­
ности с плотнос­
тью^ (В2/Гц), то, 
как легко видеть, 
Свых = 2-EjINq.
Эта формула часто 
встречается в лите­
ратуре

(t)dt (16.29)

С учетом выражений (16.26) и (16.29) приходим к выводу, 
что отношение сигнал/шум на выходе согласованного фильтра 

I Q^ = EJW0. I ' (16.30)
I------------------------- 1 »

Поскольку числитель в формуле (16.27) представляет собой 
предельно достижимый отклик, ясно, что согласованная 
фильтрация обеспечивает максимально возможное отношение 
сигнал/шум на выходе системы.

По этой причине согласованный фильтр является опти­
мальным фильтром, выделяющим известный сигнал из смеси 
с белым гауссовым шумом при максимально возможном 
отношении сигнал/шум.

Пример 16.3. Полезный сигнал представляет собой прямоуголь­
ный радиоимпульс с некоторой амплитудой Uo и длительностью 
ти = 10 мкс. Белый шум на входе фильтра характеризуется спект­
ральной плотностью мощности Wo = 3-lO“ie В2-с. Определить 
минимальное значение Uq, при котором возможно надежное обна­
ружение этого сигнала, если приемник уверенно индицирует при­
сутствие сигнала при отношении сигнал/шум 2 дБ.

Требуемую величину QBMX найдем из условия 101gQBUX —2, 

откуда Овыц — 1.58. Так как энергия прямоугольного радиоимпульса 
Es = Ъ’оТц/2, то

L'omin = ^/злбИУти а 1 мкВ.

▲ Замечательная особенность согласованного фильтра со-
решите задачу 2 стоит в том, что возможность обнаружения сигнала ока­

зывается зависящей от его энергии, а не от формы. 
В частности, всегда можно добиться надежного обнаружения 
сигнала малой амплитуды, если соответствующим образом 
увеличивать длительность импульса. Однако при этом, 
естественно, будет снижаться скорость.передачи информации 
по радиоканалу.
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16.3. Реализация согласованных фильтров

Полученные ранее выражения, определяющие частотную 
и импульсную характеристики согласованного фильтра, дают 
возможность найтн физическую структуру устройства для 
оптимальной фильтрации сигнала известной формы. Ниже на 
конкретных примерах будут показаны некоторые приемы 
такого синтеза.

Согласованный фильтр для прямоугольного видеоимпульса. 
Рассмотрим импульсный сигнал sBX (t), представляющий собой 
видеоимпульс прямоугольной формы с известной длитель­
ностью ти и произвольной амплитудой Uo. Чтобы найтн 
структуру фильтра, согласованного с таким сигналом, исполь­
зуем спектральный метод. Прежде всего вычислим спект­
ральную плотность полезного сигнала:

SBX(to)= j sBX(0e-^df =

= По Je *°'d( = - е->“«н). (16.31)

о

Отсюда на основании выражения (16.25) находим час­
тотный коэффициент передачи согласованного фильтра, поло­
жив для конкретности t0 = тя, т. е. что отклик фильтра мак­
симален в момент окончания импульса:

Ксо„, О’ш) = к --Г" е >“и = — (1 - е->“"). (16.32)
-;<о ja

Полученный результат позволяет синтезировать согласо­
ванный фильтр. Действительно, в соответствии с выраже­
нием (16.32) такой фильтр должен представлять собой кас­
кадное соединение трех линейных звеньев: а) масштабного 
усилителя с коэффициентом усиления к; б) идеального 
интегратора; в) устройства с коэффициентом передачи 
К'(/со) = 1 — ехр(—Последнее устройство реализуется 
с помощью звена задержки сигнала на время тя,. инвертора, 
изменяющего знак сигнала, и сумматора. Структурная схема 
фильтра изображена на рис. 16.3.

Вход

Рис. 16,3. Структурная схема согласованного фильтра для прямо­
угольного видеоимпульса

Здесь частотный 
коэффициент пере­
дачи не является 
дробно-рациональ­
ной функцией и 
поэтому соответст­
вующий фильтр не 
может быть цепью 
с сосредоточенны­
ми параметрами
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Согласованньй фильтр для пачки одинаковых видеоим­
пульсов. В радиолокации часто, стремясь увеличить энергию 
полезного сигнала, обрабатывают импульсы отдельными 
пачками. Предположим, что на выходе амплитудного детек­
тора приемника имеется пачка из N одинаковых видеоимпуль­
сов длительностью ти каждый; интервал между импульсами 
равен Т. Если So (со) — спектральная плотность отдельного 
импульса, то спектральная плотность пачки импульсов

Sn (со) = So (со) [1 + + е~^°т +■+ . (16.33)

1 2 N

О Т

Синтезируя структуру согласованного фильтра для пачки 
импульсов, потребуем, чтобы максимальный отклик возникал 
в момент окончания последнего импульса пачки, откуда 
t0 = (N — 1) Т+ ти. Применив формулу (16.25), находим частот­
ный коэффициент передачи согласованного фильтра:

Keen, (/со) = kSg (со) е-^и х

х [1 + е^7 + е^2®1" Ч------- F ,)<o7J e_>(N_ “т =

= Косогл (/to) [1 + е~&т + e-J2®7 + • - - + e-J**- 1>te7],

(16.34) 

где К0согл (/со) — коэффициент передачи согласованного фильт­
ра для одиночного видеоимпульса.

Рис. 16.4. Структурная схема согласованного фильтра для пачки 
видеоимпульсов

Применение слож­
ных сигналов вида 
пачек импульсов, 
естественно, сни­
жает темп выдачи 
данных г*> сравне­
нию с использо­
ванием одиночных 
импульсов

Формула (16.34) непосредственно определяет структурную 
схему согласованного фильтра, изображенную на рис. 16.4.

На входе размещен согласованный фильтр для одиноч­
ного видеоимпульса. Основой устройства служит многоотвод­
ная линия задержки, обеспечивающая запаздывание сигналов 
на отрезки времени Т, 2Т, ..., (N— 1) Т. Сигналы со всех 
отводов поступают в сумматор. Легко видеть, что макси­
мальный отклик на выходе сумматора будет наблюдаться 
тогда, когда полезные сигналы от всех импульсов пачки 
одновременно окажутся на всех его входах. Эффективность 
работы устройства тем выше, чем длиннее пачка.

Практически выполняемые обнаружители радиолокацион­
ных сигналов содержат также специальный нелинейный 
пороговый элемент, вход которого соединен с выходом 
сумматора согласованного фильтра. Уровень порога несколь­
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ко превышает средиеквадратическое значение шума в отсут­
ствие полезного сигнала. Если всплеск выходного сигнала 
фильтра достигает порогового уровня, то на устройство 
индикации поступает управляющий сигнал, свидетельствую­
щий о наличии импульса, отраженного от цели.

Согласованньй фильтр для прямоугольного радиоимпульса. 
Пусть выделяемый сигнал представляет собой радиоимпульс 
вида

Го, t<o,

1/ОМП(йоГ, О^Г^Ти, (16.35)
to, t > ти.

Синтезируем согласованный фильтр для такого сигнала, 
используя сведения об импульсной характеристике фильтра.

Как было показано, импульсная характеристика согласо­
ванного фильтра йсогл (г) = ksM (to — t). Положим t0 = тн и будем 
считать для простоты длительность импульса кратной пе­
риоду высокочастотного заполнения, так что sinooTH=0. 
Тогда

fo, t<o,

*соглW = Л fcsinoot, (16.36)

to, t > ги,

Рис. 16.5. Структурная схема согласованного фильтра для прямо­

угольного радиоимпульса

’мег»».'*'?*»-.-*;

i Звено
1 задержки

Фазо­
вращатель W .w?

Вход* о iUX
Выход

т. е. импульсная характеристика согласованного фильтра с 
точностью до амплитудного множителя повторяет входной 
сигнал.

Такую импульсную характеристику можно приближенно 
реализовать с помощью системы, структурная схема которой 
приведена на рис. 16.5.

На входе фильтра размещается колебательное звено 
(например, высокодобротный колебательный контур) с им­
пульсной характеристикой

О, г<0, 
bsincoof, t>0,

где b — постоянная величина..

При высокой доб­
ротности колеба­
тельного звена 
можно пренебречь 
экспоненциальным 
спадом амплитуды 
во времеп
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Для того чтобы импульсная характеристика согласованно­
го фильтра равнялась нулю при t > ти, предусмотрены сум­
матор, на один их входов которото сигнал с выхода коле­
бательного звена подается непосредственно, а на другой — 
через звено задержки на ти секунд, н фазовращатель, изме­
няющий фазу сигнала на 180°. При таком включении эле­
ментов начиная с момента времени t = хи ко входам сумма­
тора приложены даа гармонических колебания с одинаковыми 
амплитудами и противоположными фазами, что обращает 
в нуль сигнал на выходе сумматора.

Согласованньй фильтр Дла сигнала Баркера. В гл. 3 под­
черкивалось достоинство сигналов Баркера — высокое зна­
чение главного лепестка автокорреляционной функции и 
предельно низкий уровень боковых лепестке».

Рис. 16.6. Структурная схема согласованного фильтра для сигнала 
Баркера

Возможны сигналы 
Баркера с числом 
нознции М = 2, 3, 
4, 5, 7, 11 и 13

решите задачу 3

На рис. 16.6 изображена структурная схема согласован­
ного фильтра, предназначенного для обнаружения М-Дози- 
ционного сигнала Баркера с фазовым кодированием. Такой 
сигнал имеет вид последовательности отрезков гармонических 
колебаний с фазовыми сдаигами <р(, <pz, ..., <рм, равными О 
или 180° (см. рис. 3.7).

При синтезе исходят из того, что импульсная характе­
ристика согласованного фильтра должна представлять собой 
«зеркальную» копию выделяемого сигнала с обращенным во 
времени порядком следования отдельных позиций.

На входе устройства имеется вспомогательный фильтр 
Ф], согласованный по отношению к одной позиции сложного 
фазоманипулированного сигнала, т. е. к прямоугольному ра­
диоимпульсу. На выходе этого фильтра под воздействием 
входного дельта-импульса возникает радиоимпульс с огибаю­
щей прямоугольной формы. Этот импульс подается на ли­
нию задержки с отводами, представляющую собой обычно 
волновую (распределенную) систему. Задержка во времени 
между отводами равна длительности Т каждой позиции 
сигнала.

Для правильного- функционирования устройства необхо­
димо, чтобы последовательность фазовых сдвигов <рм, <рм_ь ... 
..., Ф1 (см. рис. 16.6) отвечала значениям фаз в отдельных 
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позициях сигнала Баркера при счете от конца сигнала к 
началу.

Прямоугольный радиоимпульс, перемещаясь вдоль линии 
задержки, поочередно возбуждает входы сумматора, на 
выходе которого возникает «зеркальная» копия выделяемого 
сигнала.

Согласованный фильтр для ЛЧМ-импульса. На практике 
обычно требуется не просто обнаружить сигнал, но одно­
временно измерить некоторые из его параметров, например 
положение во времени илн мгновенную частоту. В этом 
случае предпочтение отдают сигналам с резко выраженным 
максимумом автокорреляционной функции.

Среди прочих сигналов, обладающих таким свойством, 
широко используют радиоимпульсы с линейной частотной 
модуляцией (ЛЧМ-импульсы). Теория таких сигналов была 
изложена в гл. 4. Было показано, в частности, что если 
ЛЧМ-импульс вида

Го, t< -т„/2,

SBX (t) = j Co cos (wot + p(2/2), -Th/2 sg t *£ Th/2,

(.0, t > Th/2

характеризуется большой базой (pip »2л), то его спект­
ральная плотность SBX (со) = | SBX (со) | ехр [уФ (со)] в пределах 
полосы частот шириной Дсо = цти имеет (фактически постоян­
ный модуль
|S.x(<o)l = U„]/^(2p)

и аргумент, квадратично зависящий от частоты:

Ф (со) = -(со - соо)2/(2ц). (16.37)

Отсюда вытекает требование к частотной характеристике 
фильтра, согласованного с ЛЧМ-сигналом: для обеспечения 
максимального отклика на выходе в некоторый момент 
времени t0 фильтр должен иметь постоянное значение АЧХ 
в полосе частот (со0 — Дсо/2, соо + Дсо/2) и ФЧХ, описываемую 
формулой

Фк (и) = -ФГо + (ф - Шо)2/(2|1) ■ (16.38)

Первое слагаемое в правой частя выражения (16.38) 
обусловливает запаздывание выходного сигнала как единого 
целого на величину t0, второе, квадратичное слагаемое ком­
пенсирует фазовые сдвиги между отдельными спектральными 
составляющими сигнала и, таким образом, обеспечивает 
условие их когерентного сложения на выходе.

Квадратнчность фазоиой характеристики согласованного 
фильтра для ЛЧМ-сигнала можно вывести из следующих 
качественных соображений. В процессе внутриимпульсной 
модуляции мгновенная частота сигнала изменяется по линей­
ному закону со (t) = <Во + pt иа отрезке времени [—Тц/2, Тн/2]. 
Каждому моменту времени t в пределах длительности 
импульса отвечает свой узкополосный (квазигармонический)

Базой сигнала на­
зывают произведе­
ние его длитель­
ности на ширину 
спектра [см. фор­
мулу (4.50)1

вид фазовой харак­
теристики согласо­
ванного фильтра 
дли ЛЧМ-импуль­
са
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сигнал, который задерживается в фильтре на отрезок вре­
мени, равный групповому времени запаздывания (см. гл. 9):
. _ Йфк 

r>~ d<0
СО-СОр 

Н
(16.39)— to ~ = t0-t.

Для того чтобы найти момент появления отдельных 
спектральных составляющих на выходе, к этому времени 
следует прибавить величину t, т. е. момент появления спект­
ральных составляющих на входе. Отсюда приходим к выводу, 
что все спектральные составляющие ЛЧМ-сигнала появляются 
на выходе фильтра одновременно в момент времени t0.

Полезный сигнал на выходе согласованного фильтра с 
точностью до произвольного амплитудного множителя к 
повторяет по форме автокорреляционную функцию ЛЧМ- 
импульса [см. формулы (4.54) и (16.22)]:

(16.40)

решите задачу 4

коэффициент сжа­
тии импульса

График, отвечающий такому сигналу, был приведен на 
рис. 4.10. Нетрудно видеть, что ширина главного лепестка 
этого сигнала, отсчитываемая по нулевым точкам, твых = 
= 4п/(Д(й) = 4п/(цтй).

Поэтому коэффициент сжатия ЛЧМ-импульса, обеспечи­
ваемый согласованнымфильтром:

ти Ц?и база сигнала
“ твыя “ ~4п ~ 2 (16.41)

В качестве мате­
риала для линий 
задержки обычно 
используют алю­
миниевый сплав

пропорционален базе ЛЧМ-сигнала.
Для аппаратурной реализация рассматриваемых фильтров 

часто используют физическое явление дисперсии упругих 
ультразвуковых волн в твердых телах — зависимость скорости 
распространения волн от частоты. Подбором соответствую­
щего закона дисперсии волн в ультразвуковой линии 
задержки удается получить требуемую фазовую характеристику 
вида (16.38). Эскиз конструкции фильтра и дисперсионная 
характеристика изображены на рис. 16.7, а, б.

Согласованная фильтрация ЛЧМ-импульсов, в отличне от 
оптимальной обработки пачек видеоимпульсов, проводится,

Рис. 16.7. Распределенный фильтр, согласованный с ЛЧМ-сигналом: 

а — схематическое устройство (1 — звукопровод, 2 — пре­
образователи); б — частотная зависимость группового времени запаздывания 
колебаний в звукопроводе
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как правило, на основной несущей или на промежуточной 
частоте приемника, т. е. до амплитудного детектора. Прн 
этом удается избежать нежелательного подавления слабого 
сигнала сильной помехой, которое неизбежно возникает при 
нелинейном преобразования суммы сигнала н шума.

Квазиопгимальные фильтры. В ряде случаев можно достичь 
удовлетворительных результатов, применив фильтры более 
простой конструкции по сравнению с оптимальными фильт­
рами. Подобные устройства принято называть квазиоптималъ- 
ными фильтрами.

Рассмотрим КС-четырехполюсник интегрирующего типа, 
на входе которого одновременно действуют белый шум со 
спектральной плотностью мощности Wo и прямоугольный 
видеоимпульс, имеющий амплитуду 1/0 и длительность т„.

Полезный сигнал на выходе максимален в момент окон­
чания импульса:

= и0 [1 ■- .

нреимущество до- 
детекторной обра­
ботки сигналов

В то же время дисперсия шума на выходе КС-цепи, 
возбуждаемой со стороны входа белым шумом, описывается 
выражением (см. гл. 10) п2ых = Wq/(2RC).

Отсюда максимальное значение отношения сигнал/шум 
на выходе КС-цепи

ыхшах
Ug [1 - е-^я<^2

WRC)
(16.42)

Приняв во внимание, что энергия рассматриваемого видео­
импульса Еа = 17оТи, запишем равенство (16.42) в виде

Eg [1 -
Свыхт» - Ти/(2ЯС) (16.43)

Первый сомножитель в правой части этого выражения 
задает отношение сигнал/шум, реализуемое согласованным 
фильтром. Второй сомножитель оценивает проигрыш в отно­
шении сигнал/шум КС-фильтра по сравнению с согласо­
ванным фильтром.

Введя безразмерный параметр х = Тц/(КС), рассмотрим 
функцию, отображающую этот сомножитель:

Теорию квазиопти- 
мальной фильтра­
ции радиосигналов 
разработал чл.- 
корр. АН СССР 
Владимир Ивано­
вич Снфоров

Соответствующий график приведен на рис. 16.8.
Из графика видно, что при х = 1.25 значение величины 

к(х) достигает максимума, равного 0.814.
Таким образом, выбирая подходящее значение постоянной 

временя КС-цепи, получаем простой квазиоптимальный 
фильтр с отношением сигнал/шум, лишь на 20% меньшим, 
чем в согласованном фильтре (проигрыш около 0.9 дБ).

Заметим, что квазиопгимальные фильтры с приемлемыми 
характеристиками удается реализовать только для простых 
сигналов, базы которых невелики. В частности, для квазиоп- 
тимальиого выделения прямоугольного радиоимпульса дли-

Основное требова­
ние к квазиопти- 
мальному фильт­
ру — пропускать 
без ослабления ко­
лебания из области 
частот, где сосре­
доточена основная 
доля энергии сиг­
нала
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Рис. 16.8. Ухудшение отношения сигнал/шум для КС-фильтра по 
сравнению с согласованным фильтром

1
1
1

1

1 L25 

J

тельностью гн можно применить полосовой фильтр с 
гауссовой частотной характеристикой, настроенный на несу­
щую частоту. Полосу пропускания такого фильтра следует 
выбирать из соотношения
| П,,.;о7^О.72Л„Г1 (16.44)

Можно показать, что проигрыш в отношении сигнал/шум 
по сравнению с оптимальным фильтром составит около 
1 дБ.

16.4. Оптимальная фильтрация случайных 
сигналов

На практике точная форма полезного сигнала часто зара­
нее неизвестна. Поэтому реальный сигнал, поступающий 
в радиоканал от микрофона, передающей телевизионной 
камеры и т. д., можно в некотором приближении рассмат­
ривать как типичную реализацию из стационарного эргоди­
ческого ансамбля. Если плотность вероятности такого слу­
чайного процесса известна (чаще всего ее считают гауссовой), 
то единственная информация о всей совокупности возможных 
сигналов заключена в спектре мощности или в функции 
корреляции.

В радиоканале, помимо случайных полезных сигналов, 
присутствуют помехи. Как правило, спектры мощности полез­
ных сигналов и помех в той или ниой *степени различаются 
прежде всего своим расположением на частотной оси. Это 
позволяет найти стационарный линейный фильтр, который 
выделяет случайный полезный сигнал некоторым наилучшим 
образом.

Постановка задачи и критерий оптимальности. Предполо­
жим, что на вход фильтра с частотным коэффициентом 
передачи К (До) одновременно поданы даа гауссовых случай­
ных сигнала. Реализации этих сигналов обозначим символами 
u(t) и v(t). Пусть u (t) — полезный сигнал, в то время как 
v (t) — помеха. Эти сигналы являются реализациями стацио-
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нарных случайных процессов U (t) и V(t) соответственно. 
Допустим далее, что данные случайные процессы взаимно 
некоррелированы и заданы своими спектрами мощности 

(со), И; (со).
Реализация у (г) выходного сигнала фильтра не является 

точной копией Полезного сигнала и (г), а отличается от 
него на величину случайного сигнала ошибки

e(t) = u(t)-y(t). (16.45)

Будем называть оптимальным фильтр, частотный коэффи­
циент передачи которого выбран таким образом, что диспер­
сия сигнала ошибки оказывается минимальной.

Связь дисперсии сигнала оишбкя со спектрами мощности. 
Если We (со) — спектр мощности сигнала ошибки, то дисперсия 
этого сигнала

ИН<о)<1й). (16.46)

Говорят, что по­
добный фильтр 
обеспечивает мини­
мум среднеквадра­
тической ошибки 
воспроизведения 
сигнала

Свяжем функцию И4(со) со спектрами W„ (со) и И£(со). 
Для этого рассмотрим структурную схему воображаемого 
устройства, позволяющего получать на выходе реализации 
сигнала ошибки e(t) (рис. 16.9).

Поскольку, по условию, случайные процессы V(t) и V(t) 
некоррелированы, мощности случайных сигналов, поступаю­
щих на выход по каждому из двух возможных каналов, 
складываются, откуда

We (со) = | К (до) I2 Wv (со) + 11 - К (до) I2 Wu (со). (16.47)

Представим частотный коэффициент передачи фильтра в 
показательной форме:

К (до) = I К(/®)| е’ФкИ

и рассмотрим выражение 11 — К (до) |2, стоящее в правой 
части формулы (16.47). Очевидно, что

11 - К (/со) |2 = 1К (до) |2 - 21К (j(o) | cos <рк (со) + 1.

Эта величина минимальна при (о) ~ 0. Таким образом, 
оптимальный фильтр должен вносить нулевой фазовый сдвиг

Рис. 16.9. Принцип получения сигнала ошибки
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усдрвие, налагае­
мое па фазовую 
характеристику 
оптимального 
фильтра

на всех частотах. Приняв это во внимание, получим формулу, 
определяющую дисперсию сигнала ошибки: 

°.2 = 2^- j [(Iк 0“)1 - I)2 Ж (И) +1К 0<о) |2 W. (<о)] dra. (16.48)

Минимизация дисперсии опжбки. Выполнив простые тожде­
ственные преобразования, представим формулу (16.48) так:

Ж (в) У ЖИЖИ 1
|/ЖИ+ЖИ/ жи+жи] (16.49)

Модуль частотного коэффициента передачи | К (До) | вхо­
дит только в одно из слагаемых подынтегрального выра­
жения. Это слагаемое неотрицательно, поэтому минимум 
дисперсии ошибки будет обеспечен, если

]/ис(и)+ ис (со)| к (/ш)|- и; (ь>)//иг. (<■>)+ *W = О,

откуда

(16.50)"

Полученная формула не только решает поставленную 
задачу, но и дает возможность вычислить на основании 
выражения (16.49) предельно достижимую дисперсию сигнала 
ошибки:

(16.51)

или, переходи от ИС (со), ИС (со) к односторонним спектрам

d/. (16.52)

физическая интер­
претация частот­
ных свойств опти­
мального фильтра

Смысл полученного результата таков: модуль частотного 
коэффициента передачи оптимального фильтра, минимизи­
рующего среднеквадратическую ошибку, должен быть значи­
телен на тех частотах, где сосредоточена основная доля 
мощности полезного сигнала. Там, где велика спектральная 
плотность мощности помехи, коэффициент передачи опти­
мального фильтра должен уменьшаться. ,
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Д'Х10_ь, В2/Гц

Qi 2 3 4

Пример 16.4. Случайный процесс U(t) (полезный сигнал) харак­
теризуется ограниченным по частоте спектром мощности «* 
— 5-Ю"6 В2/Гц в полосе частот 1—3 кГц, равным нулю на 
остальных частотах. Случайный процесс V(t) (помеха) имеет 
аналогичный вид частотной зависимости одностороннего спектра 
мощности Nv~2.5'10"* В2/Гц в полосе частот 2—4 кГц. Опре­
делить частотный коэффициент передачи оптимального фильтра 
и минимальную среднеквадратическую ошибку воспроизведения no­
лезного сигнала.

С помощью формулы (16.50) находим, что модуль частотного 
коэффициента передачи оптимального фильтра отличен от нуля 
только в пределах интервала частот 1—3 кГц, где сосредоточен 

спектр мощности выделяемого сигнала, причем

(1, 1 кГц </< 2 кГц,
I «опт 0W) I = |0 66 2 кГп </< 3 кГц.

Дисперсия полезного сигнала, равная произведению спектраль­
ной плотности мощности на занимаемую полосу частот,ст2 — 

= 5• 10_б• 2-103 — 10“2 В2. В го же время по формуле (16.52) 

находим, что

= 1fj. ,о-“ '103 = 166 10_3 В3-

Итак, прн оптимальной линейной фильтрации двух рассмотрен-
«.X,, | Л кГц ных случайных процессов относительная средиекв^дратическая ошиб-

0 1 2 3 4 ка воспроизведения полезного сигнала оказывается не менее 16.6%.

Проведенный в настоящем параграфе анализ не дает ▲ 
никаких сведений о физической реализуемости оптимального решите задачу 5 
фильтра данного класса. Тем не менее ценность полученных 
результатов состоит в том, что найдены закономерности, 
которым подчиняются частотные характеристики любых 
фильтров, предназначенных для эффективного выделения 
случайных сигналов.

16.5. Сравнение помехоустой<ивости радиосистем 
с амплитудной и частотной модуляцией

Заканчивая краткий обзор некоторых вопросов помехо­
устойчивости радиоприема, рассмотрим очень важную в прак­
тическом отношении задачу о сравнительных характеристи­
ках дяух наиболее распространенных видов модуляции анало­
говых радиосигналов — амплитудной н частотной [17, 27].

Амплитудные н частотные детекторы (демодуляторы) 
являются нелинейными устройствами, в которых происходит 
взаимодействие полезного сигнала н помехи. В частности 
(см. гл. 11), сильный сигнал подавляет в детекторе слабую 
помеху. Возможна н другая ситуация — сильная помеха может 
практически полностью подавить слабый сигнал. Эти явления 
существенным образом сказываются на отношении сигнал/ 
шум.

Амплитудный детектор в режиме сильного отвала. Пусть 
после линейной частотной фильтрации на вход идеального 
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амплитудного детектора огибающей поступает смесь полез­
ного AM-сигнала sM(t) и узкополосного нормального шума 
«вх(Ф

Usx (t) = SBX (t) + Мвх (t) = Umc (1 + М COS fit) COS COot +

+ U„ (t) cos [wot + (p„ (t)]. (16.53)

Шумовая составляющая сигнала имеет заданную диспер­
сию (среднюю мощность) о2вх. Огибающая V„(t) распреде­
лена по закону Рэлея, начальная фаза шума <p„(t) имеет 
равномерное распределение на интервале (0,2л) (см. гл. 7).

Найдем и сравним между собой отношения сигнал/шум 
на входе и выходе амплитудного детектора. Для этого 
прежде всего, пользуясь приемом, показанным в примере 
16.1, определим среднюю мощность составляющей полезного 
сигнала на входе (без учета мощности несущей):
<&> = U2ncM2/4

и отношение сигнал/шум на входе:

евх=1/2сМ2/(4о2ю). (16.54)

Идеальный AM-детектор создает на выходе сигнал, в 
точности повторяющий физическую огибающую входного 
колебания:

«вых (0 = [Ь жс (1 + М cos fit)2 +

+ 2U„cU„(i + М cos fit) cos (p„ + 172]1/2. (16.55)

Для того чтобы определить отношение сигнал/шум на 
выходе, необходимо представить выходной сигнал детектора 
в виде суммы двух слагаемых, одно из которых обуслов­
лено только полезным сигналом, а другое — только шумом. 
Формула (16.55), отображающая нелинейный характер преоб­
разования сигнала и шума в детекторе, такой возможности 
в общем случае не дает. Исключением является режим 
сильного сигнала. Если U„c» U„, то, разложив радикал в 
степенной ряд и ограничившись первыми двумя членами, 
получим

«вых (О « и„с (1 + М cos fit) + 17и (t) cos (р„ (t). (16.56)

Второе слагаемое I7„(t)cos<p„(t) представляет собой син­
фазную амплитуду Лл(г) шума, присутствующего на входе 
демодулятора. Ранее было показано, что дисперсия синфаз­
ной амплитуды и самого узкополосного нормального про­
цесса совпадают [см. формулу (7.53)]. Средняя мощность 
полезного низкочастотного сигнала на выходе

т
О.и<> = тИш у J cos2 fit dt = —.

0
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Тогда

е.» =

откуда________
|6»hx = 2Qm. | (16.57)

Итак, при сильном входном сигнале выигрыш в отноше- 

нии сигнал/шум, обеспечиваемый AM-детектором, составляет 
3 дБ.

Пороговьй эффект прн детектировании. Рассмотрим другой 
предельный случай, когда уровень полезного АМ-сигнала 
существенно ниже уровня шума. Полагая в (16.53) 17же •«: Un, 
имеем следующее приближенное выражение сигнала на выхо­

де амплитудного детектора:

«вых (0 « и„ (t) + Lmc (1 + м cos fit) cos (p„ (t). (16.58)

Видно, что полезного колебания, пропорпионального пе­
редаваемому сообщению cos Qt, в выходном сигнале демоду­
лятора не содержится. Причиной этого является случайный 
сомножитель cosip„(t), целиком определяемый свойствами 
помехи.

Такое явление, обусловленное подавлением слабого сиг­
нала сильной помехой, наблюдается в любых демодулято­
рах, использующих нелинейные преобразования. Принято го­
ворить о пороговом эффекте при демодуляции. Конкретное 
значение пороговой величины Q6X зависит от статистических 
свойств передаваемых сообщений н обычно устанавливается 
на основе экспериментов.

Причина высокой помехоустойчивости пмрокооолосных 
ЧМ-сястем. Известно, что радноснстемы, использующие ЧМ- 
сигналы, в ряде случаев обеспечивают гораздо более высо­
кую помехоустойчивость по сравнению с той, которая 
достигается в системах с AM-сигналами. Причина такого 
свойства ЧМ-колебаний определяется спецификой обработки 
суммы сигнала н шума частотным детектором. Дело в том, 
что полезное сообщение заключено здесь в мгновенной 
скорости углового перемещения сигнального вектора Vc на 
комплексной плоскости относительно вектора немодулироваи- 
ного несущего колебания. Если к вектору Uc добавить 
вектор помехи U„, имеющий в общем случае другую час­
тоту, то с течением времени результирующий вектор изме­
няет свое положение. Однако при сильном сигнале,, когда 
| Uc |»| UB |, возникающая шумовая девиация фазы будет 
весьма малой, скажем, порядка нескольких градусов. В то же 
время полезная девиация фазы, численно равная индексу 
модуляции, составит в широкополосных системах сотни или 
даже тысячи градусов. Отсюда следует, что уровень шумовой 
составляющей сигнала на выходе демодулятора подает как 
с уменьшением относительной амплитуды помехи, так и 
с ростом индекса модуляции передаваемого сообщения.

Аналитическое рассмотрение помехоустой<иоста систем с 
ЧМ-онваламь Частотный демодулятор обычно состоит из 

пороговый эффект

Ц,

Все сказанное 
здесь в равной ме­
ре относится как 
к ЧМ-, так и к 
ФМ-сетиалам
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двух блоков — собственно частотного детектора и амплитуд­
ного ограничителя.

Пусть на входе ограничителя действует сумма одното­
нального ЧМ-сигнала и узкополосного шума:

uM(t) = sBX(t) + «BX(t) =

= 17жс cos (coot + т sin fit) + L7„ (t) cos [oV + <ри (t)]. (16.59)

Амплитуда полезного ЧМ-сигнала неизменна во времени;
это означает, что <s£x> = 17жс/2» поэтому отношение сигнал/ 
шум на входе
е»х=^Л2о2М1). (16.60)

Вход

Выход

Амплитудный 
ограничитель слу­
жит для подавле­
нии паразитной 
AM, возникающей 
в радиоканале по 
разным причинам

Колебание вида (16.59) представляет собой сложный 
АМ/ЧМ-сигнал ип (t) = 17мвх (t) cos [coot + т sin fit + 0 (t)], ам­
плитуда и начальная фаза которого в равной мере зависят от 
полезного сигнала и помехи. Однако амплитудная модуля­
ция уничтожается ограничителем. Поэтому потребуется найти 
явное выражение только функции 0(t).

Введем в рассмотрение величину фс (t) = coot + т sin fit — 
полную фазу полезного сигнала. Тогда полная фаза помехи 
ф„ (t) = ioot + ф„ (t) = фс (t) + <pH (t) — m sin fit. Воспользовав­
шись этими вспомогательными функциями, перепишем фор­
мулу (16.59) в виде

иях (0 = cos (t) + 17я (t) cos фс (t) cos [<ря (t) — т sin fit] —

— U„ (t) sin фс (t) sin [фя (t) — m sin fit] =

= Ь'„вх (t) cos фс (t) cos S (t) — V„M (t) sin фс (t) sin S (t).

Из ЭТОЙ формулы МОЖНО ИСКЛЮЧИТЬ Несущественную 
амплитуду L7mBX(t), приравняв в обеих частях выражения, 
содержащие со$фс(0 и 8тфс(/), а затем разделив одно 
равенство на другое. В результате получим шумовую до­
бавку к полной фазе полезного сигнала:

Э (й = arete m sin fit]
* L7me + V„ (t) cos [фя (t) — m sin fit] ’ (16.61)

Выделить отдельно вклады от сигнала н шума в общем 
случае не представляется возможным [ср. с формулой 
(16.55)].

Частотный детектор в режиме сильного сигнала. Ситуация 
значительно упрощается, если QBX»1. Тогда приближенно 
можно записать

О/. х Ц,(г)8т[ф.(п —msinflt]
0(t)» arctg• ——ЦУ-1’----------------=L

» sin [ф„ (t) — tn sin fit]. (16.62)

Если вспомнить, что функция 0(t) представляет собой 
разность между полными фазами сигнала на выходе 
амплитудного ограничителя, с одной стороны, и полезного 
входного сигнала — с другой, то можно прийти к выводу, 
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что слагаемое manQt в аргументе синуса формулы (16.62) 
может быть опущено. Тогда

S(0 « V„(Оsin Фи(0/ижс = ВДО/U^ (16.63)

где Ви(0 — квадратурная амплитуда узкополосного входного 
шума.

Итак, приходим к желаемому результату — сигнал на 
выходе частотного детектора, равный производной от полной 
фазы, оказывается разделенным на сумму сигнальной н 
шумовой составляющих:

«мл W = «свих W + “».ых (0 = mS1 cos nt + В'„ . (16.64)

Прн этом средняя мощность сигнальной составляющей 

<«2с»ых> = (mQ)2/2 = (Лш)2/2, (16.65)

где Лео — девиация частоты, отвечающая полезному сооб­
щению.

Квадратурная амплитуда шума В„ (t) — низкочастотный 
нормальный случайный процесс, спектральную плотность 
мощности которого можно обычно считать равномерно 
распределенной в полосе частот от нуля до (m+l)Q 
шириной Пцрит/2 [см. формулу (4.33)]. Эго значит, что в 
указанной полосе частот односторонний спектр мощности 
квадратурной составляющей

FB(ra) =

Поэтому спектр мощности помехи на выходе частотного 
детектора

= 2п5.,ш7(П„р.г11>'2„с).

Следует иметь в виду, что в состав частотного демодуля­
тора входит ФНЧ с частотой среза Q. Тогда средняя 
мощность помехи на выходе

2 Т ₽ j 2су2вх113

~ J - зпОДЛГ
О

Отсюда с учетом формулы (16.65) получаем отношение 
сигнал/шум на выходе:

„ 3(Лш)2П„р.„6'2тс 3(Лш)2П й,х
а“=-------ЙО?------- = -~2П^ • (1666)

Таким образом, найдена фундаментальная закономер­
ность — выигрыш, обеспечиваемый широкополосной ЧМ- 
системой, зависит только от индекса угловой модуляции: 

[~Мчм = Свых/Свх'= 3m2 (m + 1). (16.67)

Этот выигрыш может быть весьма ощутимым. Например, 
если Дсо = 1.5’1О5 с_|, Q = 10* с-1, то тл —15, так что 
Мчм —10800.
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Все сказанное справедливо лишь при следующем усло­
вии: амплитуда полезного сигнала на входе частотного 
детектора должна значительно превышать эффективное напря­
жение шума. В противном случае неизбежен пороговый 
эффект. Может оказаться, что ЧМ-система при малом 
отношении сигнал/шум на входе будет функционировать хуже, 
чем аналогичная система с АМ-сигналамн.

Результаты

00 Согласованный фильтр, выделяющий полезный сигнал известной формы из 
смеси с нормальным белым шумом при наибольшем отношении 
сигнал/шум, должен иметь частотный коэффициент передачи, пропор­
циональный комплексно-сопряженной спектральной плотности сигнала.

00 Импульсная характеристика согласованного фильтра является «зеркальной» 
копией выделяемого сигнала.

00 Выходная реакция согласованного фильтра на выделяемый сигнал про­
порциональна сдвинутой во времени автокорреляционной функции данного 

сигнала.
00 Отношение сигнал/шум на выходе согласованного линейного фильтра 

зависит лишь от энергии сигнала и от спектральной плотности мощ­

ности шума.
00 При обнаружении сигналов с малым значением базы можно получить 

хорошие результаты, применяя вместо оптимальных фильтров более 
простые квазиоптимальные фильтры.

00 Линейный фильтр, выделяющий гауссов случайный сигнал из смеси с гаус­
совой помехой при наименьшей среднеквадратической ошибке, должен иметь 

АЧХ, принимающую максимальные значения в области частот, где велика 
спектральная плотность мощности полезного сигнала, и минимальные значе­
ния там, где велика спектральная плотность мощности помехи.

Вопросы

1. Как в радиотехнике принято опреде­
лять отношение сигнал/шум? Что такое 

выигрыш фильтра? Почему отношение сиг­
нал/шум целесообразно использовать для 

оценки уровней полезных сигналов с ампли­
тудной или угловой модуляцией лишь в том 
случае, если шум представляет собой реа­

лизацию узкополосного нормального слу­
чайного процесса?

2. Объясните принцип когерентного сло­
жения спектральных составляющих прн согла­
сованной линейной фильтрации. Чем разли­
чаются между собой гребенчатый и согла­

сованный фильтры? Можно лн использовать 
гребенчатый фильтр для выделения из смеси 

с шумом узкополосного радиоимпульса, 
имеющего, например, экспоненциальную 
форму огибающей? '

3. Какому условию должно удовлетворять 

время задержки t0 прн обработке извест­
ного сигнала оптимальным согласованным 
фильтром? Как построить импульсную ха­
рактеристику согласованного фильтра? Ка­

ким образом связаны между собой спект­

ральная плотность выделяемого сигнала н 
частотный коэффициент передачи согласо­
ванного фильтра?

4. Какова должна быть автокорреляцион­
ная функция полезного сигнала для того, 

чтобы обеспечивалось высокоэффективное об­

наружение этого сигнала с помощью согла­
сованного фильтра? Напишите формулу, 

определяющую предельно достижимое отно­
шение снгнал/шум, которое реализуется 
согласованным* фильтром. Зависит лн это 
отношение от формы сигнала?

5. Как реализуются технически согласо­
ванные фильтры для ЛЧМ-нмпульсов?

6. Как связана минимально достижимая 
дисперсия сигнала ошибки при оптимальной 
фильтрации случайного гауссова сигнала со 
спектрами мощности сигнала и помехи?

7. Чем объясняется высокая помехо­
устойчивость широкополосных ЧМ-систем? 

Какой уровень полезного сигнала называют 
пороговым?
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Задачи

1. Постройте импульсную характеристику 
фильтра, согласованного с входным сигна­
лом траугольиой формы:

Укажите минимальное значение времени 

задержки t0.
2. Эквивалентным источником белого 

шума на входе фильтра служит резистор 

с сопротивлением R = 500 Ом, находящийся 
прн температуре Т = 300 К. Какова должна 
быть энергия выделяемого сигнала для того, 
чтобы согласованный фильтр мог обеспечить 

отношение сигнал/шум, равное пяти?

3. 13-позициоииый сигнал Баркера с фазо­
вым кодированием имеет амплитуду 10 мкВ 

и длительность каждой позиции 5 мкс. Прн 
какой спектральной плотности мощности 

белого шума на входе отношение сигнал/шум 
на выходе будет равно единице?

4. ЛЧМ-импульс с прямоугольной фор­
мой огибающей имеет девиацию частоты 
Ди — 3 ■ 107 с"1 и длительность ти = 

=3.5 • 10“ 5 с. Определите длительность основ­
ного лепестка колебания на выходе фильт­

ра, согласованного с данным сигналом.
5. Полезный сигнал является реализацией 

гауссова случайного процесса U (t), имеющего 
односторонний спектр мощности N„ = 
= 810~5 В2/Гц в полосе частот 0 < f < 
< 300 Гц; на остальных частотах N„ = 0. 
Данный сигнал складывается с белым гаус­
совым шумом V(t), спектр мощности кото­
рого N„ = 2-10'6 В2/Гц на всех частотах. 

Найдите дисперсию ошибки выделения полез­

ного сигнала с помощью оптимального 
фильтра.

Более сложные задания

6. Изобразите структурную схему согласо­
ванного фильтра, предназначенного для опти­

мального выделения сигнала граугольной 
формы (см. условие задачи 1).

7. Рассмотрите возможность уменьшения 

уровня боковых лепестков автокорреляцион­
ной функции сигнала с внутриимпульсиой 
частотной модуляцией за счет применения 

нелинейного закона изменения частоты во 

времени.

8. Выведите формуду, определяющую 
частотный коэффициент передачи оптималь­

ного фильтра, который позволяет наилучшим 
образом (в среднеквадратнческом смысле) 

находить мгновенные значения Сигнала 

u(t +10), т. е. экстраполировать «будущие» 
значения выделяемого случайного сигнала, 

искаженного присутствием белого гауссова 

шума.



Заключение

Наш курс подошел к концу. Подведем некоторые итоги, 
с тем чтобы читатель мог оценить пройденный материал 
н наметить для себя путь дальнейшей работы.

Курс «Радиотехнические цепи н сигналы» посвящен 
теоретическим основам радиотехники н с полным основа­
нием его следует отнести к числу фундаментальных 
радиотехнических дисциплин. При этом термин «фундамен­
тальность» нужно трактовать не как синоним закончен­
ности и самодостаточности. Это слово означает скорее, что 
в данном курсе излагаются те научные понятия и методы, 
на основе которых постоянно развивается и совершенст­
вуется теоретический арсенал, а также многочисленные 
прикладные направления радиотехники.

Современная теоретическая радиотехника насыщена поня­
тиями и методами из разных научных областей, прежде 
всего математики, физики, теории цепей, инженерной 
электродинамики. Читателю следует иметь в виду, что все 
эти понятия и методы образуют взаимосвязанное единство 
н должны рассматриваться как одно целое в рамках 
системного подхода, принятого современной наукой. Основ­
ной концепцией, позволяющей говорить о системном ха­
рактере теоретической радиотехники, является концепция 
математической модели.

В этой книге был рассмотрен целый ряд математи­
ческих моделей сигналов и устройств — детерминированных 
и случайных, аналоговых н дискретных. Все эти модели 
таковы, что позволяют с той или иной степенью полноты 
осуществлять две основные взаимосвязанные операции — 
анализ и синтез.

Теоретическая радиотехника, как и многие другие научно- 
технические области, развивалась так, что методы анализа 
часто обгоняли методы синтеза. В последнее время это 
положение начало коренным образом изменяться, главным 
образом под влиянием широкого внедрения ЭВМ в практику 
научного поиска.

Стиль и последовательность изложения, принятые в дан­
ной книге, продиктованы но многом соображениями педаго­
гического характера, а также традициями, которые сложились 
в радиотехнике на протяжении последних десятилетий. Эта 
книга, написанная в соответствии с программой курса 
«Радиотехнические цепи *н сигналы», безусловно, не ставит 
целью дать исчерпывающее изложение всех вопросов, которые 
можно отнести к области теоретической радиотехники. 
Например, вне поля внимания остались такие важные и 
интенсивно развивающиеся области, как теория информация, 
методы нелинейной фильтрации случайных сигналов, статисти­
ческая теория оценки и измерения параметров сигналов и 
многие другие. Одиако хочется надеяться, что внимательный 
читатель, проработав материал этой книги, сможет, исполь­
зуя литературные источники, самостоятельно продолжить 
работу в интересующем его направлении.



Приложения

1. Функзям Уолша в их некоторые свойства

В настоящее время известен ряд способов определения функций 
Уолша [31]. Наиболее удобен путь, использующий рекуррентное 

уравнение

wal (2л + р, 9) = (- lj^+’lwa] (л, 29 + 72) +

+ (-1Г+^а](л,29-7г)}, « = 0,1,2,... (П.1.1)

Здесь символ [л/2] означает наибольшее целое число, меньшее 

или равное л/2; число р может принимать значения-0 или 1.
При выполнении итераций следует иметь в виду, что функция 

wal(0,9) постоянна на отрезке —1/2 < 9 < 1/2:

{
0, 9< -1/2,

1, -1/2 <9 <1/2, (П.1.2)

0, 9 > 1/2.

Например, положив и = 0, р — 1, из уравнения (П.1.1) получаем 

wal (1,9) = - wal (0, 29 + 7z) - wal (0,29 - 72).

Интересное свойство функции Уолша состоит в том, что 

wal (m, 9) wal (л, 9) — wal (/, 9), (П.1.3)

где индекс I является суммой индексов т и и по mod 2 
(читается «по модулю два» и обозначается l — mf&n). Для того 
чтобы выполнить такое сложение, следует представить числа тип 
в двоичной форме, а затем сложить их без переносов в старшие 

разряды, используя правило:

1 © 0 = 0© 1 = 1, 0© 0 = 1 © 1 = 0. (П.1.4)

Например, если m — 5 — 101 (двоич.) и л = 6==110 (двоич.), 
то 101 © 110 = 011 (двоич.) = 3 (десятнч.). Таким образом, 

wal (5, 9) wal (6, 9) = wal(3,9).

В литературе наряду с функциями Уолша wal (л, 9) часто 
встречаются две связанные с ними системы: четные функции 
cal (л, 9) (аналогичные косинусам) и нечетные функции sal (л, 9) 
(аналогичные синусам). Связь между этими функциями такова: 

cal (л, 9) = wal (2л, 9), sal (л, 9) = wal (2и - 1, 9). (П.1.5)

Данная операция 
выполняется в по­
лусумматоре ЭВМ

2. Таблица значений функций Берга у0(9), Yj(9) и у2(9)

9° Ъ 9° У, ъ
0 0.000 0.000 0.000 100 0.411 0.611 0.203

10 0.000 0.001 0.001 110 0.509 0.713 0.176
20 0.004 0.009 0.008 120 0.609 0.805 0.138
30 0.015 0.029 0.027 130 0,708 0.878 0.095
40 0.034 0.066 0.056 140 0.801 0.934 0.056
50 0.065 0.121 0.095 150 0.881 0.969 0.027
60 0.109 0.196 0.138 160 0.944 0.989 0.008
70 0.166 0.288 0.176 170 0.985 0.997 0.001
80 0.236 0.390 0.203 180 1.000 1.000 0.000
90 0.М9 0.500 0.212
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3. Подпрограмма вычислении функнин Берга

SUBROUTINE BERG (N, Т, G)

PI - 3.1415926
A = N
IF (N.EQ.O) GOTO 1
IF (N. EQ. 1) GO TO 2

G = 2. * (SIN(A * T) * COS(T) - A * COS
* (A * T) * SIN (T))/(PI * A * (A * A - 1.))

RETURN
1 G - (SIN (T) - T # COS(T))/PI

RETURN
2 G - (T - SIN(T) * COS(T))/PI

RETURN
END

Обращение к данной подпрограмме осуществляется с помощью 
оператора CALL BERG (а, Р, у). Здесь а н р — фактические 

значения номера гармоники п и угла отсечки Э соответственно. 
Вычисленное значение фунтцки уи(9) заносится в ячейку памяти 

с именем у.

4. Подпрограмма вычисления коэффшдеентов 
дискретного преобразования Фурье

SUBROUTINE TRFUR (X, А, В, N, G) 
DIMENSION X(N), A(N), B(N)

G = 0.
Al == 0.
AN = N
DOI I = 1, N
G=G + X(I)

1 Al = Al+(—1.) * * I * X(I)

G - G/AN
A (N/2) == Al/AN
M » N/2 - 1
DO2 I -1, M
AI=I
A(I)==0.
B(I)==0.
DO3 J - 1, N
AJ = J
T = 6.2832 * Al * AJ/AN

C == COS(T)
S = SIN(T)
A(I) = A(I) + X(J)*C

3 B(I) = B(I) + X(J)*S
A(I) == A(I) * 2./AN

2 B(I) = B(I) * 2./AN

RETURN
END

Аргументы данной подпрограммы таковы: X — вещественный 
массив обрабатываемых чисел; А н В — соответственно массивы 
вещественных и мнимых частей ДПФ, N — длина входного массива, 
G — имя пераыенной, которой отвечает постоянная составляющая 
ДПФ.
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