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ПРЕДИСЛОВИЕ РЕДАКТОРА ПЕРЕВОДА

В радиолокации, гидролокации, радиосвязи и других областях тех­
ники в последние годы значительно возрос интерес к антенным решет­
кам. Их широкое применение объясняется рядом преимуществ перед 
антеннами других типов. Важнейшим из таких преимуществ является 
относительная простота формирования и изменения диаграммы на­
правленности. Благодаря этим свойствам удалось создать качествен­
но новый тип устройств пространственной обработки сигналов — адап­
тивные антенные решетки. 

Адаптивная антенная решетка представляет собой систему, состоя­
щую из антенной решетки и связанного с ней устройства обработки 
сигналов (процессора), изменяющего свои параметры в соответствии 
с информацией, заключенной в принимаемых сигналах. Именно про­
цессор определяет основные характеристики системы, а антенная ре­
шетка играет в ней хотя и важную, но подчиненную роль многоканаль­
ного датчика информации. Поэтому проблематика данной книги свя­
зана главным образом с многоканальной обработкой сигналов, а не с 
антеннами. 

Несмотря на большое число журнальных публикаций по адаптив­
ным антенным решеткам, вопросы многоканальной обработки сигналов 
скудно представлены в технической литературе. Между тем в послед­
нее время наблюдается повышение интереса к подобным системам, так 
как в связи с развитием цифровой вычислительной техники (и в осо­
бенности микропроцессоров) появляется возможность реализации бо­
лее сложных и более эффективных видов обработки сигналов. К тому же 
расширяется и область применения адаптивных решеток: они привле­
кают внимание геологов, сейсмологов и других специалистов. Поэто­
му не вызывает сомнения целесообразность издания книги по адаптив­
ным решеткам, рассчитанной не только на специалистов, но и на широ­
кий круг лиц, интересующихся обработкой сигналов, полученных от 
системы датчиков. Предлагаемая книга в определенной степени удов­
летворяет этим требованиям. Она содержит обширную вводную часть, 
знакомящую неспециалистов с элементами теории адаптивных антен­
ных решеток, подробный обзор известных методов обработки сигна­
лов в этих системах и краткое рассмотрение некоторых перспективных 
направлений дальнейших исследований. 

По уровню изложения книга вполне доступна радиоинженерам и 
студентам старших курсов технических вузов. Она полезна и как учеб­
ное пособие для начинающих, и как справочное руководство для спе­
циалистов по обработке сигналов. Следует отметить, что авторы при­
держиваются характера изложения, при котором часто главную роль 
играет скорее инженерная интуиция, а не стремление к точности и ма­
тематической строгости выдвигаемых положений. Это вызвало опре­
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деленные трудности при переводе, которые переводчик и редактор по 
мере сил стремились преодолеть.

В книге использованы в основном работы американских авторов, п 
мы не найдем здесь ссылок на работы советских авторов. Поэтому бу­
дет нелишне заметить, что тематика, связанная с адаптивными антен­
ными решетками, широко представлена в отечественной научной ли­
тературе и в ряде случаев исследования советских специалистов опе­
режают зарубежные. Так, например, первой работой, в которой было 
доказано основное утверждение теории адаптивных антенных решеток 
о том, что оптимальная система должна формировать диаграмму на­
правленности с нулем в направлении на сильный точечный источник 
помехи, была статья Я. Д. Ширмана [П.1]. Рассмотренный в гл. 8 
данной книги адаптивный предпроцессор Грама—Шмидта наряду с 
более общим устройством обработки — многоканальным фильгром- 
ортогонализатором был рассмотрен в статье [П.2], опубликованной 
ранее аналогичных работ американских авторов. Можно было бы при­
вести и еще ряд примеров. Читателю, интересующемуся работами со­
ветских авторов в данной области, можно порекомендовать книги 
[П.З, П.4], в которых он найдет подробные ссылки на имеющиеся пуб­
ликации.

Переводчик и редактор благодарны профессору Т. Миллеру, лю­
безно представившему список опечаток в американском издании. Эти, 
а также другие опечатки и погрешности были устранены при переводе 
без специальных оговорок.

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ К ПРЕДИСЛОВИЮ РЕДАКТОРА ПЕРЕВОДА
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т. 21, № 1, с. 112.
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в адаптивных антенных решетках. — Л.: Изд-во ЛГУ, 1983. — 239 с.



ПРЕДИСЛОВИЕ

Эта книга задумана как введение в круг вопросов, связанных с 
адаптивными антенными решетками — системами, предназначенными 
для улучшения качества приема и обнаружения полезных сигналов. 
К хорошо известным достоинствам систем с антенными решетками от­
носятся возможности быстрого формирования и изменения в широких 
пределах диаграммы направленности, в силу чего такие системы на­
шли применение в связи, радио- и гидролокации, радиоастрономии, 
сейсмологии и ультразвуковой акустике. Возрастающее значение 
адаптивных антенных решеток непосредственно связано с появлением 
недорогих мини-ЭВМ, позволяющих реализовать некоторые хорошо 
известные из теории обработки сигналов и теории управления методы 
самонастройки.

Области техники, связанные с адаптивными антенными решетка­
ми, развиваются довольно быстро и с расширением их применения по­
является все большее число публикаций по различным аспектам таких 
систем. Есть даже несколько руководств, в которых кратко рассматри­
ваются отдельные вопросы по этой теме, но до сих пор не было ни од­
ной книги, полностью посвященной всестороннему рассмотрению 
адаптивных антенных решеток и позволяющей читателю легко ориен­
тироваться в существующей литературе. Этим и объясняется решение 
авторов написать данную книгу. Главное внимание в ней уделено тем 
принципам и методам, которые наиболее важны при построении сов­
ременных систем с адаптивными решетками. Основное содержание 
книги базируется на опубликованных в научной литературе резуль­
татах, однако в ней приводятся и некоторые оригинальные материалы.

По мнению авторов, эта книга может служить и как учебное посо­
бие для студентов старших курсов, и как справочник для инженеров, 
научных работников и специалистов по системному анализу. Пред­
ставленный материал будет наиболее понятен читателям, имеющим над­
лежащую подготовку по теории антенных решеток, обработке сигна­
лов (теории связи и теории оценок), методам оптимизации, теории 
управления, теории вероятностей и математической статистике. Тем 
не менее читателю не обязательно иметь подготовку по всем пере­
численным дисциплинам, поскольку в книге подробно излагаются 
основы теории и важнейшие методы из указанных разделов, а также 
даются ссылки на соответствующую литературу. Сначала излагаются 
основные понятия, иллюстрируемые примерами, а затем рассматри­
ваются современные тенденции в области развития адаптивных антен­
ных решеток. В конце каждой главы приведены задачи, иллюстрирую­
щие и дополняющие основной материал. Эти дополнения знакомят чи­
тателя с актуальными проблемами, связанными с разработкой адап­
тивных решеток, и стимулируют дальнейшее их изучение по специаль­
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ной литературе, на которую даются ссылки. Все это позволяет студен­
там и инженерам сравнительно быстро ознакомиться с теми возмож­
ностями, которые открываются при использовании адаптивных антен­
ных решеток в реальных системах обработки сигналов.

Книга состоит из трех частей. В первой части (гл. 1—-3) рассматри­
ваются преимущества, которые дает использование адаптивных ан­
тенных решеток, определяются основные элементы систем и оцени­
ваются теоретические пределы эффективности (в установившемся ре­
жиме) систем с антенными решетками. Несмотря на то, что в литерату­
ре описано много разнообразных алгоритмов адаптации, сравнитель­
ный анализ этих алгоритмов практически не проводился. Поэтому во 
второй части (гл. 4—10) дается обзор адаптивных алгоритмов и приво­
дятся характеристики для каждого типа алгоритма. Располагая этой 
информацией, разработчик может быстро определить те пути, которые 
наиболее просто приведут к успешному решению для конкретных усло­
вий приема сигналов и ограничений в системе. В третьей части (гл. 11, 
12) рассматриваются проблема компенсации погрешностей, неизбеж­
но возникающих в любой реальной системе с адаптивными антенными 
решетками, и современные тенденции в исследованиях, посвященных 
адаптивным решеткам. Надеемся, что использованный в книге матема­
тический аппарат позволит воспользоваться представленным в ней ма­
териалом широкому кругу читателей.

Авторы глубоко признательны всем помогавшим в подготовке рукописи. 
Заместитель декана инженерного факультета Калифорнийского университета в 
Лос-Анджелесе проф. Мартин С. Роуден постоянно поддерживал и вдохновлял 
нас во время работы над этой книгой. Мы благодарны У. Педлеру и Дж. Сойер­
су, просмотревшим части рукописи, а также Н. Ледфорд, которая предложила и 
подготовила ряд рисунков. Р. Нелсон оказал содействие в осуществлении ма­
тематического моделирования адаптивных алгоритмов на ЭВМ. Мы благодарны 
также Л. Шенет, которая умело переработала рукописные материалы в оконча­
тельный вариант книги. Наконец, особую признательность мы выражаем нашим 
семьям за их понимание и поддержку во время написания этой книги.

Фуллертон, шт. Калифорния 
Июль 1980

Роберт А. Монзинго 
Томас У. Миллер



Часть I

АДАПТИВНЫЕ АНТЕННЫЕ РЕШЕТКИ: 
ПРИМЕНЕНИЕ, ЭЛЕМЕНТЫ, ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ, 

ОПТИМАЛЬНАЯ ОБРАБОТКА СИГНАЛОВ

Глава 1. ВВЕДЕНИЕ

Прием сигнала с помощью многоэлементных антенных решеток в 
течение длительного времени остается одним из основных методов ре­
шения сложных задач обнаружения и оценивания, так как в отноше­
нии формируемой диаграммы направленности система с решеткой обла­
дает преимуществами перед системой с одноэлементным антенным дат­
чиком. Создание систем с антенными решетками, осуществляющих 
автоматическую подстройку характеристик в соответствии с изменяю­
щимися условиями приема сигнала, стало возможным при появлении 
недорогих мини-ЭВМ, позволяющих реализовать на их основе извест­
ные результаты теории обнаружения, оценивания и управления. Спо­
собность к адаптации делает работу систем с антенными решетками 
более гибкой и (что более важно) позволяет повысить эффективность 
приема, что зачастую сложно осуществить другими путями.

1.1. ПРИЧИНЫ ПРИМЕНЕНИЯ АДАПТИВНЫХ РЕШЕТОК

Обычные системы чувствительны к уменьшению отношения сигнал- 
шум (ОСШ), обусловленному неизбежным присутствием наряду с по­
лезным сигналом нежелательных «шумовых» сигналов, поступающих 
на вход по боковым и (или) по главному лепесткам диаграммы направ­
ленности антенны. Эти сигналы могут создаваться передатчиками по­
мех, отражениями от местных предметов и другими источниками шума. 
Уменьшение ОСШ, кроме того, может быть обусловлено движением 
антенны, неудачной ее установкой, эффектами многолучевого распро­
странения и изменяющейся помеховой ситуацией.

Системы с адаптивными решетками остаются предметом интенсив­
ных исследований, так как позволяют повысить эффективность прие­
ма полезных сигналов при наличии указанных помех в радио-, гидро­
локации, сейсмологии и связи. Основная причина пристального внима­
ния к адаптивным антенным решеткам заключается в способности 
таких систем без априорной информации о помеховой ситуации авто­
матически обнаружить присутствие источников помех и подавлять их 
сигналы на выходе, улучшая тем самым прием полезного сигнала. 
В системах с адаптивными решетками могут дополнительно приме­
няться другие методы подавления помех и при этом результирующая 
эффективность будет гораздо выше, чем при обычных широко извест- 
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них способах, как, например, при использовании широкополосных 
сигналов или остронаправленных антенн.

Адаптивная антенная решетка представляет собой систему, состоя­
щую из многоэлементной антенной решетки и адаптивного, работаю­
щего в реальном масштабе времени, приемно-решающего устройства — 
процессора, осуществляющего автоматическую подстройку диаграм­
мы направленности для повышения эффективности приема полезного 
сигнала. Надежность систем с адаптивными антенными решетками 
выше, чем надежность систем с обычными антенными решетками. Диа­
грамма направленности обычной антенной решетки при выходе из 
строя одного из ее элементов может существенно исказиться из-за уве­
личения уровня боковых лепестков. В адаптивной же решетке за счет 
автоматической подстройки остальных элементов уровень боковых 
лепестков будет уменьшен до допустимого. Часто характеристики ан­
тенной решетки в большей степени зависят от эффектов рассеяния в 
ближней зоне, чем от диаграммы направленности в свободном прост­
ранстве. Например, если антенну с очень малым уровнем боковых ле­
пестков установить на самолет, то из-за влияния крыльев и хвоста 
диаграмма направленности полностью изменится. Даже в условиях 
таких сильных искажений, обусловленных эффектами в ближней зо­
не, адаптивная решетка способна обеспечивать удовлетворительный 
прием сигнала.

Работа адаптивной антенной решетки наглядно характеризуется 
ее диаграммой направленности. Подавление помехового сигнала до­
стигается за счет управления положениями нулей диаграммы направ­
ленности и уменьшения уровня боковых лепестков в направлении ис­
точников помех. Условия приема полезного сигнала при этом не ухуд­
шаются из-за поддержания неизменной формы главного (или сигналь­
ного) лепестка диаграммы. Таким образом в адаптивных антенных ре­
шетках для увеличения выходного ОСШ используются различия про­
странственных характеристик сигналов и помех. Поскольку имеется 
возможность формирования очень глубоких нулей (очень малых зна­
чений коэффициентов передачи), то можно обеспечить и очень высокое 
подавление помеховых сигналов. Такая исключительная способность 
подавления помех является основным преимуществом систем с адаптив­
ными антенными решетками перед другими системами, в которых для 
получения сравнимых величин подавления требуются, как прави­
ло, сигналы с большим произведением длительности полезного сигнала 
на полосу пропускания. Адаптивные антенные решетки иногда назы­
вают «самообучающимися», так как в них, в отличие от обычных реше­
ток, осуществляется подстройка характеристик в соответствии с по­
ступающей информацией о сигнале.

В этой книге будут рассматриваться возможности решения практи­
ческих задач приема полезного сигнала на фоне помех с помощью адап­
тивных антенных решеток с учетом их способности выделять и раз­
личать сигналы в пространственной и частотной областях, а также по 
поляризации. В настоящее время основным достоинством таких си­
стем считается адаптивное формирование нулей диаграммы направ­
ленности, обеспечивающее автоматическое подавление помех, дейст­
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вующих по боковым лепесткам, что является важным средством борь­
бы с радиопротиводействием в радиолокации. Адаптивные антенные 
решетки могут быть спроектированы таким образом, чтобы обеспечи­
вались такие традиционные возможности решеток, как самофокуси­
ровка при приеме и направленное переизлучение. Наряду с возможно­
стями подавления помех и управления диаграммой направленности 
адаптивные решетки позволяют также реализовать на их основе си­
стемы радиолокационного картографирования с высокой угловой раз­
решающей способностью. Следует отличать адаптивные передающие 
антенные решетки, обеспечивающие самофокусировку и переизлучение, 
от адаптивных приемных антенных решеток, которые и будут рассма­
триваться в этой книге.

1.2. ИСТОРИЧЕСКИЙ ОБЗОР

Термин «адаптивная антенна» впервые был использован в работах 
[1,2] для описания системы с самофазирующейся антенной, автомати­
чески переизлучающей сигнал в направлении, с которого он был при­
нят. Такая система действует как «переизлучающая» и для работы не 
требует априорной информации о направлении, в котором будет излу­
чаться сигнал. Переизлучающие антенные решетки нашли применение 
в спутниковых системах связи, использующих сильные гшлот-сигна- 
лы. Такие системы позволяют использовать достоинства многоэле­
ментных антенных решеток и избегать недостатков обычных антенн в 
отношении ширины их диаграммы (и, следовательно, их направлен­
ности).

Появлению самонастраивающихся (или самофазируемых) адаптив­
ных антенных решеток способствовало развитие систем фазовой авто­
подстройки [3]. Каждый элемент самофазируемой антенной решетки 
подстраивается независимо на основе принятой информации о сигна­
лах. Например, в сложных системах, содержащих несколько приемных 
антенн с большим раскрывом, можно создать эффективный приемный 
раскрыв, равный сумме раскрывов отдельных антенн, с помощью авто­
матического фазирования по сигналам спутников или других космиче­
ских объектов.

В начале 60-х годов Хауэлс [4, 5] обосновал возможность подав­
ления помехи адаптивной антенной решеткой с помощью формирова­
ния нуля диаграммы в направлении ее источника. Позже Аппельбаум 
на основе анализа алгоритма, максимизирующего обобщенное ОСШ 
(МСШ), разработал закон управления применительно к схеме Хауэл- 
са, обеспечивающей подавление помехи [61. Одновременно Уидроу 
и другими были рассмотрены возможности применения в адаптивных 
антенных решетках управления с самообучением [7—9]. Режим управ­
ления с самообучением приводит к алгоритму минимальной средней 
квадратической ошибки (МСКО), основанному на методе наискорей­
шего спуска. Алгоритмы Аппельбаума и Уидроу очень похожи и оба 
сходятся к оптимальному винеровскому решению.

До появления первых работ Аппельбаума и Уидроу многоэлемент­
ные антенные решетки в течение длительного времени обычно исполь­
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зовались для приема сигналов в радио- и гиролокаторах [10, 11]. Сна­
чала работы, посвященные обработке выходных сигналов антенных 
решеток, в основном касались формирования «желаемой» формы диа­
граммы направленности, и лишь позднее внимание было обращено на 
задачу увеличения ООН [12—14]. В этот же период времени разраба­
тывались антенные решетки для сейсмических исследований, поэтому 
в конце 60-х годов появились работы, описывающие применения таких 
решеток для обнаружения удаленных сейсмических явлений [15—17].

В настоящее время интерес к адаптивным антенным решеткам свя­
зан с их применением к задачам радиолокации и радиосвязи, где раз­
работчики неизбежно сталкиваются с проблемой подавления помех 
[18]. Другой пример использования адаптивных решеток относится к 
пеленгации в условиях сильных помех [19, 20]. Адаптивные антенные 
решетки могут успешно решать задачи формирования требуемой диа­
граммы направленности в тех случаях, когда точное положение их 
элементов не известно [21]. Кроме того, в системах с большими антен­
ными решетками при заранее не заданной структуре могут использо­
ваться методы адаптивной подстройки для получения высокой угло­
вой разрешающей способности [22, 23].

Поэтому разработчики систем должны хорошо знать сильные и 
слабые стороны различных алгоритмов подстройки и выбирать их в 
соответствии с ожидаемыми условиями работы. Одно из основных на­
правлений исследований в течение последнего десятилетия состояло 
в создании адаптивных решеток, обеспечивающих на выходе удовлет­
ворительное значение ОСШ при неполной информации об условиях 
приема сигналов. Другой важной задачей исследований было обеспе­
чение наиболее быстрого переходного процесса (т. е. высокой скорости 
адаптации) при нестационарных условиях приёма сигнала, особенно 
тогда, когда с помощью средств радиопротиводействия пытаются на­
рушить работу системы, искусно манипулируя несколькими совмест­
но работающими передатчиками помех. Началась также разработка 
методов адаптивной фильтрации, применение которых наряду с адап­
тивным подавлением помех, действующих по боковым лепесткам диа­
граммы направленности, позволяет создавать высокоэффективные си­
стемы приема сигналов при воздействии помех различных типов, в том 
числе и обусловленных отражениями от местных предметов.

1.3. ОСНОВНЫЕ ЭЛЕМЕНТЫ

На рис. 1.1 приведена функциональная схема адаптивной антенной 
решетки и показаны ее основные элементы, обеспечивающие улучшение 
приема полезного сигнала и подавление нежелательных сигналов по­
мех. Такими основными элементами являются: антенная решетка, диа­
граммообразующая схема и блок адаптивного управления диаграммой 
направленности (или адаптивный процессор), осуществляющий под­
стройку весовых коэффициентов в диаграммообразующей схеме. В бло­
ке адаптивного управления диаграммой направленности для удобства 
анализа можно выделить процессор сигнала и устройство, реализую­
щее алгоритм управления. Особенности выполнения основных эле­
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ментов системы связаны с реальными условиями ее работы и зависят от 
характеристик среды распространения сигналов, интересующего 
спектра частот и знания условий приема сигнала.

Антенна выполнена в виде решетки, состоящей из N элементов, и 
предназначена для приема (и излучения) сигнала в соответствующей 
среде распространения. Элементы размещены так, чтобы обеспечи­
валось формирование требуемой диаграммы направленности в задан-

Рис. 1.1. Структурная схема УУ-элементной адаптивной антенной решетки

ной области пространства. Характеристики элементов и их фактиче­
ское расположение в решетке налагают основные ограничения на ре­
зультирующие свойства системы с адаптивной решеткой. Выходные 
сигналы каждого элемента поступают в диаграммообразующую схему, 
где они сначала умножаются на комплексные весовые коэффициенты 
(с учетом амплитуды и фазы), а затем суммируются и образуют в ре­
зультате выходной сигнал антенной решетки. Весовые коэффициенты 
диаграммообразующей схемы также (наряду с характеристиками эле­
ментов и их фактическим расположением) влияют на результирующую 
диаграмму направленности, а это, в свою очередь, определяет и воз­
можность обеспечения системой заданных требований.

Структура адаптивного процессора в очень сильной степени за­
висит от полноты априорной информации об условиях приема сигнала. 
По мере того, как количество априорной информации об условиях 
приема сигнала (например, о положении источника полезного сигнала, 
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об уровнях мощности помех и т. д.) уменьшается, все большее значение 
приобретает выбор алгоритма управления. В том случае, когда харак­
тер всех принимаемых сигналов точно известен и известны направле­
ния прихода этих сигналов, а также характеристики элементов ан­
тенной решетки, можно обойтись без адаптивного процессора и на 
основе простых расчетов определить значения весовых коэффициентов 
диаграммообразующей схемы, обеспечивающие улучшение приема по­
лезного сигнала или подавление помехи. Поскольку такой детальной 
априорной информации на практике нет, адаптивный процессор дол­
жен обладать способностью автоматической подстройки к любым из­
менениям (в широких пределах) условий приема сигнала. Если какие- 
либо сведения об условиях приема сигнала оказываются известными 
или могут быть разумно сформулированы, то такая информация может 
стать полезной для определения структуры адаптивного процессора.

1.4. ФОРМУЛИРОВКА ЗАДАЧ, СВЯЗАННЫХ С АДАПТИВНЫМИ 
АНТЕННЫМИ РЕШЕТКАМИ

Основная задача, стоящая перед разработчиком адаптивной ан­
тенной решетки, заключается в улучшении приема полезного сигнала 
при наличии нежелательных сигналов помех. Термины «полезный сиг­
нал» и «сигнал помехи» означают, что характеристики сигналов этих 
двух классов в некотором смысле различны и что это различие может 
быть использовано для улучшения эффективности приема полезного 
сигнала. Например, если направление прихода полезного сигнала 
известно (или может быть установлено),то любые сигналы, поступающие 
с других направлений, могут быть подавлены с помощью формирова­
ния нулей диаграммы направленности антенной решетки в этих на­
правлениях. Аналогично, если спектр полезного сигнала занимает 
известную часть частотного диапазона, помеховые сигналы, лежащие 
вне его, могут быть подавлены с помощью полосовых фильтров. По­
скольку полезный сигнал должен быть достаточно хорошо известным 
(чтобы была возможность отличить его от сигналов помех), то можно 
считать, что природа сигнала известна, хотя его отдельные параметры 
(такие как направление прихода, амплитуда и фаза) могут подлежать 
оценке. Если основной задачей разработчика является подавление по­
меховых сигналов, то эффективность приема полезного сигнала может 
при этом ухудшаться. Аналогично, если главное внимание обращается 
на улучшение эффективности приема полезного сигнала, то может од­
новременно улучшаться эффективность приема и помехового сигнала. 
Поэтому две (и иногда противоречивые) задачи улучшения эффектив­
ности приема полезного сигнала и подавления помех должны решать­
ся одновременно и так, чтобы результирующая эффективность приема 
полезного сигнала увеличивалась. Во многих случаях наилучшей 
характеристикой результирующей эффективности приема оказывается 
выходное ОСШ. В пассивных приемных системах, однако, главной за­
дачей является определение присутствия (отсутствия) полезного сиг­
нала на фоне сигналов помех и шума. Определение факта присутствия 
или отсутствия сигнала требует принятия соответствующего решения, 
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которое не обеспечивается простой максимизацией выходного ОСШ. 
Теория статистических решений обеспечивает получение решения для 
задач этого типа на основе минимизации среднего риска, связанного с 
неправильными решениями. Оптимальные процессоры, синтезирован­
ные на основе теории статистических решений, близки к процессорам, 
полученным при максимизации выходного ОСШ, что подчеркивает 
сходство решаемых такими процессорами задач, которые вначале ка­
зались совершенно различными.

Для реализации на практике потенциальных возможностей эффек­
тивного приема полезного сигнала разработчик системы с адаптивной 
антенной решеткой должен так выбрать ее основные элементы (конфи­
гурацию решетки, диаграммообразующую схему, процессор „сигнала 
и алгоритм адаптивного управления весовыми коэффициентами), 
чтобы система удовлетворяла нескольким различным требованиям и 
при этом была по возможности простой и недорогой. Требования, 
предъявляемые к работе системы, удобно разделить: на требования к 
переходному и установившемуся режимам. Переходный режим опреде­
ляется как промежуток времени, необходимый для подстройки адаптив­
ной системы, в результате которой достигается установившийся режим 
или система успешно отслеживает изменение условий приема сигнала. 
Установившийся режим наступает после завершения переходного ре­
жима и может определяться различными характеристиками, к числу 
которых обычно относятся форма результирующей диаграммы направ­
ленности и выходное отношение мощности сигнала к сумме мощностей 
помехи и шума. В гл. 3 подробно рассматриваются наиболее употре- 
бимые критерии эффективности работы систем. Характеристики систе­
мы с адаптивной антенной решеткой в переходном режиме сложным 
образом зависят от выбранного алгоритма подстройки и условий при­
ема сигнала. Характеристики же системы в установившемся режиме 
могут быть легко определены на основе данных о значениях комплекс­
ных весовых коэффициентов, об условиях приема сигнала и о структу­
ре антенной решетки.

Определенная взаимосвязь существует между скоростью изменения 
нестационарного шумового поля и характеристиками адаптивной си­
стемы в установившемся режиме; в общем случае, чем медленнее такие 
изменения, тем лучше характеристики системы. Поэтому при разработ­
ке любой адаптивной системы необходимо находить оптимальное ком­
промиссное решение между скоростью и точностью адаптации.

Требования, предъявляемые к системе, накладывают определенные 
ограничения на допустимый диапазон изменения скоростей переходно­
го процесса. В самолетных системах радиосвязи, например, наиболь­
шая скорость переходного процесса ограничена частотой модуляции 
сигнала (поскольку при очень высокой скорости модуляция сигнала 
будет влиять на весовые коэффициенты). Наименьшая же скорость пе­
реходного процесса определяется из условия обеспечения (достаточно 
быстрой) компенсации эффектов, обусловленных собственным движе­
нием самолета.

Весовые коэффициенты в системах с адаптивными антенными решет­
ками могут подстраиваться с помощью одного из многочисленных ал­



горитмов; некоторые из них могут быть выполнены как в аналоговой, 
так и цифровой форме, тогда как другие могут быть реализованы толь­
ко в цифровом виде, для чего предполагается использование, по край­
ней мере, небольшой цифровой ЭВМ. «Наилучший» алгоритм для 
заданного применения выбирается с учетом многих факторов, включая: 
характеристики сигнала, имеющуюся априорную информацию, оптими­
зируемые параметры системы, необходимую скорость адаптации про­
цессора, схемную сложность, технологические требования и стоимость. 
Для многих используемых на практике систем радиосвязи аналого­
вые методы построения более пригодны, чем цифровые, так как они 
обеспечивают более высокое быстродействие и меньшую стоимость. 
Кроме того, аналого-цифровое преобразование широкополосных сиг­
налов, требуемое для некоторых цифровых алгоритмов, может оказать­
ся невыполнимым при достаточно высоких частотах, используемых во 
многих системах радиосвязи. Однако если требуемая скорость поступ­
ления входных данных оказывается относительно невысокой (около 
1 Мбит/с или меньше, как, например, в антенных решетках гидролока­
торов), то более предпочтительной будет цифровая реализация.

Как следует из рис. 1.1, сигнал, принимаемый антенной решеткой, 
поступает на ее элементы в различные моменты времени, определяе­
мые направлением прихода сигнала и расположением элементов решет­
ки. Во многих практических случаях реальный принимаемый сигнал 
состоит из модулированной несущей и переносимая информация за­
ключена только в ее комплексной огибающей. Если s (t) обозначает 
сигнал в виде модулированной несущей, то s (t) обычно используется 
для обозначения комплексной огибающей s (t) (см. приложение Б). 
В дальнейшем для простоты будем считать, что все сигналы представ­
ляются их комплексными огибающими. Поэтому будем полагать, что 
сигнал каждого из N каналов xh (/) описывается комплексной оги­
бающей, получаемой на выходе элементов антенной решетки, и содер­
жит компоненты сигнала и шума, т. е.

хк (0 = sk (t) + nk (0, k = 1, 2, ..., N. (1.1)

В линейной эквидистантной антенной решетке при идеальных усло­
виях распространения величина sfe (/) определяется направлением при­
хода полезного сигнала. Например, если направление прихода полез­
ного сигнала составляет угол 0 относительно положения равносиг­
нального направления, то (для узкополосного сигнала)

Sk (t)=s(t)exp

где d — межэлементное расстояние; X — длина волны, имеющей пло­
ский фронт; предполагается, что все элементы решетки идентичны.

Выходной сигнал адаптивной антенной решетки с диаграммообра­
зующей схемой (рис. 1.1) можно записать как

y(t)=^Whxh(t). (1.3)
k=\
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Выражение (1.3) можно представить в более удобной матричной форме: 
у (/) = wrx = xrw, (1.4)

где Т обозначает операцию транспонирования, а векторы w и х оп­
ределяются выражениями:

wr = [юхи)2 ... ад|, (1.5)
ХГ = [XiX2 ... Xjvl. (1.6)

В дальнейшем полужирным шрифтом будут обозначаться: строчными 
буквами — векторы, а прописными — матрицы.

Основной задачей адаптивного процессора является такая подстрой­
ка переменных весовых коэффициентов, при которой оптимизируется 
определенный критерий эффективности. Критерий эффективности оп­
ределяет работу адаптивного процессора и должен выбираться исходя 
из требуемых характеристик системы в установившемся режиме. К 
числу наиболее широко используемых критериев эффективности можно 
отнести: среднюю квадратическую ошибку (СКО) [9, 24—27]; ОСШ 
[6, 14, 28—301; мощность выходного шума [311; максимальный коэф­
фициент передачи антенной решетки [32, 33]; минимальное искажение 
сигнала [34, 35], а также модификации этих критериев, в которых вво­
дятся различные ограничения [16, 36—39]. В гл. 3 критерии эффек­
тивности формулируются с помощью характеристик сигнала, описы­
ваемых соотношениями (1.1)—(1.4). Получаемые решения определяют 
оптимальный выбор комплексного весового вектора и соответствующее 
оптимальное значение критерия эффективности. Будет показано, что 
на эффективность работы решающее влияние оказывают фактические 
условия приема сигнала, при описании которых должно быть обяза­
тельно учтено размещение элементов в решетке. Поскольку конфигу­
рация антенной решетки-может оказывать сильное влияние на резуль­
тирующую эффективность системы, целесообразно сначала рассмот­
реть влияние размещения элементов в решетке, а затем продолжить 
анализ, используя полученные результаты. Влияние конфигурации ан­
тенной решетки на характеристики системы рассматривается в гл. 2.

1.5. СОВРЕМЕННОЕ ТЕХНИЧЕСКОЕ ИСПОЛНЕНИЕ

Несмотря на то, что подавляющее большинство адаптивных антен­
ных решеток разрабатывается сегодня для применения в связных, ра­
дио- и гидролокационных системах, используемые при этом методы 
пригодны также для задач радиоастрономии, сейсмологии и ультразву­
ковой техники [40]. Чтобы получить общее представление о современном 
техническом исполнении, целесообразно обратиться к краткому рас­
смотрению элементов радио- и гидролокационных систем. В обеих си­
стемах сначала излучается сигнал, а затем по отраженным сигналам 
обнаруживается цель. Поэтому нет ничего удивительного в том, что 
основные принципы построения радиолокаторов в равной степени при­
менимы и для создания гидролокационных систем [41].

В любой системе измерения дальности с использованием отражен­
ного сигнала максимальная дальность обнаружения 7?тах связана 
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С минимальным периодом Гпип между последовательно излучаемыми 
импульсами (и следовательно, частотой повторения импульсов) соот­
ношением

= 2A’max/v, (1.7)

где v — скорость распространения излученного сигнала.
При гидролокационных измерениях скорость распространения 

звука в воде меняется в широких пределах при изменении температу­
ры, однако для приближенных вычислений можно пользоваться но­
минальным значением скорости, равной 1500 м/с [42]. Скорость распро­

странения электромагнитных волн в ат­
мосфере может быть выбрана примерно 
равной скорости света, 3-108 м/с.

Если разрешающая способность по 
дальности выбирается равной rd, то мак­
симальная длительность импульса /гаах 
(при отсутствии сжатия импульса) опре­
деляется выражением

[щах ~ 2г^/а. (1-8)

Необходимо отметить, что rd соответст-
Рис. 1.2. Сигнал в виде радио- вует также минимальной начальной 

импульса дальности, в пределах которой невоз­
можно обнаружение цели из-за потери 

работоспособности приемника на время восстановления разрядника 
антенного переключателя после излучения. Поскольку полоса частот 
импульсного сигнала обратно пропорциональна его длительности, то 
нетрудно видеть, что разрешающая способность по дальности также 
зависит от полосы пропускания основных элементов приемно-передаю­
щей части системы.

Излучаемые сигналы имеют форму импульсной последовательности, 
в которой каждый импульс представляет собой модулированную несу­
щую, как показано на рис. 1.2. Частота несущей /0, в свою очередь, 
определяет длину волны, так как

/-о — п//о (1-9)

В гидролокационных системах обычно используются частоты, лежащие 
в диапазоне 100—100 000 Гц [42], тогда как в радиолокационных 
область рабочих частот может простираться от нескольких мегагерц 
вплоть до оптического или ультрафиолетового диапазонов, хотя боль­
шая часть оборудования разрабатывается для диапазона 1—40 ГГц. 
Длина волны является важным параметром, поскольку межэлементное 
расстояние (измеряемое в единицах Хо) оказывается одной из основных 
характеристик, определяющих диаграмму направленности антенной ре­
шетки.
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1.5.1. Радиолокационная техника

Наблюдаются постоянное расширение областей применения радио­
локационных систем и увеличение требований к их эффективности в 
случаях применения как для военных, так и для гражданских целей. 
Радиолокационные системы военного назначения должны обеспечивать 
одновременное решение ряда задач, которые еще в недавнем прошлом 
выполнялись отдельными радиолокаторами. Например, в радиолока­
ционной системе управления стрельбой может потребоваться выполне­
ние следующих функций: обзор пространства; обнаружение и сопро­
вождение как малоскоростных, так и высокоскоростных целей, находя-

Антенная 
решетка

Рис. 1.3. Упрощенная структурная схема типовой радиолокационной системы

щихся на очень малых или на очень больших высотах; управление 
стрельбой ракетами или орудиями по воздушным и наземным (навод. 
ным) целям и, кроме этого, выполнение задач навигации и разведки- 
К задачам радиолокационных систем гражданской авиации относятся: 
управление воздушным движением; предотвращение столкновений в 
воздухе; обеспечение посадки по приборам; метеорологическая развед­
ка и навигация. Расширяется применение радиолокаторов для контро­
ля за дорожным движением и перевозками, а также для исследований 
земных ресурсов [43].

Повышенные требования к эффективности и гибкости современных 
радиолокационных систем обусловливают их высокую сложность и мно­
гофункциональность. Появление надежных недорогих цифровых элект­
ронных микросхем сделало возможным использование для обработки 
сигнала, принятия решения и управления цифровых устройств, кото­
рые считались непрактичными и слишком дорогими еще несколько лет 
тому назад. Несмотря на сложность и специфику, присущие современ­
ным радиолокационным системам, такие системы все еще удобно рас­
сматривать состоящими из отдельных блоков, каждый из которых вы­
полняет определенную функцию в работе системы. На рис. 1.3 показана 
упрощенная структурная схема радиолокационной системы с цифровым 
управлением, содержащая пять основных блоков [43], функции кото-
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Таблица 1.1

Название блока Функции блока

Передатчик

Антенна

Приемник

Сигнальный про­
цессор
Индикатор

Генерирование высокочастотных сигналов с высоким уров­
нем мощности
Формирование передающей и приемной диаграмм направ­
ленности
Преобразование частоты и усиление при низком уровне 
шума
Обнаружение цели, слежение за целью на фоне отражений 
от местности и определение траектории цели
Преобразование обработанных в процессоре сигналов в 
смысловую тактическую информацию

рых указаны в табл. 1.1. Наибольший интерес представляют антенна, 
приемник и сигнальный процессор, которые будут кратко рассмотрены 
далее.

Излучающие элементы и антенные решетки. Чрезвычайно большие 
диапазоны рабочих частот и уровней мощности современных радиоло­
кационных систем привели к большому разнообразию излучающих эле­
ментов, к которым относятся: огромные параболические рефлекторы и 
сравнительно небольшие рупоры; простые диполи; петлевые и многопет­
левые конструкции [44]; спирали [45] и логопериодические излучате­
ли [46]. Антенны с большим раскрывом обеспечивают формирование уз­
ких диаграмм направленности, необходимых для обнаружения целей на 
больших дальностях и для обеспечения высокой разрешающей способ­
ности. Диапазон СВЧ является наиболее подходящим для радиолока­
ционного применения, поскольку физические размеры раскрыва антен­
ны оказываются малыми (хотя и во много раз превосходят значение дли­
ны волны).

Антенны радиолокационных систем обычно отличаются от антенн си­
стем радиосвязи. Для антенн радиолокаторов характерны остронаправ­
ленные сканирующие диаграммы направленности, тогда как для боль­
шинства систем связи требуются ненаправленные или направленные, но 
фиксированные диаграммы. Первые радиолокаторы (созданные в период 
второй мировой войны) работали в диапазонах высоких и сверхвысоких 
частот и использовали антенны в виде решеток. В радиолокационных 
системах диапазона СВЧ широко используются антенны с параболиче­
скими рефлекторами, хотя и линзовые антенны также находят примене­
ние. Для применения в бортовых радиолокационных системах наиболее 
подходящими оказываются встроенные антенны и антенны поверхност­
ных волн, так как они не выступают за пределы обшивки корпуса.

Антенна в виде решетки существенно отличается по принципу дей­
ствия от антенн с рефлекторами и линзовых. В антеннах как линзовых, 
так и рефлекторного типа волновой фронт на выходе облучателя 
является сферическим и преобразуется в плоский волновой фронт за 
счет действия линзы или рефлектора. В антенных же решетках благода­
ря соответствующим фазовым соотношениям, обеспечиваемым до излу­
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чения сигнала, всегда излучается волна с плоским фронтом. Для радио­
локационных применений наибольшее распространение получили два 
типа антенных решеток: линейная и плоская.

Линейная решетка состоит из элементов, расположенных на пря с й 
линии. Плоская же решетка является двухмерной, в которой элемент ы 
расположены на плоскости. Линейная антенная решетка наиболее час­
то используется для формирования веерной диаграммы и оказывается 
полезной там, где желательно иметь значительную ширину диаграммы 
направленности в одной плоскости и малую ширину — в ортогональной 
ей плоскости. Плоская антенная решетка используется в радиолокаци­
онных приложениях наиболее часто, так как обладает наилучшими 
функциональными возможностями, чем антенны других типов. Веерная 
диаграмма направленности легко формируется решеткой с прямоуголь- 
нЫм раскрывом. Остронаправленный луч можно получить с помощью 
раскрыва квадратной или круговой формы. За счет соответствующего 
управления весовыми коэффициентами в антенной решетке можно осу­
ществить режим одновременного формирования нескольких лучей для 
обзора и (или) сопровождения, используя один и тот же раскрыв. Такая 
возможность обеспечивается многими индивидуально управляемыми 
элементами решетки и делает последнюю привлекательной (хотя слож­
ной и дорогой) для радиолокационных применений. Появление относи­
тельно недорогих устройств цифрового управления, а также использо­
вание частично адаптивных решеток 147—49] может в скором времени 
привести к резкому снижению стоимости системы, связанной, в первую 
очередь, с управлением диаграммой решетки и обработкой сигнала.

Для сканирования диаграммы направленности необходимо обеспе­
чивать соответствующие фазовые сдвиги сигнала на каждом элементе 
антенной решетки. Фазосдвигающие устройства можно классифициро­
вать как: 1) устройства с фиксированным сдвигом фаз, 2) механически 
управляемые фазовращатели и 3) электронно управляемые фазовраща­
тели [50]. Для современных систем наиболее важны электронные фазо­
вращатели. В диапазоне СВЧ регулируемый фазовый сдвиг может быть 
реализован при использовании ферритовых материалов, р — i — п - 
диодов, газонаполненных разрядников или ламп бегущей волны [51].

Антенные решетки могут быть выполнены очень компактно и поэто­
му особенно привлекательны для применений на борту кораблей [52]. 
Пример вращающейся линейной антенной решетки, состоящей из 80 
волноводных рупоров, описан в [53]. Управление диаграммой плоской 
антенной решетки осуществлялось с помощью фазовращателей в радио­
локаторе типа FH MUSA в период второй мировой войны [54, 55]. При­
мером радиолокатора с электронно-сканирующей диаграммой направ­
ленности является радар типа ESAR, имеющий примерно 16-метро­
вую плоскую антенную решетку, содержащую 8000 элементов, управ­
ляемых с помощью схемы фазирования с преобразованием частоты [50].

Приемники. Шум и его устранение являются главными условиями, 
из которых исходят при разработке радиолокационного приемника. 
Поэтому проектирование приемника наиболее часто базируется на обес­
печении максимального ОСШ на выходе его линейной части. Такой под­
ход приводит к построению приемника в виде согласованного фильтра 
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или коррелятора. В радиолокационных приложениях использовались 
приемники различных типов, включая супергетеродинные, суперреге­
неративные и прямого усиления [56]. Наиболее известным и широко ис­
пользуемым типом приемника является супергетеродинный, который 
оказывается наиболее полезным в тех случаях, когда простота и ком­
пактность оказываются особенно важными [50]. Принимаемый сигнал 
с выхода антенны проходит через циркулятор и усиливается малошумя­
щим усилителем радиочастоты (УРЧ). После УРЧ сигнал поступает на 
преобразователь частоты, с помощью которого осуществляется перенос 
спектра сигнала с высокой на более низкую промежуточную частоту 
(ПЧ). На ПЧ проще обеспечить требуемое усиление и фильтрацию; 
эти операции выполняются в усилителе ПЧ.

Обработка сигнала. Обеспечив в приемнике максимальное ОСШ, не­
обходимо выполнить с помощью соответствующей обработки сигналов 
следующие операции: 1) обнаружение целей и 2) извлечение информа­
ции из принятого сигнала для получения данных о траектории цели 
(ее положении и скорости). Задача обнаружения сигнала на фоне шу­
мового поля решается на основе теории статистических решений. Ана­
логичным образом, задача извлечения информации из радиолокацион­
ных сигналов может рассматриваться как проблема статистического оце­
нивания параметров. Несмотря на то, что многие методы математичес­
кой статистики были известны и ранее, их непосредственное примене­
ние к задачам обработки радиолокационных сигналов считалось непрак­
тичным и слишком дорогостоящим еще несколько лет назад. Разработ­
ка надежных, недорогих цифровых микросхем коренным образом изме­
нила подход к созданию устройств обработки сигналов современных ра­
диолокаторов, в результате чего на практике стали использоваться та­
кие довольно сложные методы обработки, как методы селекции движу­
щихся целей (СДЦ) и методы, основанные на поточном быстром преоб­
разовании Фурье (БПФ) [571. Благодаря успехам в технологии произ­
водства цифровых схем обычными операциями стали: квадратурная об­
работка сигналов в биполярных видеоканалах; когерентная СДЦ; им­
пульсно-доплеровская обработка; сжатие импульсных сигналов, а так­
же цифровая фильтрация.

Следует иметь в виду, что существующие системы СДЦ, успешно по­
давляя пассивные помехи (отражения от местности, от облаков и т. д.), 
одновременно в некоторой степени подавляют и полезные сигналы, а 
сигналы от некоторых нежелательных движущихся объектов (напри­
мер, стай птиц и автомобилей) могут проходить на выход таких систем 
[58]. Была разработана система обнаружения малоразмерных целей на 
фоне отражений от местности, лишенная указанных недостатков 159].

1.5.2. Гидролокационная техника

Среди существующих активных гидролокационных систем можно вы­
делить следующие: 1) с последовательным обзором (прожекторного ти­
па), 2) сканирующие и 3) с параллельным обзором [60]. Гидролокатор 
с последовательным обзором имеет очень узкие передающую и приемную 
диаграммы направленности и обладает возможностью производить об­
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зор в азимутальной плоскости за счет механического Вращения антен­
ной решетки гидрофонов. Поскольку сканирование и наведение осу­
ществляются механически, то скорость поступления данных невелика 
и такая система не может обеспечить обнаружение и сопровождение 
многих целей. Особенности работы, обусловленные механическим спо­
собом наведения по углу, налагают ограничения на размеры решетки, 
в связи с чем рабочие частоты в таких системах обычно превышают 
15 кГц, что, в свою очередь, увеличивает потери в среде распростране­
ния.

Недостатки гидролокаторов с последовательным обзором преодоле­
ваются в сканирующих гидролокационных системах, в которых излуча­
ются короткие импульсы во всех направлениях и используется элект­
ронный способ сканирования узкой приемной диаграммы направлен­
ности в секторе 360° по азимуту. Принятые сигналы поступают на пано­
рамный индикатор, который широко используется как в радио-, так и 
гидролокационных системах. Гидролокационные системы сканирующе­
го типа могут обнаруживать и сопровождать несколько целей; в них мо­
гут использоваться низкие рабочие частоты, что, в свою очередь, умень­
шает потери в среде распространения. Скорость сканирования прием­
ного луча выбирается так, чтобы обеспечивался компромисс между тре­
буемым разрешением полезных целей и допустимой шириной полосы 
пропускания приемника (или минимальным ОСШ на входе).

В гидролокационной системе с параллельным обзором используется 
направленное или ненаправленное излучение, а прием осуществляется 
несколькими предварительно сформированными диаграммами направ­
ленности. Поэтому в таких системах имеется возможность обеспечить 
одновременно как высокие направленные свойства при излучении, так 
и сравнительно высокие скорости поступления данных при приеме на 
низких рабочих частотах. Таким образом, системам с параллельным об­
зором присущи достоинства гидролокаторов первых двух типов. Прием­
ник гидролокатора с параллельным обзором может иметь более узкую 
полосу пропускания, чем приемник со сканирующей диаграммой, за 
счет чего можно повысить ОСШ. К тому же в такой системе можно ском­
пенсировать доплеровский сдвиг частоты, обусловленный собственным 
движением корабля, используя так называемый метод «обнуления соб­
ственных доплеровских частот», тогда как в системах сканирующего 
типа такую коррекцию выполнить нельзя.

Главные элементы гидролокационного приемника показаны на его 
структурной схеме (рис. 1.4). Ими являются: антенная решетка гидро­
фонов; диаграммообразующая схема; сигнальный и информационный 
процессоры. Каждый из этих основных элементов (за исключением ин­
формационного процессора, который осуществляет формирование сиг­
налов изображения и другие функции, в том числе и функцию управ­
ления) будут поочередно кратко рассмотрены далее.

Приемопередающие элементы и гидрофоны. Если чувствительный 
элемент антенны гидролокатора предназначен лишь для приема акус­
тических сигналов, то он называется гидрофоном. Если же с помощью 
такого элемента обеспечивается как прием, так и излучение акустичес­
ких сигналов, то он называется приемопередающим элементом или пре­
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образователем. Для гидролокационных применений используется очень 
широкий диапазон рабочих частот от 10 Гц до 1 МГц и выше [61]. Излу­
чаемая мощность акустических колебаний изменяется в диапазоне от 
нескольких ватт до нескольких тысяч ватт на глубинах около 6000 м 
[62].

Основными физическими принципами и эффектами, используемыми 
при построении преобразователей, являются:

1. Применение подвижной катушки для преобразования энергии. 
Этот способ давно известен своим применением в динамических гром­
коговорителях. В гидролокации он широко используется при излуче­
нии очень низких частот.

Рис. 1.4. Структурная схема приемника гидролокатора

2. Эффект магнитострикции, проявляющийся в возникновении ко­
лебаний магнитных материалов, помещенных в изменяющееся магнит­
ное поле. Магнитострикционные материалы обладают высокой прочно­
стью и хорошо обрабатываются. Преобразователи, построенные на ос­
нове магнитострикционных материалов, в больших количествах выпус­
кались и широко применялись в период второй мировой войны.

3. Пьезоэлектрический эффект, характеризующийся появлением ме­
ханических колебаний специальных материалов, имеющих кристалли­
ческую структуру, когда на них воздействует переменный ток или из­
меняющееся магнитное поле. Некоторым керамическим материалам так­
же свойствен аналогичный эффект; причем они обладают очень высоки­
ми электромеханическими свойствами. Поэтому в течение последнего 
десятилетия основная масса гидролокационных преобразователей стро­
илась на базе пьезокерамических устройств, работающих в широком 
диапазоне частот и обладающих как высокой чувствительностью, так и 
значительным коэффициентом полезного действия.

В некоторых экспериментальных работах использовались преобра­
зователи гидродинамического типа, а также построенные на основе 
переменного магнитного сопротивления. Однако в гидролокации такие 
устройства не смогли составить конкуренцию пьезокерамическим пре­
образователям [61].

Антенные решетки гидролокаторов. В настоящее время стали приме­
няться более совершенные антенные решетки преобразователей с управ­
ляемыми диаграммами направленности, имеющими низкий уровень бо­
ковых лепестков. Существует множество разнообразных типов антен­
ных решеток гидролокаторов: линейные, плоские, цилиндрические,
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Рис. 1.5. Плоская пря­
моугольная 500-эле­
ментная антенная решет­

ка гидролокатора

сферические, конформные, объемные, рефлекторные, а также акусти­
ческие линзы [63]. Антенные решетки различных типов могут ис­
пользоваться как буксируемые, так и конформные (когда поверхность 
решетки повторяет форму подводной части корабля). Такие антенные 
решетки могут применяться в системах с управляемой диаграммой на­
правленности, в гидролокаторах бокового об­
зора, а также в системах с синтезированным 
раскрывом.

Простая плоская антенная решетка разме­
ром 0,6 х 1,2 м, имеющая более 500 элементов 
и предназначенная для работы на больших 
глубинах, показана на рис. 1.5. В поисках воз­
можностей использования большой мощности 
и низких рабочих частот (обусловливающих 

малые потери, связанные с затуханием в сре­
де распространения) были созданы антенные 
системы, состоящие из нескольких антенных 
решеток, имеющие очень большие физичес­
кие размеры (достигающих нескольких длин 
волн). Одна из таких плоских антенных ре­
шеток имела размеры 10,5 X 15 м, массу 150 т, 
работала на низкой частоте и обладала мощ­
ностью излучения около 1 МВт [63]. В на­
стоящее время нет точной теории, описываю­
щей работу излучателей, размеры которых 
соизмеримы с длиной волны. Было установле­
но, что в больших антенных решетках со зна­
чительным числом близко расположенных эле­
ментов образуются участки с аномальным пол­
ным сопротивлением. Это явление, обуслов­
ленное взаимным влиянием элементов в решетке, многими разработчи­
ками не учитывалось. В связи с этим возникло понятие «управления 
колебательной скоростью элемента» [64, 65] для предохранения отдель­
ных элементов решетки преобразователей от влияния чрезмерных изме­
нений полного сопротивления.

В современном корабельном гидролокаторе используется обтека­
тель, расположенный в носовой подводной части корпуса и имеющий 
обычно сферическую форму, внутри которого помещается цилиндричес­
кая антенная решетка, подобная показанной на рис. 1.6. В этой антен­
не используются стержневые преобразователи с продольным типом ко­
лебаний, состоящие из излучающей передней накладки с малой массой, 
тяжелой тыльной накладки и расположенного между ними активного 
пьезокерамического материала в виде колец или дисков [63]. Осевая 
симметрия цилиндрической антенной решетки позволяет довольно про­
сто управлять диаграммой направленности в азимутальной плоскости. 
Симметрия решетки дает возможность также использовать однотипное 
электронное оборудование для выполнения фазирования и задержки 
при формировании диаграммы направленности в любом азимутальном 
направлении. Плоские антенные решетки не обладают этим достоинст­
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вом, так как формирование каждого нового направления в пространст­
ве (по азимуту или по углу места) требует использования другого элект­
ронного оборудования.

Рассмотрение свойств симметрии антенной решетки приводит к за­
ключению, что идеальной формой для наибольшего диапазона перекры­
тия по всем направлениям является сферическая антенная решетка, 
аналогичная показанной на рис. 1.7, имеющая в диаметре 5 м и содер­
жащая более 1000 приемопередающих элементов. Такая сферическая 
антенная решетка может быть размещена в носовой части подводной 
лодки под акустически прозрачным обтекателем, обеспечивающим ми­
нимальные искажения диаграммы направленности.

Рис. 1.6. Цилиндрическая антенная 
решетка гидролокатора, устанавли­
ваемая внутри обтекателя в носовой 

части корабля

Рис. 1.7. Сферическая антенная ре­
шетка диаметром 5 м, содержащая 

более 1000 преобразователей

Диаграммообразующая схема. Быстрый прогресс в физике полу­
проводников обусловил революционные изменения в радиоэлектро­
нике. Эти достижения позволили создать компактные цифровые ЭВМ, 
нашедшие применение на подводных лодках и небольших кораблях 
типа эсминцев. В результате изделия цифровой техники стали приме­
няться для цифрового формирования диаграмм направленности гидро­
локаторов, а также последующей обработки и распознавания акусти­
ческих сигналов.

Обычно формирование диаграммы направленности многоэлемент­
ной антенной решетки сводится к созданию нескольких лучей с помо­
щью соответствующих задержек и матриц весовых коэффициентов. При 
этом такие лучи могут быть фиксированными пли управляемыми по на­
правлению. Классические гидролокационные системы 50-х и 60-х го­
дов состояли, главным образом, из независимых приемников для каж­
дого преобразователя антенной решетки. Позднее возможности более 
сложной обработки сигналов многоэлементных антенных решеток с по­
мощью ЭВМ привели к созданию комплексных гидролокационных сис­
тем с обработкой данных от нескольких антенных решеток [66, 67]. Для 
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работы в таких системах требуется универсальная цифровая ЭВМ, яв­
ляющаяся основой цифровой диаграммообразующей схемы, с помощью 
которой осуществляется программируемая задержка и формируются 
матрицы весовых коэффициентов. Несколько таких цифровых програм­
мируемых диаграммообразующих схем может использоваться для всех 
решеток комплексной системы. Кроме того, программируемые матрицы 
весовых коэффициентов диаграммообразующей схемы позволяют адап­
тировать приемную диаграмму направленности к изменяющейся струк­
туре маскирующего шумового фона.

Сигнальный процессор. Обработка сигнала включает фильтрацию, 
спектральный анализ, корреляцию и связанные с ними операции сжа­
тия динамического диапазона и нормировки, обеспечивающие «согла­
сование» принятых антенной решеткой сигналов с функциями инфор­
мационного процессора (рис. 1.4) [60, 68]. За счет сжатия динамичес­
кого диапазона и нормировки устраняется нежелательное влияние не­
которых пространственных и временных характеристик акустического 
канала. От того, насколько успешно решена эта задача, зависит работа 
системы в целом.

Современные тенденции в обработке сигналов требуют использо­
вания больших программируемых сигнальных процессоров, обладаю­
щих высокой надежностью [67]. Одним из основных достоинств при­
менения таких процессоров является возможность построения с их по­
мощью многопроцессорных систем.

1.6. ПОСТРОЕНИЕ КНИГИ

Часть I. В гл. 2 вводятся основные понятия, относящиеся к работе 
адаптивной решетки. Сначала рассматриваются условия приема сигна­
лов, при которых можно ожидать улучшения приема полезного сигна­
ла за счет использования адаптивной решетки. Затем анализируются 
структура решетки и влияние выбора конкретной структуры на дости­
жимую эффективность системы. Показаны потенциальные возможно­
сти увеличения выходного ОСШ за счет подстройки весовых коэффи­
циентов в диаграммообразующей схеме решетки.

Для того чтобы охарактеризовать способность адаптивной антенной 
решетки автоматически реагировать на изменяющиеся условия прие­
ма, прежде всего необходимо определить критерий эффективности сис­
темы. Этот критерий эффективности является величиной, которая долж­
на максимизироваться (пли минимизироваться) при работе адаптивной 
решетки. В гл. 3 приводятся несколько широко используемых крите­
риев эффективности как для широкополосных, так и для узкополосных 
сигналов и систем, основанных на функциональной модели адаптив­
ной антенной решетки.

Пределы эффективности любой системы с адаптивной антенной ре­
шеткой обусловлены:

1) физической структурой решетки;
2) условиями приема сигнала.
Указанные факторы влияют на эффективность решетки, достигае­

мую после завершения автоматического процесса адаптации, протека­
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ющего сравнительно продолжительный отрезок времени до достижения 
установившегося режима. Для каждого критерия эффективности может 
быть получено аналитическое решение в установившемся режиме при­
менительно к задаче управления адаптивной решеткой, что позволяет 
разработчику оценить пределы эффективности системы в целом. Приво­
дятся необходимое математическое обоснование аналитических реше­
ний в установившемся режиме при различных критериях эффективно­
сти и соотношения между полученными результатами и оптимальным 
винеровским решением.

Часть II. Основой системы с адаптивной антенной решеткой, опре­
деляющей ее способность к адаптации, является алгоритм адаптивного 
управления, с помощью которого диаграмма направленности подстра­
ивается в соответствии с информацией о сигнале, получаемой с выходов 
элементов решетки. Во второй части книги, куда входят гл. 4—10, рас­
сматриваются различные классы алгоритмов адаптации. В некоторых 
случаях алгоритмы адаптации могут выбираться на основании имею­
щейся априорной информации. Эта информация может заключаться в 
том, что:

1) принимаемый полезный сигнал известен;
2) принимаемый полезный сигнал неизвестен, однако направление 

его прихода известно;
3) принимаемый полезный сигнал и направление его прихода неиз­

вестны, но известен уровень его мощности.
Наконец, возможен случай, когда априорные данные о полезном сиг­

нале отсутствуют, однако необходимая информация приобретается в 
процессе работы («обучения») адаптивной антенной решетки. Выбор 
алгоритма адаптации (или подстройки) оказывает важное влияние на 
эффективность системы в переходном режиме.

Анализируется сходимость различных алгоритмов адаптации, срав­
нивается их эффективность и рассматриваются достоинства и недостат­
ки алгоритмов адаптации при определенных условиях работы. Для 
удобства дается сводка результатов, помогающая разработчику оце­
нить, какой из Имеющихся алгоритмов наиболее соответствует конкрет­
ным условиям приема сигнала и требованиям, предъявляемым к систе­
ме.

Часть III. Рассматриваемые до сих пор условия работы адаптив­
ной решетки были неидеальными только в том смысле, что сопровожда­
лись присутствием помех, которые решеткой должны подавляться. 
В действительности же ряд других факторов зачастую может привести 
к недопустимому снижению эффективности, если не принять специаль­
ных мер. Такими факторами являются: широкополосность обрабаты­
ваемых сигналов; эффекты многолучевого распространения; рассогла­
сование в каналах, а также задержка распространения сигнала в ре­
шетке. Рассматривается способ, позволяющий ослабить влияние этих 
факторов с помощью обработки сигналов на основе многоотводных ли­
ний задержки, и даются рекомендации по проектированию таких ли­
ний, обеспечивающих необходимый уровень компенсации. В заключе­
ние обсуждаются направления исследований в данной области и тен­
денции развития систем с адаптивными антенными решетками.
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1.7. ВЫВОДЫ

Итак, рассмотрены основные аргументы в пользу применения сис­
тем с адаптивными антенными решетками. Определены главные эле­
менты адаптивной решетки и приведены наиболее важные проблемы, 
с которыми встречается разработчик таких систем. При создании адап­
тивной антенной решетки должны учитываться следующие противо­
речивые требования [69]:

1. Аппаратурная сложность и стоимость.
2. Скорость обработки данных.
3. Максимальная дальность обнаружения (для радио- и гидроло­

каторов).
4. Разрешающая способность по угловой координате (а также по 

дальности и доплеровской частоте для радио- и гидролокаторов).
5. Точность измерения дальности, пеленга и доплеровской часто­

ты (для радио- и гидролокаторов).
6. Требования к эффективности системы с адаптивной решеткой в 

переходном и установившемся режимах.
Поскольку подавление помех с помощью создания нулей диаграм­

мы в направлении их источников в настоящее время считается одним 
из принципиальных достоинств адаптивных решеток, то имеет смысл 
рассмотреть показатели эффективности таких систем, обеспечиваемые 
с помощью современной техники.

Подоптимальный процессор гидролокационной системы с антенной 
решеткой, известный под названием DICANNE, применялся при испы­
таниях для борьбы с помехами, создаваемыми кораблями, и формировал 
нули диаграммы направленности глубиной 10—15 дБ [60]. Использова­
ние оптимального широкополосного процессора, принцип действия ко­
торого основан на критерии минимума искажений полезного сигнала, 
при моделировании на ЭВМ работы гидролокатора обеспечивало эф­
фективное подавление сильного когерентного помехового сигнала за 
счет формирования нулей диаграммы глубиной 50 дБ [60]. Оказалось, 
что эффективность подавления помех сильно зависит: 1) от изменений 
углового положения источника помехи относительно решетки, 2) от 
незначительных погрешностей адаптивных весовых коэффициентов и 3) 
от случайных флуктуаций оценки корреляции за счет конечного вре­
мени интегрирования.

В работе [70] описана малогабаритная (массой примерно 0,4 кг) 
четырехэлементная адаптивная антенная решетка, построенная на 
гибридных интегральных микросхемах СВЧ диапазона и предназна­
ченная для работы в системах радиосвязи. В этой адаптивной решетке 
использовался алгоритм управления нулями диаграммы направлен­
ности, предназначенный для когерентного подавления помехи, дей­
ствующей по боковым лепесткам, на 25—30 дБ в широком диапазоне 
частот (60—100 МГц) при слабом полезном сигнале и сильной помехе. 
Для достижения такой высокой степени подавления помехи требова­
лось очень хорошее согласование характеристик элементов в каналах 
(в пределах 20% полосы частот).
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Была также испытана и другая четырехэлементная эксперименталь­
ная система с адаптивной решеткой, предназначенная для подавления 
помех в системах связи [44]. Если угловое рассогласование между ис­
точниками полезного сигнала и помехи достаточно велико (превышает 
угловую разрешающую способность антенной решетки), то нетрудно 
сформировать нули глубиной 10—20 дБ в частотном диапазоне 200— 
400 МГц. При этом предполагается, что рассматриваемая система не 
обладает способностью распознавания сигналов по их поляризации. 
В том случае, когда поляризация полезного сигнала и помехи различ­
на и антенная решетка позволяет выявить эти различия, можно обес­
печить подавление помехи и улучшить эффективность приема полез­
ного сигнала, даже при одинаковом угловом направлении их излуче­
ния. Еще одна система с цифровым управлением была разработана для 
применения в СВЧ каналах радиосвязи и обеспечивала подавление по­
мех на 20 —32 дБ [711.

Таким образом, на практике обеспечивается надежное подавление 
помех на 10—20 дБ. Более трудной, но гем не менее практически осу­
ществимой задачей является достижение подавления на 20—35 дБ и, 
как правило, в реальных системах невозможно добиться подавления 
помехи более 35 дБ.

В настоящее время наибольшее влияние на развитие систем приема 
сигналов оказывает быстрый прогресс в области цифровой техники. 
Всеобъемлющее использование цифровой техники при обработке по­
лезных сигналов и их распознавании позволяет реализовать на прак­
тике вытекающие из теории потенциальные возможности систем. При­
менение цифровых процессоров и устройств памяти позволило осуще­
ствлять с высокой скоростью обработку (корреляцию и классифика­
цию) данных, получаемых при обзоре больших объемов пространства, 
что явилось основой новых методов обзора. Первоначально в адаптив­
ных антенных решетках использовалось ограниченное число элемен­
тов. В дальнейшем при увеличении числа элементов и сложности обра­
ботки, вероятно, произойдет слияние методов этой обработки с мето­
дами оптической и акустической голографии [68, 72]. Со своей стороны, 
голографические методы приближаются к методам обработки сигналов 
в антенных решетках, так как в них наблюдается постепенный переход 
от бесконечной непрерывной совокупности данных (как в оптической 
голографии) к конечному числу выборочных отсчетов (как в случае 
акустической голографии).

ЗАДАЧИ

1. Предположим, что необходимо выбрать параметры сигнала импульсного 
радиолокатора, обеспечивающего разрешение двух шариков для игры в пинг- 
понг, находящихся на расстоянии 6,3 см друг от друга и на расстоянии до 10 м 
от антенны.

A. Какова должна быть частота повторения импульсов?
Б. Какой должна быть ширина полосы пропускания приемного канала ра­

диолокатора?
B. Какое значение частоты несущей радиоимпульса должно быть выбрано в 

системе, если желательно сохранить неизменным межэлементное расстояние в ре­
шетке d = 2 см (где d = Х0/2)?
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2. При разработке реальной гидролокационной системы должны быть учте­
ны многие факторы: все параметры гидролокатора (излучаемая мощность, отра­
жающие свойства цели и т. д.) и характеристики среды распространения. Влия­
ние характеристик в основном зависит от рабочей частоты. Сильно упрощая си­
туацию, будем считать, что единственными факторами, влияющими на эффек­
тивность приема сигнала, являются затухание сигнала при распространении в 
среде п шум. Пусть коэффициент затухания а определяется выражением

lg (а) = 1 [-21 + 5 lg (/)].

Кроме того, пусть спектральная плотность шума No определяется формулой

Ю lg (jV0) = 1 [20 - 50 lg (/)].

Какое значение частоты несущей радиоимпульса необходимо выбрать для оп­
тимизации системы, если критерием эффективности является величина J = Сха + 
+ C21VO (где Сг и <?2 — относительные стоимости указанных факторов)?

Глава 2. ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ

Для того чтобы понять суть потенциальных возможностей повыше­
ния эффективности приема сигналов антенной решеткой в присутствии 
помех, создаваемых несколькими источниками, а также способ реали­
зации этих возможностей, необходимо рассмотреть природу принимае­
мых сигналов и свойства самой решетки. К тому же характеристики эле­
ментов решетки и их расположение непосредственно влияют на эффек­
тивность работы адаптивной системы с решеткой. Поэтому сначала в 
данной главе рассматриваются характеристики сигналов и помех, а 
также эффекты, связанные с условиями распространения сигналов. 
Затем рассматриваются основные свойства антенных решеток и пока­
зываются возможности подстройки их диаграмм направленности с це­
лью улучшения приема полезного сигнала. Приводятся компромиссные 
рекомендации по определению наиболее экономичной конфигурации 
линейных и плоских решеток.

При разработке адаптивной антенной решетки необходимо учиты­
вать ограничения, накладываемые ее свойствами и свойствами других 
элементов, входящих в систему, на систему, а также требования, кото­
рым должна удовлетворять проектируемая адаптивная система в це­
лом. Требования, предъявляемые к системе с адаптивной решеткой, 
зависят от способа формирования весовых коэффициентов и формиру­
ются отдельно 1) для установившегося и 2) для переходного режимов. 
В первом случае предполагается, что условия приема сигнала стацио­
нарны и весовые коэффициенты достигают значений, соответствующих 
установившемуся режиму; во втором — весовые коэффициенты подст­
раиваются в соответствии с изменением условий приема сигнала. По­
скольку предъявляемые к системе требования должны быть реальными, 
они не должны превосходить потенциально возможных пределов эф­
фективности. В этой главе анализируются ограничения, обусловлен­
ные антенной решеткой. Пределы эффективности в установившемся 
Режиме рассматриваются в гл. 3. Во второй части книги дается опреде-
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ление пределов эффективности в переходном режиме. Для анализа пре­
делов эффективности систем с адаптивными решетками необходимо 
разработать их общую аналитическую модель. Получение такой моде­
ли связано с параметрами сигнала и последующей обработкой, необхо­
димой для получения требуемых выходных характеристик системы.

2.1. УСЛОВИЯ ПРИЕМА СИГНАЛА

Здесь рассматривается общая проблема обработки данных, посту­
пающих из антенной решетки, с целью повышения общзй эффективнос­
ти приема полезного сигнала. Разработчик решетки должен исполь­
зовать существенные различия параметров полезного сигнала и помехи 
для того, чтобы реализовать потенциальные возможности системы. 
Важными в этом смысле параметрами сигнала являются: направления 
прихода, амплитуда, фаза, а также спектральные, модуляционные и 
поляризационные характеристики. Поэтому имеет смысл рассмотреть 
различные характеристики полезного сигнала и помех.

2.1.1. Сигналы в активных и пассивных системах

Активные системы, такие как радио- и гидролокационные, генери­
руют импульс (пакет импульсов), распространяющийся через среду и 
отражающийся некоторой целью в обратном (к источнику излучения) 
направлении. Особенностью таких систем является то, что в течение 
большей части времени приема полезный сигнал отсутствует (в отличие 
от систем связи), хотя его параметры и направление прихода известны, 
так что распознать полезный сигнал при его поступлении довольно 
просто. В дополнение к полезному отраженному сигналу могут присут­
ствовать также сигналы, обусловленные отражениями от местных пред­
метов и многолучевым характером распространения [1]. В радиолока­
ционных системах диффузное рассеяние при многолучевом распрост­
ранении может привести к появлению ложных сигналов, а передатчик 
помех может преднамеренно генерировать мешающий сигнал. Приме­
нительно к активным гидролокационным системам двумя основными ти­
пами помех являются шум окружающей среды и шум реверберации [2].

Реверберация аналогична отражению от местных предметов в радио­
локационных системах и обусловленный ею шум может рассматривать­
ся как шум, порожденный самим сигналом и образующийся при взаи­
модействии излученного сигнала с различными диффузно рассеиваю­
щими акустическую энергию объектами. Реверберационные сигналы 
классифицируются как поверхностные, донные и объемные в зависимо­
сти от того, где они образуются. Кроме того, сигналы многолучевого 
распространения могут возникать за счет сигналов, отраженных недиф­
фузно рассеивающими отражателями. Другими причинами, обуслов­
ливающими искажения гидролокационного сигнала и связанными с 
распространением, являются: затухание, множественность путей рас­
пространения энергии, доплеровский сдвиг частоты и др. [3].

В пассивных приемных системах полезный сигнал генерируется са­
мой целью и во многих случаях может присутствовать в течение боль­
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шей части времени приема. Основной проблемой для пассивной систе­
мы является различение полезного сигнала цели на фоне шума [4]. 
В противоположность активным системам направление прихода полез­
ного сигнала в пассивных системах может быть неизвестно и сам полез­
ный сигнал следует считать в некотором смысле неизвестным. Широко 
распространенный метод различения полезного сигнала от помех ос­
нован на знании диапазона частот сигнала. В некоторых случаях уро­
вень мощности полезного сигнала может быть известен и может слу­
жить в качестве информативного параметра для различения. В систе­
мах радиосвязи с использованием широкополосных сигналов обычно 
применяется псевдошумовой код для модуляции излучаемого сигнала; 
этот же код затем служит для различения полезного сигнала.

2.1.2. Модели сигнала

В пассивной гидролокационной системе сигнал от цели может соз­
даваться различными источниками, такими как шум двигателя или шум 
гребного винта [5]. Следовательно, источник сигнала по своей природе 
имеет случайный характер. Аналогично при приеме неизвестного сиг­
нала в системе связи источник такого сигнала может рассматриваться 
как случайный. Тепловой шум антенного датчика, шум окружающей 
среды и источники сигналов помех по своей природе также являются 
случайными. Эти шумы, как правило, образуются в результате совмест­
ного действия многих независимых источников. Поэтому на основании 
центральной предельной теоремы [6] можно получить модель результи­
рующего шумового сигнала в виде гауссовского (и обычно стационар­
ного) случайного процесса. Довольно часто физическая природа явле­
ний обусловливает случайный характер рассматриваемых сигналов и 
дает основание считать их гауссовскими случайными процессами. Гаус­
совская модель сигнала удобна тем, что первый и второй моменты дают 
полное описание такой модели.

В других случаях, представляющих интерес, может оказаться за­
труднительным приписать какие-либо статистические свойства сигналу 
и считать его случайным. Тогда ставится задача разработки процессо­
ра антенной решетки, оптимального для неслучайного сигнала. При 
этом во многих случаях могут быть достигнуты довольно хорошие ре­
зультаты при использовании вместо полезного сигнала некоторого 
опорного сигнала, даже когда такой опорный сигнал не является точ­
ной копией полезного (лишь бы опорный сигнал был сильно коррели­
рован с полезным сигналом и некоррелирован с помехами). В этих си­
туациях приемлема модель неслучайного сигнала.

Иногда полезный сигнал может быть известен полностью, как в слу­
чае когерентного радиолокатора и цели, расположенной на известной 
дальности и обладающей известными характеристиками. В других слу­
чаях параметры полезного сигнала могут быть известны за исключением 
некоторых, таких как амплитуда и фаза. Прием сигнала, известного с 
точностью до фазы, характерен для обычного импульсного радиолока­
тора, когда дальность до цели и ее характеристики известны. Другой 
характерный случай, когда сигнал известен с точностью до амплитуды 
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и фазы, встречается при работе аналогичного импульсного радиолока­
тора и цели, обладающей известными характеристиками, но располо­
женной на неизвестной дальности. Сигналы в системах связи обычно 
имеют известные частотные характеристики, и информация о них может 
быть получена с помощью пилот-сигнала.

Приемная A-элементная антенная решетка формирует на выходе 
каждого из N элементов сигналы хт (£), х2 (t),..., xn (О- Эти выход­
ные сигналы удобно представлять в виде вектора принятого сигнала

Xr(t)- 
x2(t)

для 0 <7 (2-1)

XN (О
где [О, Т] —интервал наблюдения. Составляющую полезного сигнала 
в векторе принятого сигнала можно обозначить через s (/), а состав­
ляющую шума — через п (/). Поэтому при наличии полезного сиг­
нала вектор принятого сигнала можно представить в виде

х (t) = s (t) + n (t) при 0 < t Т. (2.2)

Вектор как случайного, так и неслучайного полезного сигналов можно 
представить как

8(0 =

Si(/)
S2(O

при 0 t Т, (2.3)

Sn (t)

где отдельные составляющие сигнала могут быть известны либо пол­
ностью, либо приближенно, либо только в статистическом смысле.

Шумовые поля помех в лучшем случае являются стационарными и 
неизвестными, однако их характеристики обычно изменяются во вре­
мени. Адаптивные процессоры антенных решеток, автоматически ре­
агирующие на изменения помеховой ситуации, должны отслеживать та­
кие изменения. Существующие методы адаптивной обработки основа­
ны на предположении о том, что шумовое поле окружающей среды яв­
ляется гауссовским и его характеристики медленно изменяются во 
времени. Адаптивные процессоры, разработанные для гауссовского шу­
ма, характерны тем, что их свойства зависят только от вторых момен­
тов распределения шума. Поэтому, когда необходимо иметь дело с не­
гауссовскими полями шума, наиболее удобным подходом к решению 
проблемы является разработка подоптимальной адаптивной системы, 
основанной на использовании информации о моментах второго порядка.

В общем случае, чем медленнее изменяются характеристики поля 
шума, тем выше результирующая эффективность адаптивной системы. 
В настоящее время считается, что изменения характеристик ревербера­
ционного поля, связанного с движением платформы гидролокатора, 
оказываются слишком быстрыми и не могут быть отслежены с помощью 
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существующих адаптивных методов. В то же время при неподвижной 
платформе гидролокатора вариации поля реверберации становятся до­
статочно медленными и могут быть обработаны адаптивными методами 
17].

2.1.3. Модель идеального распространения сигналов

Для сигнала обычно считается, что вектор сигнала s (i), создаваемо­
го точечным источником, связан со скалярным сигналом s (Z), характе­
ризующим поле, соотношением вида [8]

s (/) = J П1 (/ — т) s (т) dx, (2.4)
где 1-я составляющая (i) вектора m (i) характеризует эффекты рас­
пространения энергии от источника до i-ro элемента антенны, а также 
свойства самого элемента. В идеальном случае недисперсного распро­
странения и неискажающих 
= 6(/ — тг) характеризует 
просто время запаздыва­
ния или задержку. При 
этом составляющие полез­
ного сигнала на выходе 
каждого элемента совпа­
дают по форме и отли­
чаются лишь задержкой и 
выражение (2.4) можно за­
писать в виде

элементов приемной антенны mt (t) =

Рис. 2.1. Геометрические соотношения для 
трехмерной антенной решетки при плоском 

волновом фронте сигнала

5(0 =

s(i—Т1)
s(t—т2)

(2-5)

Js(t~xN)

Для практики большой ин­
терес представляет случай, 
когда полезный сигнал рас­
пространяется в виде плос­
кой волны, поступающей с направления, определяемого единичным 
вектором а, как показано на рис. 2.1.

В этом случае времена задержки сигнала для отдельных элементов 
антенны будут равны [7]

тг — a-Tilv, (2-6)

где v — скорость распространения. Координата каждого элемента оп­
ределяется вектором гр, a-rj обозначает скалярное произведение

а.ггАаггг, (2.7)

а Т — операцию транспонирования.
Измеряя относительное время задержки для каждого элемента ан­

тенны, можно определить заранее неизвестное направление прихода

2* 35



полезного сигнала s (/). В следующих разделах, посвященных свойст­
вам антенных решеток, показано, что описанные эффекты распростра­
нения плоской волны оказывают решающее влияние на характеристи­
ки антенных решеток. Следует отметить также, что соотношения (2.5) 
и (2.6) справедливы как для неслучайных, так и для случайных сиг­
налов, распространяющихся в виде плоских волн.

2.2. РАСПОЛОЖЕНИЕ ЭЛЕМЕНТОВ АНТЕННОЙ РЕШЕТКИ

Ранее отмечалось, что при использовании антенной решетки можно 
преодолеть ограничения, свойственные одноэлементным антеннам, а 
также осуществлять изменение формы диаграммы направленности. Для 
иллюстрации указанных возможностей сначала будут рассмотрены ха­
рактеристики двухэлементной антенной решетки, затем свойства эк­
видистантной линейной решетки и в заключение будет дан анализ плос­
кой двухмерной решетки. После рассмотрения влияния расположения 
элементов решетки на ее характеристики, будет исследовано влияние 
выбора конфигурации решетки на ее эффективность. Расположение 
элементов в решетке определяет ее разрешающую способность и неодно­
значность определения угловых координат [9]. В общем случае разре­
шающая способность возрастает с ростом размеров решетки (или рас­
стояний между элементами). За счет высокой разрешающей способ­
ности антенной решетки увеличивается выходное ОСШ, даже когда 
угловое разнесение источников полезного сигнала и помехи невелико. 
Высокая разрешающая способность сопровождается появлением глубо­
ких нулей в диаграмме направленности, однако при этом одновременно 
уменьшается возможность подавления помех групповых источников за 
счет создания относительно широких «нулевых зон» в диаграмме. Ли­
нейная N-элементная антенная решетка обладает N — 1 степенями 
свободы, и поэтому с помощью такой решетки могут быть сформированы 
N — 1 независимо управляемых нулей диаграммы направленности.

2.2.1. Характеристики двухэлементной антенной решетки

Рассмотрим два идентичных ненаправленных элемента антенной ре­
шетки, расположенные на расстоянии d друг от друга, как показано на 
рис. 2.2. Предположим, что источник сигнала х (t) располагается под 
углом 0 относительно нормали к оси решетки. Из рис. 2.2 видно, что 
фронт плоской волны приходит ко второму элементу с временем за­
держки относительно первого, равным

т = (d sin 6)/v. (2.8)

Будем считать, что выходной сигнал антенной решетки у (t) равен сум­
ме сигналов от обоих элементов, т. е.

y(t) = x (0 + x(t — т). (2.9)
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При узкополосном сигнале х (/) с центральной частотой спектра /0 вре­
мя задержки т сводится к фазовому сдвигу 2л (Жо) sin 0, где Хо — дли­
на волны, соответствующая частоте /0:

Л0 = р//0. (2.Ю)
Тогда результирующий выходной сигнал решетки может быть получен 
в виде суммы сигналов от каждого элемента с учетом фазового сдвига, 
т. е. векторной суммы

y(t)= (2.11)
r=i

где
ф = 2л (Жо) sin 6. (2.12)

Диаграмма направленности решетки определяется соотношением

Л(0)= 2 (2.13)
г = 1

Нормированная диаграмма направленности двухэлементной решетки, 
измеряемая в децибелах, определяется как

G (0) [дБ] = 10 lg {|Л (0)|2/4). (2.14)
График G (0) для двухэлементной решетки показан на рис. 2.3 при от­
ношениях Жо = 0,5; 1,0; 1,5. Из рис. 2.3, а видно, что при Жо = 0,5 
диаграмма направленности имеет один основной (или главный) лепес-

1’ис. 2.2. Антенная рс- 
шетка, состоящая из 
зиух ненаправленных 

элементов

ток шириной 60° по уровню 3 дБ и нули при 0 = ± 90°. Образование 
нулей при 0 = ± 90° происходит потому, что фронт падающей волны 
проходит между элементами решетки расстояние, равное точно Хо/2, 
что соответствует сдвигу по фазе ф = 180°, при котором, как видно из 
(2.11), происходит полное подавление сигнала на выходе. Если же рас­
стояние d между элементами решетки меньше Х0/2, то полного подавле­
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ния сигнала при 0 — ± 90° не происходит, и в пределе при d -> 0 
(без учета эффектов взаимной связи между элементами решетки) диа­
грамма становится ненаправленной, как у одиночного элемента. Из­
вестно, что различие между диаграммами направленности одного и двух 
близко расположенных (менее, чем на Х0/4) элементов невелико. По­
этому решетки, содержащие много близко расположенных элементов,

в)

Рис. 2.3. Диаграммы на­
правленности двухэле­
ментной антенной ре­
шетки в азимутальной 

плоскости:
а — £//Ло=О,5; б — d/Xo=l; 

в — d/%o«l,5

считаются «неэффективными» в том смысле, что они содержат гораздо 
большее число элементов, чем это необходимо для формирования за­
данного уровня боковых лепестков и ширины диаграммы направленно­
сти. Если расстояние между элементами решетки выбрать больше 0,5 
Хо, то нули диаграммы направленности переместятся из положений 0 = 
= ±90° при d = 0,5 Z.o в положения 0 = ± 30° при d = Хо, как пока­
зано на рис. 2.3, б. Появление нулей при 0 = ± 30° на рис. 2.3, б 
объясняется тем, что фазовый сдвиг между сигналами от первого и вто­
рого элементов вновь равен 180°, что, в свою очередь, приводит к пол­
ному подавлению сигнала на выходе. Кроме главного лепестка при 0=0 
образуются два боковых при 0 = ± 90°, имеющие такие же амплитуды, 
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как и главный; в максимумах боковых лепестков фазовый сдвиг между 
выходными сигналами элементов равен 360°. При увеличении расстоя­
ния между элементами до величины 1,5 /,0 ширина главного лепестка 
уменьшается, наблюдается смещение нулей главного лепестка и появ­
ление двух новых нулей у боковых лепестков при 0 = ± 90°, как по­
казано на рис. 2.3, в. Дальнейшее увеличение межэлементного расстоя­
ния d приводит к появлению дополнительных нулей, возникновению 
боковых лепестков и уменьшению ширины главного лепестка диаграм­
мы направленности.

2.2.2. Линейные антенные решетки

Сигнал на выходе линейной эквидистантной У-элементной антен­
ной решетки можно представить аналогично (2.11) в виде векторной 
суммы его составляющих от отдельных элементов:

y(t) = 2 х(0е/<‘“1>'ф- (2.15)
»=-. 1

Тогда диаграмма направленности (множитель решетки) в плоскости, 
содержащей решетку, может быть определена выражением

Л(0)= 2 (2.16)
i=i

а нормированная диаграмма направленности — соответственно выра­
жением вида

G (0) = 10 lg {|Д (0)|W2}. (2.17)
Если элементы решетки обладают направленными свойствами, то в фор­
мулу (2.16) необходимо ввести дополнительный множитель F (/0, 0)— 
диаграмму направленности элементов [9]. Таким образом, диаграмма 
направленности антенной решетки, состоящей из идентичных элемен­
тов, может быть найдена следующим образом: 1) заменой каждого эле­
мента исходной решетки ненаправленным элементом (в той же точке), 2) 
определением диаграммы направленности решетки, состоящей из нена­
правленных элементов, и 3) умножением диаграммы направленности, 
полученной в п. 2, на диаграмму направленности отдельных элемен­
тов исходной решетки. Векторная сумма, соответствующая (2.16), име­
ет максимальное значение при sin 0 = 0 или 0 = А2л, когда все комп­
лексные векторы параллельны друг другу. Эта сумма будет равна ну­
лю при

2л (d/X0) sin 0 = 2 л/N, (2-18)
что соответствует направлению 0Х, определяемому выражением

sin 0! = (X0/d)/N. (2.19)

Обозначив через L = (N — 1) d длину антенной решетки, можно 
(2.19) переписать в виде

01 = arcsin (2.20)
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Рис. 2. 4. Диаграммы направленности линейных антенных решеток в азимуталь­
ной плоскости при d/λ0 = 0,5: 

а — трехэлементная решетка; б — чстырехэлементная решетка
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Рис. 2. 5. Диаграммы направленности 
семиэлементной антенной решетки в 

азимутальной плоскости: 

б)а)
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Нормированные диаграммы направленности (2. 17) антенных реше­
ток с тремя и четырьмя идентичными ненаправленными элементами при 
d/λо = 0, 5 представлены на рис. 2. 4. Как видно из рис. 2. 4, с увеличе­
нием числа элементов решетки ширина главного лепестка диаграммы 
уменьшается, а число боковых лепестков и нулей растет. 

Для иллюстрации влияния на форму диаграммы направленности 
линейной антенной решетки расположения ее элементов на рис. 2. 5, 
и г показаны диаграммы направленности семиэлементной решетки

Выходной сигнал 

антенной решетки у (t)

Рис. 2. 6. Линейная семиэлементная антенная решетка с фазовым управлением 
диаграммы направленности

в азимутальной плоскости при изменении отношения d/λ0 в диапазоне 
от 0, 1 до 1, 0. Для отношений d/λо, меньших 1/7, диаграммы направлен­
ности не имеют явно выраженных нулей. Для d/λo = 0, 1 такие нули 
глубиной — 8, 5 дБ появляются при ϴ = ± 90°, как показано на 
рис. 2. 5, а. Когда межэлементное расстояние увеличивается и d/λ0 ста­
новится больше 1/7, начинают появляться нули и боковые лепестки 
диаграммы направленности. Дальнейшее увеличение d/λ0 приводит к 
еще большему росту числа лепестков и нулей диаграммы направленно­
сти, которая приобретает форму, характерную для интерферометра. 
Когда отношение d/λ0 = l, боковые лепестки с максимумами при 0= 
= ±90° характеризуются таким же усилением, что и главный лепесток, 
поскольку все семь комплексных векторов сигнала параллельны друг 
другу и суммируются когерентно. 

Предположим, что в линейной антенной решетке (рис. 2. 6) сумми­
рование сигналов с выходов элементов осуществляется с фазовыми сдви­
гами (эквивалентными временами задержки): δ — во втором элементе, 
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Азимутальный угол (0),°

Рис, 2.7. Диаграмма направленности 
семпэлементной антенной решетки в 
азимутальной плоскости при «f/A0 = 

= 0,5 и 6 = 30°

2 6 — в третьем, (п — 1)6 — в n-м элементе. Введение таких фазовых 
сдвигов приводит к перемещению главного лепестка на угол

(2.21)

Таким образом, изменяя эти фазовые сдвиги, можно управлять диаг­
раммой направленности. Смещение диаграммы направленности при 
введении фазового сдвига 6 = 30° можно увидеть, сравнивая рис. 2.7 и 
2.5 (Жо = 0,5).

2.2.3. Плоские антенные решетки

Рассмотрим плоскую прямоугольную антенную решетку, элементы 
которой расположены в плоскости х — у, причем начало координат 
совпадает с центральным элементом, как показано на рис. 2.8. В на­
правлении оси х решетка имеет N х элементов, расположенных парал­
лельными столбцами на расстоянии dx друг от друга. В направлении 

Элементы решетки

Рис. 2.8. Плоская ан­
тенная решетка прямо­

угольной формы
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оси у размещены Ny элементов в виде параллельных строк с расстоя­
нием dy. Общее число элементов решетки равно произведению N XN ,г

Векторная сумма составляющих сигналов от элементов каждого 
отдельного столбца такой решетки, очевидно, равна соответствующей 
сумме сигналов линейной решетки и определяется выражением

Поэтому выражение для диаграммы направленности плоской решетки 
может быть представлено в виде

где

(2.26)

Из (2.25) следует, что диаграмма направленности плоской антен­
ной решетки является произведением диаграмм направленности двух 
линейных антенных решеток, элементы которых размещены вдоль ко­
ординатных осей х и у. Поэтому требования к выбору межэлементных 
расстояний dxn dy в данном случае сохраняются теми же, что и в ли­
нейных решетках.

Как и в линейных решетках, в плоской антенной решетке можно уп­
равлять диаграммами направленности Ах (0, ср), и Ад (0, ср), созда­
вая соответствующие фазовые сдвиги сигналов для элементов в столб­
цах и строках. При практическом применении плоской антенной решет­
ки обычно требуется, чтобы главные лучи Ах (0, ср) и Ау (0, ср) пере­
секались, хотя безусловно есть возможность создания таких фазовых 
сдвигов, когда главные лучи не пересекаются. Основное достоинство 
плоской антенной решетки заключается в возможности создания управ­
ляемых лучей конической формы. Такой решеткой формируются два
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(2.25)

(2.22)

(2.23)

(2.24)

Нетрудно видеть, что выходной сигнал плоской решетки зависит от 
азимута <р и угла места 0 источника сигнала. Результирующая вектор­
ная сумма составляющих сигналов для всех элементов решетки

где теперь



остронаправленных луча, один из которых направлен вверх, а другой 
вниз относительно ее плоскости. Нижний луч можно устранить либо 
при соответствующем выборе диаграммы направленности элементов, 
либо при использовании рефлектора.

Наряду с прямоугольными антенными решетками используются 
также решетки кольцевой и эллиптической формы, обладающие опре­
деленными достоинствами. Детальный анализ и синтез плоских антен­
ных решеток выходит за рамки данной книги, поэтому читателям, ин­
тересующимся этими вопросами, следует обратиться к книге [101.

Рис. 2.9. Способы графического представления двухмерных диаграмм направ­
ленности антенной решетки:

а —в полярных координатах; б —в прямоугольных координатах

Из предыдущего ясно, что такие характеристики плоской антенной 
решетки, как ширина главного луча и его направление, а также уро­
вень боковых лепестков, могут быть проанализированы тем же спосо­
бом, что и для линейных решеток. Поскольку результирующий луч 
плоской антенной решетки является двухмерным (т. е. зависит от 
координат азимут (<р) — угол места (0)), то для представления диаграм­
мы удобно пользоваться ее сечениями в полярной системе координат, 
как показано на рис. 2.9, а. При этом диапазоны изменения координат 
составляют: по углу места 0 от 0 до 90° и по азимуту ср от 0 до 360°. 
Такое представление обладает двумя недостатками: трудностью интер­
поляции из-за нелинейного характера координатной системы и невоз­
можностью использования графопостроителя, управляемого ЭВМ, ко­
торый, как правило, предназначен для построения в прямоугольных 
координатах.

Для преодоления трудностей, встречающихся при представлении 
диаграммы направленности плоской антенной решетки в полярных ко­
ординатах, целесообразно воспользоваться преобразованием вида

и = sin 0 cos ср,
v — sin 6 sin ф, 
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которое сводит представление в полярных координатах (0 — ср) к пред­
ставлению в прямоугольных координатах («— о), как показано на 
рис. 2.9, б. При этом значения и, v изменяются в диапазоне от —1 до 1. 
Система прямоугольных координат очень удобна для графических по­
строений и интерполирования и поэтому наиболее часто используется 
для представления двухмерных диаграмм направленности плоских ан­
тенных решеток.

2.3. ХАРАКТЕРИСТИКИ АНТЕННОЙ РЕШЕТКИ
Ранее было показано, что многоэлементная антенная решетка име­

ет более высокие разрешающую способность и чувствительность, чем 
одноэлементная антенна. Попытаемся рассмотреть теперь, за счет чего 
такая решетка может повысить эффективность приема полезного сигна­
ла и обеспечить подавление помехи. При выборе конфигурации антен­
ной решетки необходимо учитывать следующие факторы:

1) разрешающую способность,
2) сектор обзора по угловым координатам,
3) число элементов решетки,
4) уровень боковых лепестков.
В том случае, когда антенная решетка имеет небольшое число эле­

ментов, формирование нулей диаграммы направленности для подавле­
ния помехи может привести к существенному снижению чувствитель­
ности во всем секторе обзора по угловым координатам. Одним из путей 
преодоления указанного недостатка при одновременном сохранении 
возможности адаптивного формирования нулей является обеспечение 
более высокой угловой разрешающей способности за счет использова­
ния большого числа элементов. Однако с увеличением числа элементов 
антенной решетки растут также ее сложность и стоимость. Поэтому су­
ществует компромисс между разрешающей способностью, уровнем бо­
ковых лепестков и числом элементов решетки (при заданном секторе 
обзора по угловым координатам). Эти компромиссные соображения рас­
сматриваются на примерах линейной и плоской антенных решеток.

2.3.1. Повышение эффективности приема сигнала за счет 
подстройки диаграммы направленности антенной решетки

Возможность управления и изменения формы диаграммы направ­
ленности антенной решетки с целью улучшения качества приема по­
лезного сигнала и одновременного подавления помех за счет соответст­
вующего выбора комплексных весовых коэффициентов иллюстрирует­
ся следующим примером. Рассмотрим антенную решетку, состоящую из 
Двух ненаправленных элементов, показанную на рис. 2.10. Полезный 
сигнал поступает по направлению нормали к линии, соединяющей эле­
менты решетки, 0 = 0, а помеха — под углом к нормали 0 — л/6. 
Для простоты полагается, что полезный сигнал и помеха имеют одина­
ковую частоту /0. Кроме того, считается, что в точке, расположенной 
точно посередине между элементами решетки, полезный сигнал и по­
меха находятся в фазе (это предположение не является обязательным, 
Но 01,0 упрощает анализ). Сигналы от каждого элемента поступают на 
весовые усилители с изменяемыми комплексными коэффициентами пере- 
• ’’и, затем суммируются, образуя выходной сигнал антенной решетки.
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Рассмотрим теперь, как с помощью подстройки комплексных весов 
можно улучшить эффективность приема полезного сигнала р (t) и по­
давить помеху I (/). Полезный сигнал на выходе решетки определяется 
выражением

{[^ -ф ау3] j [w2 4- twj}. (2.28)
Для того чтобы выходной сигнал (2.28) был равен р (t) = Peir]i°{, 
должны выполняться условия

4- w3 = 1, w2 4- = 0. (2.29)
По отношению к средней точке раскрыва помеха появляется с опереже­
нием по фазе, равным 2л (1/4) sin (л/6) = л/4, в усилителе с весовым 
коэффициентом (&у3 + jwt) и с отставанием по фазе на — л/4 во втором 

усилителе. Следовательно, помеха на 
выходе решетки будет определяться 
выражением

/У{ехр [/ (соо/ — л/4)] }[шг 4- jw2] 4- 
4- //{exp [j 4- л/4)]}[ш3 4- jwt].

(2.30)

Направление 
на источник

Направление 
на источник

Рис. 2.10. Двухэлементная антен­
ная решетка (к примеру подав­

ления помехового сигнала)

Так как
g/(«oi-п/4) _____ 1___

V2

с/(«^+л/4)   1—

1/2-

то для получения на выходе решетки 
нулевого значения помехи необходи­
мо, чтобы выполнялись условия

a>i + w2 4- &y3 — Wi = 0,
— + w2 + w3 + Wi = 0. (2.31)

Из совместного решения (2.29) и (2.31) 
получим

= 1/2, W2 = — 1/2, W3 =
= 1/2, Wi = 1/2. (2.32)

При указанных весовых коэффициентах антенная решетка будет обес­
печивать прием полезного сигнала с одновременным подавлением по­
мехи. г'**

Несмотря на то, что комплексные весовые коэффициенты для полу­
чения требуемой диаграммы направленности могут быть найдены с по­
мощью указанных вычислений, этот путь нельзя считать практически 
пригодным для решения проблемы построения адаптивной антенной ре­
шетки. Метод, описанный в примере, основан на предположениях, что 
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источник помехи действует только с одного направления, полезный сиг­
нал и помеха являются монохроматическими, и на использовании апри­
орной информации о частоте и угловых координатах каждого источни­
ка. Практическая обработка сигналов не может быть основана на столь 
подробной информации о расположении, числе и характере источников 
сигналов. Тем не менее данный пример показывает, что с помощью под­
стройки комплексных весовых коэффициентов обеспечивается решение 
стоящих перед системой задач. И поэтому на практике процессор адап­
тивной антенной решетки используется именно для осуществления под­
стройки комплексных весовых коэффициентов. Вторая часть книги по­
священа рассмотрению таких адаптивных процессоров.

Для управления диаграммой направленности наряду с рассмотрен­
ным методом весового суммирования, иллюстрируемого рис. 2.10, иног­
да применяют другой метод, обеспечивающий формирование нулей ди­
аграммы в направлениях на источники помех с помощью так называе­
мого «дерева» нулей [11]. Если через Д' обозначить число источников 
помех, подлежащих подавлению, через М — число элементов, исполь­
зуемых для формирования главного луча диаграммы направленности, 
то общее число элементов, требуемое для всей антенной решетки, со­
ставит N = М + К. Метод, основанный на применении «дерева» ну­
лей, состоит в использовании одинаковых фазовращателей в многослой­
ной структуре. При этом каждый слой будет формировать один нуль 
диаграммы и для создания «дерева» нулей необходимое число фазовра­
щателей будет

= KN - <1)/2. (2.33)

Каждый нуль в такой структуре может управляться независимо от дру­
гих нулей. Операции формирования диаграммы и сканирования глав­
ным лучом могут выполняться с помощью слоя М комплексных весовых 
коэффициентов, следующих за слоями фазовращателей. Указанный спо­
соб обладает недостатком, связанным с тем, что число устройств управ­
ления, требуемых для подстройки фазовращателей, формирующих ну­
ли диаграммы, превышает число степеней свободы и в этом смысле ока­
зывается неэффективным. В связи с этим метод управления диаграм­
мой направленности, осуществляемый с помощью комплексных весо­
вых коэффициентов, считается обычно более предпочтительным, чем 
метод, основанный на применении «дерева» нулей. В этой книге в даль­
нейшем считается, что диаграмма направленности формируется с по­
мощью метода комплексного взвешивания.

При анализе возможностей изменения формы и адаптации резуль­
тирующей диаграммы направленности антенной решетки отмечалось, 
что при межэлементном расстоянии, превышающем Х0/2, возникает ин­
терферометрический эффект. При использовании эквидистантной ли­
нейной антенной решетки этот эффект проявляется в том, что наряду с 
Формированием нуля в направлении 90 на источник помехи будут одно­
временно образовываться и другие нули. Например, если необходимо 
меаСТА°ИТЬ>> диагРаммУ направленности на направление источника по- 

хи Оо> то для 0о будет справедливо выражение (2.19). Поскольку ука­
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занное условие равенства нулю векторной суммы может быть перепи­
сано в виде

2n(d%0) sin 0fe = (2nlN)+2nk, (2.34)

где k — любое целое число, то нули диаграммы направленности будут 
также формироваться и на направлениях 0ft, удовлетворяющих усло­
вию

™й‘=^(тгН(4)- <2з5>

sin 00

Из этой формулы видно, что не существует других действительных ве­
личин 0ft, кроме требуемого направления 0О, если межэлементное рас­
стояние меньше %0/2. Можно заметить также, что число дополнитель­
ных нулей диаграммы направленности, образующихся наряду с нулем 
в направлении 0О, пропорционально межэлементному расстоянию. Ес­
ли диаграмма направленности антенной решетки имеет дополнитель­
ные нули, то может случиться так, что направление полезного сигнала 
совпадет с одним из дополнительных нулей, что приведет к резкому 
уменьшению выходного ОСШ. В связи с этим максимальное межэле­
ментное расстояние обычно не превышает %0/2 (в решетках с «полным 
набором» элементов). Иногда для специальных приложений, когда вы­
сокая разрешающая способность антенной решетки должна быть обес­
печена без использования большого числа элементов, межэлементное 
расстояние может превышать Л0/2 (в «прореженных» решетках). В этих 
случаях нежелательные эффекты, связанные с появлением дополни­
тельных нулей, могут быть ослаблены неравномерным размещением 
элементов антенной решетки, приводящим к нарушению ее периоди­
ческой структуры [12—17].

2.3.2. Универсальные кривые для расчета характеристик 
антенной решетки

Для построения современных высокоэффективных систем обработки 
сигналов требуются антенны, обладающие высокой разрешающей спо­
собностью, большим коэффициентом направленного действия (КНД) и 
низким уровнем боковых лепестков. Для достижения этих целей были 
созданы большие (диаметром до 60—90 м) антенны с управляемыми реф­
лекторами, а также большие фазированные антенные решетки, которые 
не столь дороги, как антенны первого типа. При обычном построении 
антенных решеток, когда все элементы располагаются на одинаковом 
расстоянии друг от друга, это расстояние не должно превышать неко­
торого верхнего предела (см. подразд. 2.3.1). Поэтому требуемое число 
элементов для таких антенн становится астрономически большим, ес­
ли необходимо обеспечить ширину луча, равную примерно одной мину­
те.

При расчете любой антенной решетки неизбежно приходится делать 
выбор между требуемыми числом элементов, разрешающей способно­
стью и достижимым уровнем боковых лепестков. Известно, что при слу­
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чайном расположении элементов со сравнительно большим (в несколь­
ко длин волн) средним межэлементным расстоянием, когда эффекты 
рзаимного влияния элементов пренебрежимо малы, можно получить 
диаграмму антенной решетки с узким главным лепестком, малым уров­
нем боковых лепестков и очень широкой полосой пропускания при не­
большом числе элементов [11, 18, 19]. Теория антенных решеток со 
случайным расположением элементов, разработанная автором работ 
[18, 19], дает возможность предсказать (в вероятностном смысле) ха­
рактеристики решеток при различных способах расположения элемен- 
-юв. Такая предварительная информация может быть получена до вы­
полнения детальных расчетов и дает хорошую оценку возможности 
обеспечения заданных характеристик. Окончательно характеристики 
антенной решетки оцениваются после получения удовлетворительных 
результатов ориентировочных расчетов. Антенная решетка со случай­
ным расположением элементов обладает следующими свойствами:

1) необходимое число элементов главным образом зависит от задан­
ного уровня боковых лепестков; оно обычно намного меньше того, ко­
торое требуется при эквидистантном расположении элементов;

2) разрешающая способность в основном определяется размерами 
раскрыва;

3) КНД пропорционален числу используемых элементов;
4) при фиксированном числе элементов разрешающая способность 

может быть улучшена и полоса пропускания увеличена в 10, 100 и бо­
лее раз за счет использования случайного размещения элементов 
без существенного риска увеличения уровня боковых лепестков.

Для сравнительной оценки различных способов размещения эле­
ментов в больших антенных решетках можно воспользоваться теорети­
ческими результатами, определяющими компромиссный выбор между 
числом элементов, разрешающей способностью и уровнем боковых ле­
пестков. При использовании решеток со случайным расположением 
элементов необходимо учитывать два важных условия, а именно: эле­
менты должны находиться достаточно далеко друг от друга и их число 
должно быть сравнительно велико (более 50).

Для линейной антенной решетки функция распределения уровня 
боковых лепестков определяется выражением

Рг (уровень боковых лепестков <г) = (1 — e-xr!)£[4a]+i, (2.36)

где Рг обозначает вероятность; Е [ • ] обозначает целую часть чис­
ла в скобках; N ■— общее число элементов решетки; а — размеры рас­
крыва в единицах длины волны; г — нормированный (к уровню глав­
ного) уровень боковых лепестков.

Выражение (2.36) графически можно представить семейством уни­
версальных кривых (рис. 2.11), представляющих собой зависимость ве­
роятности пепревышения боковыми лепестками уровня г от r)/W 
Для различных значений параметра q = lg (а). График зависимости па 
раметра q от величины г]/лГдля вероятности непревышения боковыми 
лепестками уровня г, равной 0,9, приведен на рис. 2.12. С помощью это-



Рис. 2. 11. Зависимость вероятности 
непревышения боковыми лепестками 

уровня r от величины r√N

Рис. 2. 12. Зависимость параметра q 
от величины r √ N при Pr[x≤r]=0,9
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го графика для заданных уровня боковых лепестков и размера раскры­
ва можно найти необходимое число элементов решетки. 

Кривые на рис. 2. 11 могут быть использованы также для расчета 
двухмерной антенной решетки с размерами (в длинах волн) а = Ю*7 и 
у = 10р, если заменить q на р+ q и преобразовать шкалу значений ин­
тегральной вероятности. Шкала преобразовывается следующим обра­
зом. Заданному значению вероятности Pfj на новой шкале соответст-

Рис. 2.13. Зависимость средне­
го квадратического отклоне­
ния ширины главного лепест­
ка, измеряемого по уровню по­
ловинной мощности, ^29о’ от 

числа элементов при их слу­
чайном расположении в ре­

шетке

вует значение вероятности Рг2 на старой шкале рис. 2.11. Для нахожде­
ния Рг2 сначала определяется х из уравнения

РГ1 *= 1 — ехр (—х2), (2.37)

а затем вычисляется Рг2 по формуле
Pr2 = erf (х), (2.38)

где

erf (х) = - 2_ Сехр(—Г)dt. (2.39)
Ул J

Разрешающая способность антенной решетки при случайном рас­
положении элементов характеризуется средним значением ширины 
главного лепестка по половинной мощности 290, где [18]

Е {20о} [рад] = 0,73/а. (2.40)
Среднее квадратическое отклонение ширины главного лепестка отно­
сительно среднего значения, определяемого формулой (2.40), зависит 
от числа элементов решетки (рис. 2.13).

Для эквидистантной двухмерной антенной решетки с размерами 
?,?= b = 50 % (при этом р = q ~ 1,7) при межэлементном расстоянии 
е ^ потребуется 1О4элементов. Предположим, что теперь используется 
/■Уиайпу расположение элементов в решетке и требуется с вероятно- 

Ью 0,9 сохранить боковые лепестки на уровне, меньшем г = 0,245 
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(приблизительно таком же, что и в эквидистантной решетке с межэле­
ментным расстоянием Л./2). Соответствующее значение вероятности 
определяется по кривым на рис. 2.11 и_равно Рг [х < 0,245] = 0,968, 
а значению q — 3,4 соответствует г/]ЛN = 3,55. Следовательно, число 
элементов решетки, требуемое для сохранения того же самого уровня 
боковых лепестков, N = (3,55)2/(0,245)2 ~ 210. Таким образом, число 
элементов решетки при их случайном расположении примерно в 50 
раз меньше числа элементов в эквидистантной решетке с межэлемент­
ным расстоянием, равным М2. При уровне боковых лепестков на 20 дБ 
(г = 0,1) ниже уровня главного число элементов решетки со случай­
ным их расположением примерно равно 1260, что в 8 раз меньше необ­
ходимого числа элементов эквидистантной решетки. Можно показать, 
что ширина главного лепестка диаграммы направленности решетки со 
случайным расположением элементов оказывается соизмеримой с ши­
риной главного лепестка эквидистантной решетки с межэлементным 
расстоянием Х/2.

В заключение необходимо заметить, что для плоских антенных реше­
ток с треугольным или прямоугольным расположением элементов су­
ществует простой аналитический метод расчета [20], позволяющий ми­
нимизировать число необходимых элементов и избежать формирова­
ния нежелательных боковых лепестков. Подробное описание методов 
оптимизации антенных решеток можно найти в [21].

2.4. ВЛИЯНИЕ РАЗЛИЧНЫХ ФАКТОРОВ НА ЭФФЕКТИВНОСТЬ 
ПОДАВЛЕНИЯ ПОМЕХ АНТЕННОЙ РЕШЕТКОЙ

Основным показателем, характеризующим эффективность подавле­
ния помехи адаптивной антенной решеткой, является зависимость от­
ношения суммарной мощности выходного шума Ро к мощности собствен­
ного шума приемника Pn от частоты. Рассмотрим простой пример с

Рис. 2.14. Адаптивная двух­
элементная антенная решетка. 
Источник помехи расположен 
под углом 0 относительно оси 

антенной системы

двухэлементной решеткой, показанной на рис. 2.14. Если обозначить 
сигнал помехи, поступающий с направления 0, на выходе первого эле­
мента решетки через s (0, то этот же сигнал на выходе второго элемен­
та будет иметь виде (t -f- т), гдет = (div) sin 0 и и — скорость распро­
странения волнового фронта.

Сигналы помехи, получаемые на выходе каждого элемента решетки, 
затем взвешиваются и суммируются, образуя в результате выходной 
сигнал

у (t) ~ Wj s (t) + w2 s (t + т). (2.41)
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Соотношение (2.41) в частотной области имеет вид
Y (со) = S (и) + w2 е~№]. (2.42)

Для того чтобы на выходе полностью подавить сигнал помехи на 
частоте /0 (/о — центральная частота спектра помехи), необходимо 
иметь

ш2 — — и>1е>а’х. (2.43)
рели выбрать адаптивные веса так, чтобы выполнялось условие (2.43), 
то составляющая помехи на выходе решетки для любой частоты будет 
определяться выражением

У (о>) =S (®) [1 — е-Л(“-<М] (2.44)

и, следовательно, зависимость мощности помехи на выходе от частоты 
может быть представлена как

|У (ю)|2 = |S (и)|2laaj2/{2 — 2 cos [т(со — w0)]}. (2-45)
Если положить |S (®)|2 = Pj и через Pn обозначить постоянную спект­
ральную плотность собственного шума в каждом канале, то суммар­
ную плотность на выходе Ро (®) можно представить в виде

Ро (со) = 2|су1|2 [1 — cos (т (со — соо))1 Pj + 2|дах|2 PN. (2.46)

Если учесть, что выходная спектральная плотность собственного шу­
ма капала равна Рп = 2|дах|2 Pn, и разделить обе части предыдущего 
выражения на Рп, то выходное отношение (помеха + шум)-шум 
можно записать в виде 

(2-47)

где PjIPn — отношение помеха-шум в канале; т = (div) sin 0; d — 
расстояние между элементами; 0 — угловое положение источника по­
мехи относительно нормали к решетке; соо — центральная частота 
спектра помехи.

На центральной частоте f0 отношение Рй!Рп = 1 (0 дБ). В том 
случае, когда спектр помехи кроме частоты /0 содержит и другие ча­
стоты, то подавление помехи на выходе решетки не будет. Зависимо­
сти отношения Р0/Рп от частоты, определяемые (2.47), для двух зна­
чений мощности помехи с полосой частот 10 МГц и углом 0 = 90° 
Для двухэлементной антенной решетки с d = Хо/2 приведены на 
Рис. 2.15. Из рис. 2.15 видно, что при PjIPn = 40 дБ уровень неском- 
ненсированных составляющих помехи на краях частотного диапазона 
составляет примерно 12 дБ. Таким образом результирующее подавле­
ние помехи составит 40—12 — 28 дБ.

Из выражения (2.47) и рис. 2.15 также следует, что область ча- 
С1°т, для которых Р01Рп — 0 дБ, сужается при увеличении расстояния 
^ежду элементами решетки и угла визирования источника помехи. 
°в°Ря точнее, ширина этой области частот обратно пропорциональна 
,ежэ. К’ментному расстоянию решетки d и синусу угла визирования ис- 
°ччика помехи.
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Рис. 2.15. Эффективность по­
давления помехи двухэлемент­
ной антенной решеткой, ха­
рактеризуемая зависимостью 
отношения Ро/Рп от частоты 
для отношения Pj[Pn = 3Q и 

40 дБ

Достижимая степень подавления помехи главным образом зависит 
от трех характеристик антенной решетки: 1) межэлементного расстоя­
ния, 2) ширины полосы частот помехи и 3) частотно-зависимого меж­
канального рассогласования в полосе частот помехи. Хотя влияние 
межэлементного расстояния на форму суммарной диаграммы направ­
ленности было рассмотрено ранее, еще один эффект, связанный с раз­
мещением элементов в решетке, проявляется в задержке распростра­
нения фронта падающей волны.

Для двухэлементной решетки, показанной на рис. 2.16, задержка 
при распространении будет определяться формулой

т = (d sin 0)/п. (2.48)

Предположим, что одиночный источник помехи с мощностью Pj рас­
полагается под углом 0 относительно нормали к решетке и имеет сим­
метричный спектр частот плоской формы шириной В Гц. Можно по­
казать, что отношение P^Pj (где Ро — выходная мощность с учетом 
подавления сигнала помехи) будет в этом случае равно

ро = J _ sina (лВт) ,£ 4д.
Pj (пВт^ ' \ ■ >

Отметим, что (2.49) отличается от (2.47), поскольку значение весово­
го коэффициента, минимизирующего выходную мощность помехи, от­
личается от значения весового коэффициента, обеспечивающего пол­

Рис. 2.16. Зависимость отношения PolPj от произведения Вт
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ное подавление помехи на центральной частоте. Зависимость эффек­
тивности подавления помехи от произведения Вт показана на рис. 2.16. 
Как следует из (2.49), отношение PJPj увеличивается с ростом меж­
ремонтного расстояния решетки н ширины полосы частот помехи.

Коэффициент 
передачи a

Элемент 
решетки 1

Фазовая . L 
погрешность с1 

Элемент 
решетки

Выходной сигнал v (/)

Рис. 2.17. Зависимость отношения Po/Pj от амплитудного и фазового межка­
нального рассогласования в двухэлементной решетке

Погрешность амплитудная, дБ, фазовая, град.

&

1 кк
1 1 1 1. ZLL 1 1,.LJ L 1 1 1 1 1 1 1 1

Упрощенная модель двухканальной системы с амплитудным и фа­
зовым рассогласованием каналов представлена на рис. 2.17. Пренебре­
гая эффектами задержки при распространении, выходной сигнал мож­
но представить как

у (<) == 1 — ае^. (2.50)
Из выражения (2.50) следует, что выходная мощность

\у « = |1 — ae'<f)|2 = 1 4- а2 — 2а cos <р. (2.51)
Зависимости отношения P0IPj, определяемые согласно (2.51), от­
дельно для амплитудных (<р = 0) и фазовых (а = 1) погрешностей по­
казаны на рис. 2.17. В третьей части книги при рассмотрении компен­
сации в системах с адаптивными антенными решетками приводятся бо- 
лсе реальные модели для анализа межканального рассогласования и 
изучаются способы компенсации рассогласования. Как видно из 
Рис. 2,17, для подавления помех на 25 дБ рассогласование каналов не 
должно превышать примерно 0,5 дБ по амплитуде и 2,8° по фазе.

2.5. ОСОБЕННОСТИ ОБРАБОТКИ УЗКОПОЛОСНЫХ И ШИРОКОПОЛОСНЫХ 
СИГНАЛОВ

ц Как было показано, в двухэлементной решетке (рис. 2.10) с помо- 
^Ь1° подстройки комплексных весовых коэффициентов можно полу- 

11Ть результирующую диаграмму направленности с нулем в направле-
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нии на источник помехи. До тех пор, пока помеха является «узкополос­
ной» (т. е. полностью определяется одной частотой соо), результирую­
щая диаграмма направленности решетки будет обеспечивать ее подав­
ление. Операция комплексного взвешивания сигнала антенной решет­
ки обычно осуществляется с помощью устройства с квадратурными ка­
налами, схема которого показана на рис. 2.18. Сигнал каждого элемен­
та решетки разделяется на синфазную и квадратурную составляющие 
с помощью фазовращателя, осуществляющего сдвиг фаз на 90°. Каж­
дая из составляющих затем подвергается операции умножения на пере­
менный весовой коэффициент, после чего результаты умножения сум­
мируются и формируется выходной сигнал. Результирующий комплекс­
ный коэффициент передачи равен Ае>^, где <р = —arctg (w^w^ и

Рис. 2.18. Структурная схе­
ма устройства с квадратур­
ными каналами для вы- 
голнения операции комп­

лексного взвешивания

А = (tiy® + W2)I/2. Считается, что весовые коэффициенты и w2 
принимают как положительные, так и отрицательные значения и диа­
пазон изменения амплитуды А ограничивается лишь диапазоном изме­
нения этих коэффициентов. Следует отметить, что для получения удов­
летворительного качества обработки в устройстве с квадратурными 
каналами не обязательно обеспечивать фазовый сдвиг, равный точ­
но 90°.

В том случае, когда помеха характеризуется не одной частотой, а 
спектром частот значительной ширины, комплексный весовой ко­
эффициент, подходящий для подавления составляющей частоты соъ 
не будет таковым для составляющей частоты со2, так как нули диаграм­
мы направленности решетки смещаются при изменении значения %. 
Отсюда следует, что если необходимо обеспечить формирование нуля 
диаграммы направленности для всех частот спектра помехи, то для 
каждой из этих частот требуется свое значение комплексного весового 
коэффициента. Простой и эффективный способ получения различных 
комплексных весовых коэффициентов для ряда частот из интересую­
щего диапазона основан на использовании вместо устройства с квад­
ратурными каналами (рис. 2.18) нерекурсивного фильтра с передаточ­
ной функцией $ (со). Фильтр этого типа может быть реализован на ос­
нове многоотводной линии задержки, как показано на рис. 2.19 [22, 
23). Такой фильтр называется трансверсальным и имеет периодиче­
скую передаточную функцию (см. приложение Д). Если отводы линии 
располагаются достаточно часто и их число велико, то такой фильтр 
близок к идеальному фильтру с регулируемыми амплитудно- и фазо­
частотной характеристиками на каждой частоте в заданном диапазоне. 
Верхний предел для выбора расстояния между отводами задается 
требуемой шириной подавляемой полосы частот В а решетки, так как
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> Вл и Bf = 1/А при равномерном распределении отводов линии. 
Такой фильтр оказывается полезным не только для осуществления тре­
буемых подстроек амплитуды и фазы широкополосных сигналов во 
всем диапазоне частот, но и для компенсации эффектов, связанных с 
многолучевым распространением, с задержкой сигнала в антенной ре­
шетке и с межканальным рассогласованием (такие применения фильтра 
рассматриваются в третьей части книги). Трансверсальные фильтры 
могут использоваться также для повышения эффективности радиолока­
ционных систем с селекцией движущихся целей (СДЦ) при подавле- 
цци отражений от местных предметов, для компенсации погрешно-

Линия
задержки задержки задержки

Линия Линия

Рис. 2.19. Структурная схема трансверсального фильтра, реализованного на 
основе L-отводной линии задержки

стен, обусловленных собственным движением, для уменьшения эф­
фектов рассеяния в ближней зоне и компенсации ошибок, обусловлен­
ных возбуждением решетки [24].

Рассмотрим многоканальный процессор, построенный на основе 
многоотводных линий задержки (рис. 2.20). Число каналов N этого 
процессора для обработки широкополосных сигналов равно числу эле­
ментов антенной решетки, каждый из которых содержит трансверсаль­
ный фильтр на линии задержки с L отводами, аналогичный показан­
ному на рис. 2.19. Из сравнения устройств, представленных на 
рис. 2.20 и рис. 1.1, видно, что сигналы хг (/), х2 (/), ..., xn (t) пер­
вого из них полностью соответствуют сигналам х, (О, х2 (£), ..., ху (t) 
второго, которые определяются соотношением (1.6) и в совокупности 
представляются вектором х (£). Аналогичным способом определим ком­
плексный вектор х( (t) сигналов на первых отводах линий задержки:

[х( (OF = (х')г = [лцх2 ... x.d. (2.52)

Нискольку сигналы на вторых отводах линии задержки во всех кана- 
‘1ах отличаются от сигналов на первых отводах только временем за- 
11азДЬшания, то комплексный вектор х2 (0 сигналов на вторых отводах 
°пРеделится как

[Х2 (0F= [х' (t - A)F =

= lxx (t — A) х2 (I — А) ... xn (t — А)]. (2.53)
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Продолжая аналогичные рассуждения для всех L отводов, можно пред­
ставить суммарный вектор сигнала для многоканального процессора в 
виде

х( (t) Гх' (0 1
А

х(0 = *2 (0 = х' (/ — А)

_х£(0_ _x'[/-(L-l)A]_

(2.54)

Из выражения (2.54) видно, что суммарный вектор сигнала х (/) со­
стоит из L ЛАмерных подвекторов.

Точно таким же способом определим весовой вектор:
(wj)r A [®uw21 ... ши]. (2.55)

Тогда весовой вектор для многоканального процессора можно пред­
ставить в виде

(2.56)

W L
Из (2.56) видно, что суммарный весовой вектор w является вектором 
размера N X L и состоит из L М-мерных подвекторов.

С учетом введенных определений для сигнального и весового век­
торов выходной сигнал многоканального процессора, построенного на 

Рис. 2.20. Структурная схема многоканального процессора на многоотводных 
линиях задержки для обработки широкополосных сигналов
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базе многоотводных линий задержки, можно записать в виде выраже­
ния

y(t) = i (wzyX;(0= 2 (wj^x'[/—(Z—1) A]=w7’x(0, (2.57) 
z=i /=1

которое по форме точно совпадает с (1.4). Запись вектора сигнала в 
форме (2.54) приводит к тому, что при определенных условиях кор­
реляционная матрица входных сигналов становится теплицевой 
(см. гл. 3).

Процессоры сигналов антенной решетки, показанные на рис. 2.19 
и 2.20, являются примерами классических устройств обработки сигна­
лов во временной области, основанных на использовании комплекс­
ных весов многоотводных линий задержки. Сравнительно недавно 
стали применяться методы быстрого преобразования Фурье (БПФ) для 
замены обычных процессоров, работающих во временной области, на 
эквивалентные процессоры, работающие в частотной области. При та­
ком подходе можно упростить аппаратуру. Формирование диаграммы 
направленности при использовании обработки во временной области 
с ростом числа фазовращателей или линий задержки становится кон­
структивно нецелесообразным из-за сложности аппаратуры, в то вре­
мя как обработка в частотной области, осуществляемая с помощью ЭВМ, 
существенно упрощает аппаратуру. Некоторые вопросы обработки 
сигналов в частотной области рассмотрены в задачах к этой главе, бо­
лее подробный анализ цифровых методов формирования диаграмм на­
правленности можно найти в литературе [25—27].

Процессор, показанный на рис. 2.20, осуществляет обработку вы­
ходных сигналов элементов антенной решетки во временной области; в 
129] такое устройство называют «процессором, работающим в простран­
стве элементов». Очевидно, что существуют такие процессоры, работаю­
щие как во временной, так и в частотной областях. Достоинством 
процессоров, работающих в частотной области, является то, что они 
осуществляют подавление непрерывных помех. С другой стороны, до­
стоинством процессоров, работающих во временной области, являет­
ся то, что что они могут обеспечить подавление сигналов с непрерывным 
спектром и от источников с непрерывным распределением по углам. 
Таким образом процессоры, работающие в частотной области, оказы­
ваются наиболее подходящими для решения проблемы обнаружения 
Узкополосных сигналов, тогда как процессоры, работающие во вре­
менной области, — для обнаружения широкополосных сигналов. Сле­
дует тем не меисе подчеркнуть, что окончательно выбирать тип процес­
сора для конкретного применения следует с учетом чувствительности 
структуры к возможным возмущениям, а также ее соответствия фак­
тическим условиям приема сигнала [28].

Часто для упрощения устройства обработки сигналов элементы ре­
шетки вначале объединяют в группы и суммарные выходные сигналы 
гРупп (им соответствуют отдельные лучи) подаются на адаптивный про­
фессор. Такие процессоры называются процессорами, «работающими в 
пРостранстве лучей» [29]. В ряде случаев частично адаптивные решетки 
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(см. гл. 12), использующие такие процессоры, имеют лучшие характе­
ристики, чем решетки с процессорами, работающими в пространстве 
элементов.

2.6. выводы

Условия, в которых предполагается работа системы с адаптивной 
антенной решеткой, определялись на основе анализа помех различных 
типов и моделирования полезного сигнала в виде случайного или не­
случайного процесса. При этом важным был учет эффектов, связан­
ных с условиями распространения сигнала, так как они обусловлива­
ют его искажения. Существенным является также характер нестацио- 
нарности поля шумов, непосредственно влияющий на работоспособность 
адаптивной системы при нестационарных условиях приема сигнала.

Расположение элементов антенной решетки непосредственно влия­
ет на эффективность работы системы в любых заданных помеховых си­
туациях. Потенциальные возможности антенной решетки в увеличении 
эффективности приема были показаны на одном из простых примеров. 
Было показано также, что при построении антенных решеток как с 
«полным набором» элементов, так и больших «прореженных» с отно­
сительно малым их числом можно добиться устранения нежелательных 
боковых лепестков на основе теории антенных решеток со случайным 
расположением элементов. На формирование нулей диаграммы в на­
правлениях на источники помех наряду со способом расположения эле­
ментов могут влиять также:

1) ширина полосы частот помехи;
2) задержка сигнала при распространении по раскрыву решетки;
3) эффекты межканального рассогласования.
Требования к обработке узкополосных и широкополосных сигна­

лов различны в том смысле, что в первом случае достаточно весового 
коэффициента для каждого канала, тогда как во втором—необходимо 
осуществить операцию частотно-зависимого взвешивания с помощью 
трансверсального фильтра на многоотводной линии задержки. Процес­
соры, работающие во временной области, можно заменить эквивалент­
ными процессорами, работающими в частотной области и реализуемыми 
при использовании ЭВМ, что существенно упрощает аппаратуру.

Потенциальные возможности систем с адаптивной антенной решет­
кой в установившемся режиме можно рассчитать теоретически, не при­
бегая к точному рассмотрению всех факторов, влияющих на эффектив­
ность. Теоретические пределы эффективности при работе антенной ре­
шетки в установившемся режиме рассматриваются в гл. 3.

ЗАДАЧИ

1. Кольцевая антенная решетка. Для кольцевой антенной решетки, показан­
ной на рис. 2.21 и содержащей N равноудаленных элементов, в качестве фазо­
вого центра выберем центр окружности. Для сигнала, поступающего в антен­
ную решетку под углом 6 по отношению к направлению отсчета, угол cpft = 
= 0 — ф*.

А. Покажите, что ф/г = (2л/N) (k — 1) для k = 1, 2, ..., N.
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Б. Покажите, что набег фазы, обусловленный разностью хода между k-гл 
элементом и фазовым центром, определяется выражением = л (/?//.) cos <рд..

В. Покажите, что межэлементное расстояние Х/2 обеспечивается выбором 
радиуса кольцевой антенной решетки R = А./[4 sin (n/N)].

2. Линейная антенная решетка. Рассмотрим геометрические соотношения, 
показанные на рис. 2.22. Здесь через v обозначен вектор, направленный из цент­
ра решетки к источнику сигнала; через 0 — угол между направлением вектора 
v и нормал к раскрыву; через v—скорость распространения фронта волны.

Рис. 2.21. Расположение кольцевой Рис. 2.22. Геометрические соотноше- 
А-элементной антенной решетки в ния для линейной решетки

азимутальной плоскости

А. Покажите, что в случае сферического волнового фронта его время за­
держки при достижении элемента, находящегося на расстоянии х относительно 
центра решетки, будет определяться выражением

т (х) = II у II
v

где ||v|| — обозначает длину вектора V.
Б. Покажите, что для сферического волнового фронта коэффициент затуха­

ния сигнала при достижении элемента, удаленного от центра решетки на рас­
стояние х, определяется выражением

где ||1|| —расстояние между источником сигнала и рассматриваемым элемен­
том решетки.

3. Линейная эквидистантная антенная решетка [30]. Покажите, что норми­
рованная диаграмма направленности решетки определяется выражением 

sin (Nu/2)
sin (»/2)

где и = 2л (Ж) sin 0.
4. Характеристики неэквидистантных антенных решеток [15].

А. В неэквидистантной линейной решетке положение i-ro элемента опреде­
ляется формулой

4=(у+вг)</, 
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где d — некоторое «базовое» межэлементное расстояние, а 8; — отклонение 
положения элемента данной решетки от положения соответствующего элемента 
в эквидистантной решетке с расстоянием d. Нормированная диаграмма направ­
ленности, формируемая неэквидистантной антенной решеткой, определяется вы­
ражением

N N

л=у 2 cos“-=y 2 cos[(t+е‘)4
»=i 1=1 z -*

где и — 2л (d/K) sin 0.
Покажите, что выражение для диаграммы А можно представить в виде

где А и — диаграмма направленности эквидистантной решетки с межэлемент­
ным расстоянием d (см. задачу 3).

Б. Полагая все значения произведений ег и малыми, покажите, что диа­
грамма, полученная в п. А, приводится к виду

В. Результат, полученный в п. Б, можно представить следующим образом:

Эту форму записи можно рассматривать как представление правой части послед­
него выражения в виде ряда Фурье. Следовательно, величина е; будет опреде­
ляться формулой для коэффициентов ряда Фурье:

покажите, что

2N f 1 „ ( и \
^ = ~}—(Au~A)sm^—jdU. 

0
Полагая

Аи — А 1 v ,и ~ и 2<а^и Uk}'
k= 1

N
л

ег = 2
sin [(г/2) ик] 

ак-----------------
Uk

Г. Для эквидистантных антенных решеток положения максимумов боковых 
лепестков определяются приближенным выражением

ик = л (2/г + 1)/А.
Поскольку уровни боковых лепестков уменьшаются пропорционально 1/«, то 
(Ац — А)!и можно представить в виде

Покажите, что при такой форме представления (Аи—А)!и
А = 1 L J

sin (m/2W) (2k+ 1)
(2&+D2
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5. Неэквидистантные и эквивалентные им эквидистантные антенные решет­
ки [14]. Один из методов определения основных характеристик неэквидистант­
ных решеток основан на использовании соответствия между неэквидистантной 
и эквивалентной ей эквидистантной антенной решеткой (ЭАР). Этот метод обес­
печивает наилучшее по средним квадратическим значениям приближение харак­
теристик исходной неэквидистантной решетки.

А. Получите выражение для диаграммы направленности А (6) эквидистант­
ной антенной решетки (рис. 2.23) в виде нормированной векторной суммы узко­
полосных сигналов каждого элемента (нормирование выполняйте относитель­
но уровня сигнала центрального элемента решетки). Покажите, что

(W-1J/2
Л(0) = 1-|-2 У, cos [2ш7 sin 0], ( = d/X.

i= 1
Покажите также, что для = 2 диаграмма направленности имеет второй ос­
новной максимум при 0 = л/6.

Рис. 2.23. Эквидистантная антенная 
решетка с нечетным числом элемен­

тов

Рис. 2.24. Симметричная неэквиди­
стантная антенная решетка с нечет­

ным числом элементов

Б. Покажите, что диаграмма направленности неэквидистантпой антенной 
решетки, показанной на рис. 2.24, определяется выражением

(W-l)/2
А(0)=1-[-2 cos [2л/г sin 0], li — dilK.

i — 1
В. Результат, полученный в п. Б, можно представить в следующем виде:

А (0) = 1 +2 У cos 0);,

где <£>i = (—IА (л7? sin 0), R — постоянный множитель.

Величину = nR sin 0 можно рассматривать как некоторую (фиктив­
ную) основную частоту ЭАР. Коэффициент R определяет расстояние между эле­
ментами в ЭАР. Например, R = 1 соответствует полуволновому расстоянию меж­
ду элементами, a R = 1/2 — четвертьволновому. Каждая составляющая послед­
него выражения для А (0) может быть представлена в виде ряда Фурье. Прак­
тически для обеспечения требуемой точности представления необходимо учиты­
вать только конечное число членов ряда. Представив m-й член ряда для А (0) 
как 

где [im = (2lm/R), получим его разложение в ряд Фурье в виде
оо

cos 1^(0!= У, amv cos (vtoj,
v - о
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где

COS Цт (0x COS V(0x

Покажите, что при 7? = 1

а
2

mV
Hm(— l)Vsin |Л,ПЛ

P,n-v2
ДЛЯ |Ll,n =#= О, ± 1, ±2,...л

Г. Используя разложение, полученное в п. В для cos сог, покажите, что 
Р f оо | Р

А(0) = 1-{-2 2 2 amvcos(vwi) =1+2 2 ^rcosrcolt
1 = 1 |v=o ' r = 0

где Ао = а10 + а2о + «зо + А = «и + «21 + «31 + •••
Отметим, что рассмотренное здесь представление не является единственным. 

Другие представления получаются при выборе другого значения Д. Из свойств 
рядов Фурье следует, что каждое представление будет наилучшим из возможных 
для соответствующего значения од

6. Эффекты, связанные с задержкой распространения по раскрыву решетки. 
Эти эффекты можно проанализировать при рассмотрении простой двухэлемент­
ной модели антенной решетки, показанной на рис. 2.25. Необходимо выбрать та­
кое значение wlt которое обеспечивает на выходе минимальную мощность Ро 
помехи от точечного источника.

Рис. 2.25. Структурная схема двухэлементной линейной антенной решетки с од­
ним комплексным весовым коэффициентом. Длительность задержки распростра­

нения по раскрыву равна т

А. Поскольку в частотной области х2 (со) = хг (со) ехр (—/сот), определение 
значения может рассматриваться как задача получения наилучшей оценки 
(в смысле наименьшей средней квадратической ошибки) для хх (со) ехр (—/сот) 
и при этом ошибка будет определяться как е (со) = х1 (со) [ехр (—/сот) — ш,]. 
Чтобы значение весового коэффициента wr было оптимальным, ошибка оценки 
должна быть ортогональна сигналу д (со), т. е. должно выполняться условие

£• {| (<о) |2 [е—/f0T—

где £{•} означает усреднение по частоте. Если значение 1%, (<о)|2 постоянно и не 
зависит от частоты, то из рассмотренного условия ортогональности следует, что 
для должно удовлетворяться равенство Е {ехр (—/сот) — ид} = 0. Покажите, 
что если спектр сигнала имеет прямоугольную форму в полосе частот—лВ со

лВ, то значение будет иметь вид w1 = [sin (лВт)]/(лВт).
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Б. Выходная мощность может быть определена как 
яв

Ро = f Trr(w» 9) rfw-
— лВ

Здесь

<PrR (w, 0) = | е ’ “/ит— |1 2 3 <ps3 (со)

1 В адаптивных антенных решетках сканирование может быть осуществле­
но с помощью изменения параметров опорного сигнала, определяющих направ­
ление на источник ожидаемого полезного сигнала. (/Трим, ред.)

3 Зак. 896

— выходная спектральная плотность, a <pss (со) — спектральная плотность 
помехи от точечного источника. Если полагать, что в полосе частот полезного 
сигнала <pss (со) = 1 (так что Pj = 2лВ), то из п. А следует

лВ
р-1

— лВ

sin (лВт)
лбт

2
da>.

Покажите, что

sin (лВт) 
лВт

где Pj — мощность помехи.
7. Сканирование адаптивно сформированными лучами [31]1. Для осущест­

вления сканирования адаптивно сформированным лучом требуется информация 
о расположении элементов антенной решетки. В бортовых самолетных антен­
ных решетках при невысокой плотности распределения элементы размещаются 
вдоль всего корпуса. Несмотря на то, что координаты элементов решетки мож­
но точно измерить на земле, из-за отсутствия абсолютной жесткости конструкции 
корпуса во время полета относительные положения элементов решетки могут 
значительно изменяться, при этом среднее квадратическое отклонение достига­
ет 3 см.

Для систем сканирования с антенной решеткой в [31] были получены сле­
дующие результаты:

1. Допустимое среднее квадратическое отклонение координаты элемента 
равно ох — Оу = о2 = X/(4n0s), где X — длина излучаемой волны, 0S — мак­
симальный угол отклонения луча от заданного направления отсчета.

2. Допустимое среднее квадратическое отклонение направления отсчета 
ое ~ A0/(20s), где Д0 ~ X/D — ширина луча, а О — линейный размер решетки.

3. Дальность, начиная с которой, можно обеспечить сканирование в даль­
ней зоне Р.т ~ 0Д92/(2л).

4. Среднее квадратическое отклонение дальности до цели Ro ~ 
~ /?оД0/(208), где Ро < Rm.

A. Полагая, что ~ ох — оу — аг = 3 см, определите сектор сканиро­
вания антенной решетки 20s.

Б. Определите, какова минимальная дальность, для которой будут удов­
летворяться условия сканирования в дальней зоне.

B. Для полученного в п. А значения сектора сканирования найдите сред­
нюю квадратическую погрешность определения направления отсчета.

8. Эквивалентность частотной области и времени задержки [27]. Диаграм­
ма направленности адаптивной решетки формируется с помощью процессора. 
Процессор, работающий во временнбй области, построенный на основе много­
отводной линии задержки, можно заменить эквивалентным процессором, рабо­
тающим в частотной области согласно алгоритму быстрого преобразования Фу­
рье (БПФ).

65



Таблица 2.1

Временная область Частотная область

%п (0 Хп (со)

хп
Хп (со) Г/ф”

W-1 N-1
2 Хп —Т'п) 2 Xn(co)e

/г—0 п=0

Фронт плоской волны, падающей на эквидистантную линейную антенную ре­
шетку с межэлементным расстоянием d, формирует сигналы на соседних элемен­
тах, отличающиеся только временем задержки: тх = (div) sin 0lt где 0! — угол 
между направлением прихода волны и нормалью к раскрыву. Очевидно, что для 
элементов, расположенных на расстоянии nd друг от друга Tn = nT!. В класси­
ческих устройствах обработки сигналов решетки во временной области луч диа­
граммы в направлении О, формируется с помощью подключения соответствую­
щих линий задержки к выходам каждого элемента решетки. Обозначим через 
хп (/) —сигнал при поступлении плоской волны на n-й элемент решетки, а че­
рез тп — его время задержки. Выходной сигнал /V-элементной антенной решетки 
образуется в результате сложения выходных сигналов хп (t) отдельных элемен­
тов:

А'-1
2 Хп (z“Tn).

A. Используя свойства преобразования Фурье, покажите, что каждой вре­
менной функции в левой части табл. 2.1 соответствует частотная функция в пра­
вой части. Через <рп в таблице обозначен фазовый сдвиг, эквивалентный времени 
задержки тп.

Б. Плоская волна, падающая на решетку под углом 0Х, может быть опреде­
лена выражением

х (t, z) = cos [со (/ — г/и)] = cos [со/ — kz],
где k — волновое число, а г — координата на оси, совпадающей с направле­
нием распространения волны, которое, в свою очередь, образует угол О, с нор­
малью к раскрыву решетки. Покажите, что фазовый сдвиг срп и соответствующее 
ему время задержки тп связаны соотношением срп = сотп, где

тп — п (d/v) sin 0Х.
B. Будем полагать, что 0, со и / дискретны. Для обозначения различных ком­

бинаций значений угловых координат, частот и моментов времени удобно вос­
пользоваться следующей системой индексов:

0 = 0г = /Д0; / = 0, 1, .... — 1;
со = сот = тДсо; т = 0, 1, ..., М — 1; 

/ = /; = /Д/; / = 0, 1, ..., М — 1.
Обозначим значения Хп (со) на указанных дискретных частотах (дискретное пре­
образование Фурье — ДПФ) следующим образом:

(щДсо) — Xn (сот) Хтп.
Аналогично можно представить временные отсчеты волнового фронта для п-го 
элемента решетки:

хп (< Д1) — хп (Iг) — xin •
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Тогда

Глава 3. ОПТИМАЛЬНАЯ ОБРАБОТКА СИГНАЛОВ 
В АНТЕННЫХ РЕШЕТКАХ: ПРЕДЕЛЫ ЭФФЕКТИВНОСТИ 

В УСТАНОВИВШЕМСЯ РЕЖИМЕ И ВИНЕРОВСКОЕ РЕШЕНИЕ

Проблеме оптимальной пространственно-временной обработки сиг­
налов в антенных решетках уделялось большое внимание в течение 
двух последних десятилетий о чем свидетельствует большое количе­
ство публикаций на эту тему [1—12]. Оптимальную обработку сигна­
лов в решетках можно, по существу, рассматривать как задачу опти­
мальной многоканальной фильтрации, основной целью которой являет­
ся улучшение приема или обнаружения полезного сигнала (случайного 
или детерминированного), когда наряду с ним присутствуют несколько 
помех. При этом полезный сигнал может иметь один или несколько 
неопределенных параметров (таких как пространственное положение 
его источника, энергия и начальная фаза сигнала), которые необхо­
димо оценить.
3* 67

Выходной сигнал антенной решетки с учетом изложенного можно получить в 
форме спектральных отсчетов (как функцию числа лучей), полученных в резуль­
тате применения двухмерного ДПФ к входным сигналам решетки. Эти отсчеты 
можно получить с помощью алгоритма БПФ.

Обозначив хп (iht) := xni, можно записать выражение двухмерного ДПФ в 
виде

Г. Фазовый сдвиг можно представить как <pn; = (nl)lN при sin 0/ « /Д0

и Д0 = \!(Nkd). Тогда имеет вид ДПФ.

Покажите, что Хтп — Хп (т&ы) можно также выразить с помощью ДПФ, 
т. е.

Покажите, что (pn; — n^d sin 0/. Покажите также, что выражение последней 
суммы можно переписать в другом виде с использованием как частоты, так и уг­
ловой координаты, т. е.

Следовательно, согласно табл. 2.1



Поскольку любая многоэлементная антенная решетка может ис­
пользоваться для осуществления пространственной фильтрации или, 
что то же самое, угловой селекции, то многие ранние работы были по­
священы в основном вопросам получения требуемых диаграмм направ­
ленности с помощью весового суммирования сигналов отдельных эле­
ментов решетки. Такой подход кажется разумным, однако, в его основе 
лежит предположение, что наилучшим способом, обеспечивающим в 
конечном итоге улучшение эффективности обнаружения сигнала, яв­
ляется формирование некоторой диаграммы направленности решетки.

При более общем подходе к проблеме обнаружения сигнала на фор­
му диаграммы направленности не накладывается каких-либо ограниче­
ний. В этом случае можно получить более значительное увеличение 
эффективности, чем при обычном подходе. Структура процессора для 
обработки сигналов решетки обусловлена выбранным критерием оп­
тимальности и получается в результате математического решения рас­
сматриваемой задачи. При этом операция формирования диаграммы 
направленности становится частью алгоритма оптимальной обработки 
сигналов, хотя такая операция и не была задана в самом начале. По 
лученное устройство обработки (процессор) будет настолько близко к 
оптимальному, насколько используемые математические модели соот­
ветствуют действительным условиям работы системы.

Методы оптимальной обработки сигналов в антенных решетках 
можно разделить на два больших класса: 1) реализуемые при идеаль­
ных и 2) при пеидеальных условиях (при наличии неоднородности рас­
пространения). Идеальные условия распространения характеризуются 
тем, что распространение энергии сигнала происходит в идеальной, 
неслучайной, недиспергирующей среде, когда волновой фронт полез­
ного сигнала является плоским (или сферическим) и элементы прием­
ной антенной решетки не вносят искажений. Применительно к таким 
условиям оптимальный процессор называется согласованным с сигна­
лом, имеющим плоский волновой фронт. Любое ухудшение эффектив­
ности, обусловленное отличием действительных условий работы от пред­
полагаемых идеальных условий, минимизируется путем использова­
ния дополнительных методов (например, введением ограничений). 
В том случае, когда система работает в упомянутых идеальных усло­
виях, согласование с полезным сигналом обеспечивается весовым сум­
мированием сигналов элементов решетки.

При возникновении неоднородностей в среде распространения или 
при приеме сигнала предположение о плоском характере волнового 
фронта не выполняется и весовое суммирование не будет обеспечивать 
согласование с полезным сигналом. В том случае, когда возникает за­
дача согласования процессора антенной решетки с сигналом с про­
извольными характеристиками, можно обратиться к методам согла­
сованных решеток, основанным на использовании весовой матрицы для 
обработки входных данных [17]. Принципиальные достоинства таких 
процессоров, построенных с учетом пространственного согласования 
элементов решетки, реализуются при приеме сигналов с неплоским 
волновым фронтом. При этом согласование может быть выполнено 
лишь в статистическом смысле.
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Определение пределов эффективности в установившемся режиме 
является важной задачей, поскольку такие пределы характеризуют 
потенциальные возможности того или иного способа построения систе­
мы. Вполне естественно, что проблема оптимальной обработки сигна­
лов в антенных решетках при идеальных условиях распространения 
привлекла очень большое внимание исследователей и были предложе­
ны различные подходы к ее решению применительно к случаям как 
узкополосных, так и широкополосных сигналов. В наиболее извест­
ных и подробно описанных методах предусматривается выбор крите­
рия эффективности, который оптимизируется с помощью соответствую­
щего выбора весового вектора. Такие методы оптимизации широко ис­
пользуются в связных, радио- и гидролокационных системах и были 
довольно полно рассмотрены в литературе. В последнее время появи­
лись сообщения об обработке сигналов в антенных решетках методом 
максимума энтропии (который наиболее пригоден для решения задач 
пассивной радиолокации) [13, 14], а также о методах, основанных на 
анализе собственных значений [15, 16].

Прежде чем приступить к рассмотрению задачи оптимизации обра­
ботки сигналов в антенной решетке и ее потенциальных возможностей 
следует ввести ряд исходных математических положений и дать опи­
сание сигналов в решетках. Известно [18], что если составляющие 
шума отдельных элементов решетки (каналов) не коррелированы вза­
имно и имеют одинаковую мощность, то равновесное суммирование 
сигналов всех элементов обеспечивает максимум ОСЩ. Однако при воз­
действии на решетку помехи от точечного источника составляющие шу­
ма в каналах будут коррелированными. Таким образом, задача опти­
мального подбора весовых коэффициентов может рассматриваться как 
задача подавления коррелированных составляющих шума. Поэтому 
описание условий приема сигнала с помощью корреляционных матриц 
играет основную роль при нахождении оптимального решения.

В данной главе обсуждаются также формулировки некоторых наи­
более употребимых критериев эффективности антенных решеток на 
основе описания сигналов с помощью их комплексной огибающей. При­
мечательным является тот факт, что решения, полученные на основе 
различных критериев эффективности, в установившемся режиме схо­
дятся (с точностью до постоянного скалярного множителя) к оптималь­
ному винеровскому решению. Часто возникает проблема разработки 
процессора антенной решетки, обеспечивающего оптимальное обнару­
жение сигналов. На базе классической статистической теории обна­
ружения можно определить процессор, основанный на тесте отношения 
ьравдоподобня, который, в свою очередь, приводит к канонической 
структуре процессора решетки. Такая каноническая структура содер­
жит устройство весовой обработки, очень близкой к обработке (в ус­
тановившемся режиме), найденной ранее для указанных критериев 
эффективности. Это еще раз подчеркивает то обстоятельство, что проб­
лемы оптимизации, казавшиеся в начале совершенно различными, в 
Действительности обладают внутренним единством, которое обнаружи­
вается при наиболее общем подходе к обработке сигналов в антенной 
Решетке.
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3.1. МАТЕМАТИЧЕСКОЕ ВВЕДЕНИЕ

При определении оптимальных значений весовых коэффициентов 
целесообразно представлять огибающую сигнала и адаптивные весо­
вые коэффициенты в комплексной форме. Поэтому далее кратко рас­
сматривается сущность такого комплексного представления.

В любой системе присутствуют только действительные сигналы, а 
взаимосвязь между этими действительными сигналами и соответствую­
щими им представлениями с использованием комплексной огибающей 
определяется как

действительный : ре (/представление комплексЛ е/ю„( 
сигнал {(ной огибающей / (3-1)

где Re {•} обозначает «действительную часть» выражения в скобках. 
Такое представление более подробно рассматривается в приложении 
Б. Выражение (1.4) в комплексной форме имеет вид

у (t) = Re {xr w* — Re {w+ xe'“°z}, (3.2)

где wtx — комплексная огибающая у (/); знак * используется для 
обозначения комплексно-сопряженной величины; знак ~ обозначает 
операцию транспортирования и перехода к комплексно-сопряженным 
величинам, т. е. [(■ )*]г. Близким по значению к комплексному пред- 
ставленик) явлется понятие аналитического сигнала ф (/), для которо­
го у (0 Д Re {ф (/)} и

ф (/) А у (t) + jy (0, (3.3)

где у (/) — преобразование Гильберта для у (/). Отсюда следует, что 
при комплексном представлении весовых коэффициентов w = иц ф- 
ф- jw2 и использовании аналитического представления входного сиг­
нала в виде лу + jx2, действительный выходной сигнал будет опреде­
ляться выражением

у (0 = Re {(u\ — /ьу2) (xj (/) + jx2 (/))} = (7) ф- w2x2 (t), (3.4)

где x.2 (0 — Xj (/). Отметим, что произведение комплексной огибаю­
щей действительного сигнала у (/) на равно ф (t). Следствием
рассмотренного способа описания сигналов и весовых коэффициентов 
является два различных подхода к проблеме нахождения оптималь­
ного весового вектора, а именно:

1) переформулировка задачи, при которой вместо комплексных ве­
личин используются только действительные; это позволяет применять 
обычные методы оптимизации;

2) переопределение некоторых понятий и операций (таких, как ко­
вариационная матрица, градиент и т. д.), позволяющие при оптими­
зации использовать комплексную форму представления величин.

Многочисленные примеры обоих подходов можно найти в литера­
туре по адаптивным антенным решеткам. Поскольку не существует 
бесспорных преимуществ одного подхода перед другим, целесообраз­
но рассмотреть особенности применения обоих подходов.
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3.1.1. Формулировка задачи при использовании 
действительных величин

Пусть z1 является первой составляющей вектора г, имеющего п 
составляющих (z может представлять весовой вектор, вектор сигнала 
и т. д.), а лу и х2 — соответственно действительная и мнимая части этой 
составляющей г±. Аналогично определим

zh — x2h~l + ix2h-

х (0 = s (0 + и (0,

(3.5)
Отсюда следует, что комплексный вектор z из п составляющих может 
быть полностью представлен действительным вектором х из 2п состав­
ляющих. Представляя все комплексные векторы соответствующими 
действительными, можно получить решения различных задач для си­
стем с адаптивными антенными решетками, используя привычные ма­
тематические понятия и процедуры. Представив таким образом един­
ственный комплексный весовой коэффициент wx + jw2 и комплексный 
сигнал -ф jx2, получим

W7 X —- [x1! U'2]
*1'

U’l -1- w2 х2, (3.6)

что соответствует выражению (3.4). Если воспользоваться рассмотрен­
ным подходом, то можно установить, что отдельные недиагональные 
элементы соответствующей корреляционной матрицы (которая опреде­
ляется далее) будут равны нулю. Этот факт не влияет на результаты 
данной главы и не будет здесь анализироваться, однако он более под­
робно будет рассмотрен в качестве примера в гл. 11.

3.1.2. Корреляционные матрицы действительных сигналов

Поскольку сигналы и шум в системах с адаптивными решетками 
являются случайными процессами и определяются своими статистиче­
скими характеристиками, то оценивать эффективность систем удобно 
с помощью средних значений. При оценивании средних значений при­
ходится использовать статистические характеристики второго поряд­
ка, такие как корреляционная и взаимная корреляционная матрицы. 
Степень корреляции между составляющими двух случайных векторов 
определяется элементами взаимной корреляционной матрицы этих 
векторов [19]. Например, матрица взаимной корреляции стационарно 
связанных случайных векторов х (0 и у (t) определяется как

Raj/ (т) Л Е {х (0 уТ (t — Т)}, (3.7)

где Е — математическое ожидание и т время задержки. Аналогично 
определяется корреляционная матрица стационарного вектора:

Rxx СО &Е {х (0 xr (t — т)}. (3.8)

Если вектор сигнала х (0 состоит из некоррелированных состав­
ляющих полезного сигнала и шума, так что

(3.9)
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то
Rxx СО = Rss СО + Rnn (т). (3.10)

При анализе свойств системы с адаптивной антенной решеткой наи­
более важное значение имеют те корреляционные матрицы, для кото­
рых т = 0. В этом случае вместо Rxy (0) и Rxx (0) будет использовать­
ся упрощенная запись:

Rxx — Rxx (0), (3.11)
Rxy = Rxy (0). (3.12)

Отсюда следует, что для ЛАмерного вектора х (0 корреляционная ма­
трица, по определению, равна 

Rxx — Е {хх7} —

Л1 (0 Хг (I)

Х‘2 (0 Хг (Z)

Xn (0 xt (0

Xt (0 Х2 (/). . . АЦ (t)XN(t)

Х2 (0 Л'2 (0 • • •

• • • xN (/) xN (/)

(3.13)

где Xi (0 xk (0 обозначает Е {xt (0 xh (t)}.
Из определения следует, что

Rxx — Rxx и R.rr/ = Ryx> (3.14)
т. е. корреляционная матрица является симметричной. В общем слу­
чае корреляционная матрица RX3C явлется только положительно полу- 
определенной и обратная матрица RA1 может не существовать. По­
скольку на практике мы располагаем только оценками корреляцион­
ной матрицы и такие оценки базируются на отдельных временных от­
счетах, то при достаточном числе отсчетов для сигнала с ненулевой ши­
риной полосы частот можно гарантировать положительную определен­
ность и существование обратной матрицы. Например, векторы сигнала 
х (/) и шума п (/) в (3.9) часто содержат некоррелированные составляю­
щие собственного шума усилителей и поэтому их корреляционные ма­
трицы можно считать положительно определенными. Однако вектор 
полезного сигнала s (t) может содержать коррелированные составляю­
щие, как, например, в случае достижения фронтом однородной плос­
кой волны одновременно двух или более элементов решетки, когда на 
выходах элементов образуются одинаковые синфазные составляющие 
сигналов. Поэтому корреляционная матрица Rss является лишь поло­
жительно полуопределенной, а ее обратной матрицы RA1 может не 
существовать.

Для процессора на основе многоотводной линии задержки из 
разд. 2.5 рассмотрим корреляционную матрицу сигналов размером 
W X N

RA (т) А Е {х' (1) х'г (1 — т)}, (3.15)
где х' (/) — действительный вектор сигнала многоканального процес­
сора, определяемой формулой (2.52). Аналогичным образом для NL- 
мерного вектора всех сигналов, наблюдаемых на отводах линии за­
держки, корреляционная матрица будет определяться выражением

R„(t)A£{x(1)x41-t)}. (3.16)
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Подставив (2,54) в (3.16), получим

(3.17)

(3.18)

а с учетом (3.15)
КД W

Кхх О-А)

ИД(т + Д)..

КД (т)

• КД [т-|-(£ —1) А]"

-д--1)А] . . . КД W

Корреляционная матрица Rxx размера NL X NL, определяемая 
(3.18), является теплицевой матрицей, имеющей одинаковые элементы 
на каждой диагонали [20]. Теплицева форма удобна тем, что вся матри­
ца определяется первой строкой подматриц RL (т), R(x (т + А), ... 
..., R« 1т + (L— 1) А]. Поэтому для получения полной информации, 
содержащейся в RXx (т), необходимо осуществить запоминание матри­
цы, имеющей размер N X NL.

Понятие ковариационной матрицы тесно связано с понятием кор­
реляционной матрицы. Взаимная ковариационная матрица векторов 
х (£) и у (t) определяется выражением

cov [х (0, У Ml А Е {(х (0 — х) (у (0 — у)г}, (3.19)

где х = Е {х (0} и у = Е {у (t)}.
Поэтому для процессов с нулевым средним значением и т=0 кор­

реляционные и ковариационные матрицы становятся одинаковыми и в 
литературе по адаптивным антенным решеткам одинаково часто ис­
пользуются оба эти понятия.

Далее будет показано, что при рассмотрении вопросов обработки 
широкополосных сигналов в антенных решетках можно пользоваться 
представлением сигналов как в частотной, так и во временной областях. 
Эти два представления эквивалентны и связаны преобразованием Фу­
рье f (со) = 5 {/ (£)}. В результате применения преобразования Фу­
рье к корреляционной матрице получают матрицу взаимных спектраль­
ных плотностей

Фхх (ю) = 5 {Rxx (т)}. (3.20)
Эта матрица представляет в частотной области информацию, содержа­
щуюся в корреляционной матрице.

3.1.3. Переопределение некоторых понятий на случай 
комплексных векторов

В процессе решения задач оптимизации по различным критериям 
(в результате которого должен определяться оптимальный весовой век­
тор) используются понятия норм, градиентов и ковариационных (или 
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корреляционных) матриц комплексных векторов. Рассмотрим эти 
понятия для комплексных, а также и для действительных векторов.

Норма вектора в гильбертовом пространстве, обозначаемая ||х||, 
определяет длину этого вектора. Для действительного вектора

||x||a/F^, (3.21)

для комплексного вектора

IIх IIA /х+х. (3.22)

Оператор градиента V„ ставит в соответствие скалярной функции 
f (у) векторного аргумента у вектор, составляющими которого являют­
ся частные производные функции f (•) по соответствующим составляю­
щим вектора у. В случае действительных переменных оператор гради­
ента определяется соотношением

так что

VJ(y)
=-^-е1

ду1

(3.23)

(3.24)

где elt е2, .... еп — семейство единичных базисных векторов.
В случае комплексного вектора у каждый его элемент yh имеет 

действительную и мнимую части:
Ук = xh + jzh. (3.25)

Поэтому каждая частная производная в (3.24) теперь содержит дейст­
вительную и мнимую составляющие, так что [21]

i = + (3.26)
dyk dxk дгк

При рассмотрении задач оптимизации в данной главе часто прихо­
дится определять градиент по х скалярной величины хга = а7х и 
квадратичной формы хгАх, где А — симметричная матрица. Отметим, 
что хга является скалярным произведением

(х, а) = хга = а'х. (3.27)

Если матрица А имеет диадную структуру, то квадратичная форма 
х'Ах является квадратом .скалярного произведения

х7Ах = (х, v)2, (3.28)
где

А = vvr. (3.29)
След произведения матриц, определяемый соотношением

tr[ABr] = 2S aihbih,
: k

(3.30)



обладает всеми свойствами скалярного произведения. Поэтому форму­
лы для градиентов следов различных произведений матриц оказывают­
ся весьма полезными при решении задач оптимизации. В приложении 
В представлен ряд таких формул, из которых следует, что для дейст­
вительных переменных

Vx (уГДх) = уГД, (3.31)
(х7'Ах) = 2Ах, (3.32)

тогда как для комплексных переменных соответствующие градиенты 
будут иметь вид

V. (у+Ах) - у+А, (3.33)
V х (х+Ах) = 2Ах. (3.34)

3.1.4. Корреляционные матрицы комплексных сигналов

Определения корреляционной и ковариационной матриц в случае 
комплексных векторов должны быть изменены по сравнению с анало­
гичными определениями (3.7) и (3.8) для действительных векторов, 
а именно:

R^A£{x*x’’}, Rxy Д£{х*уЧ- (3.35)

В литературе встречаются также и другие определения корреляцион­
ных матриц:

Rxx Д £{хх+), Rxy А £ {xyt}. (3.36)

Матрицы, определяемые согласно (3.36), являются комплексно-сопря­
женными по отношению к корреляционным матрицам (3.35). Если по­
следовательно придерживаться какого-либо одного определения, то 
получаемые результаты будут одинаковыми. Поэтому выбор того или 
иного определения не является существенным. При любом определе­
нии выполняются условия

(3.37)

Отсюда следует, что корреляционная матрица Rxx является эрмито­
вой, тогда как взаимная корреляционная матрица в общем случае не 
является эрмитовой (поскольку R.t, Rxy)- Положительная опре­
деленность или полуопределенность корреляционной матрицы зависит 
от того, какой из векторов рассматривается: х (t), s (f) или n (/).

3.2. ОПИСАНИЕ СИГНАЛОВ В ОБЫЧНЫХ И НАСТРОЕННЫХ 
НА СИГНАЛ АНТЕННЫХ РЕШЕТКАХ

В различных приложениях наиболее часто встречаются два типа 
антенных решеток: обычные (рис. 3.1) и настроенные на сигнал 
(рис. 3.2). Настроенная на сигнал антенная решетка становится эф­
фективной в тех случаях, когда направление прихода полезного сиг-
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нала априорно известно и эта информация может быть использована 
для получения совпадающих по времени полезных сигналов в каждом 
канале. Одно из достоинств систем с решеткой, настроенной на сигнал, 
заключается в возможности определения совокупности весовых ко- 
зффциентов процессора независимо от временной структуры полезно­
го сигнала. При этом обеспечивается формирование неискаженного вы­
ходного сигнала для любой формы волны, падающей на антенную ре­
шетку с известного направления [22]. Такой процессор становится по­
лезным для выделения кратковременных сигналов.

Рис. 3.1. Структурная схема обычной 
узкополосной антенной решетки

Рис. 3.2. Структурная схема узкополос­
ной настроенной на сигнал антенной ре­

шетки

Выходные сигналы решеток, показанных на рис. 3.1 и 3.2, могут 
быть записаны соответственно в виде

У (О = w+x (0, у (0 = wtz (0, (3.38)
где х (i) = s (0 + п (0 — вектор принимаемых сигналов, являющих­
ся комплексными функциями. Вектор шума п (/) может считаться ста­
ционарным и эргодическим процессом, содержащим шумовую помеху 
и собственный шум приемника, которые не зависят от сигнала. Вектор 
сигнала s (i) создается точечным (по углу) источником сигнала

s(t) ^VSei^, (3.39)
где соо — частота несущей, S — мощность сигнала. Если элементы 
решетки идентичны, то сигналы на выходе каждого элемента отличают­
ся только фазовыми сдвигами (за счет распространения по раскрыву 
решетки) относительно сигнала на выходе первого элемента. Таким 
образом, вектор сигнала s (i) можно записать в следующем виде: 

sr(o = Kse/fi,<><+es ...
..., /5е/“»г + ^-1] = 5(/)уГ (3.40)

где
v7'=[l, е/0«, .... e/0JV-1]. (3.41)

Следовательно, вектор принятого сигнала для обычной антенной 
решетки (рис. 3.1) можно записать как

х (0 = s (0 v + п (/). (3.42)
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Вектор принятого сигнала (после прохождения элементов времен­
ной задержки или фазовращателей) для решетки, настроенной на сиг­
нал (рис. 3.2), будет определяться формулой

z (0 = s (0 1 4- п' (0, (3.43)
где теперь вектор v = 1 = (1, 1, .... 1)г, так как составляющие полез­
ного сигнала в каждом канале согласованы во времени и потому 
идентичны. Составляющие вектора шума принимают значения

nt (0 = tit (0 e!(Pi. (3.44)
В дальнейшем при решении задач оптимизации потребуются четы­

ре типа корреляционных матриц. Эти матрицы в случае узкополосных 
некоррелированных процессов имеют следующий вид:

Rss Д Е {S* (0 Sr (0} — Sv*vr, (3.45)
где 5 — мощность сигнала,

Rnn Д £ {п* (0 пг (0}, (3-46)
гЖ8 Д Е {х* (0 8(0} - Sv*, (3.47)

Rxx Д £ {х* (0x40} = RS3+ Rnn- (3.48)

3.3. ОПТИМАЛЬНАЯ ОБРАБОТКА СИГНАЛОВ В АНТЕННОЙ РЕШЕТКЕ 
УЗКОПОЛОСНЫХ СИСТЕМ

Как уже отмечалось, при синтезе адаптивного процессора (рис. 1.1), 
осуществляющего подстройку весовых коэффициентов для каждого эле­
мента антенной решетки, можно использовать несколько различных 
критериев эффективности. Рассмотрим теперь математическую форму­
лировку четырех наиболее известных критериев эффективности на 
основе описания сигналов с помощью их комплексной огибающей. 
Такими критериями эффективности являются:

1. Средняя квадратическая ошибка (СКО).
2. Отношение сигнал-шум (ОСШ).
3. Функция правдоподобия (ФП).
4. Дисперсия шума (ДШ).
Применение указанных критериев будет рассмотрено на примере 

разработки адаптивных процессов для узкополосных систем. Следует 
напомнить, что при использовании узкополосных сигналов в адаптив­
ном процессоре осуществляется комплексное взвешивание в каждом 
канале. При широкополосных же сигналах адаптивный процессор 
состоит из набора линейных фильтров, обычно реализуемых на основе 
многоотводных линий задержки, в каждом канале антенной решетки. 
Потому анализ узкополосной обработки представляется более простым, 
хотя и широкополосный процессор можно рассматривать как весовой 
сумматор с частотно-зависимыми комплексными весовыми коэффициен­
тами.

Сначала будет находиться оптимальный комплексный весовой век­
тор для каждого из рассматриваемых критериев эффективности. При 
этом математические выкладки будут даваться для действительных ве­
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личин, а затем на их основе будут находиться соответствующие ком­
плексные решения. Будет показано, что решение для каждого крите­
рия эффективности связано с так называемым оптимальным винеров- 
ским решением.

3.3.1. Критерий средней квадратической ошибки

Критерий СКО был предложен в работе 15] для обычной конфигу­
рации антенной решетки. В дальнейшем на основе этого критерия были 
получены другие процедуры [23—25]. Предположим, что полезный 
сигнал s (t) известен и его форма определяется опорным сигналом 
d (t). На практике это предположение никогда строго не выполняется 
из-за того, что сигнал в системе связи не может быть известен априор­
но (если он служит для передачи информации), и поэтому полезный 
сигнал следует считать неизвестным в

Рис. 3.3. Базовая структурная схема адап­
тивной антенной решетки при известном 

полезном сигнале

некотором смысле. Тем не ме­
нее обычно имеется достаточно 
информации о полезном сиг­
нале и приближенно соответ­
ствующий ему опорный сигнал 
d (t) может быть получен в ре­
зультате некоторой обработки 
выходного сигнала антенной 
решетки. Например, если s (t) 
является амплитудно-модули- 
рованным сигналом, то для 
удовлетворительной работы 
системы в качестве опорного 
сигнала d (t) можно исполь­
зовать колебания несущей 
сигнала s (f). Поэтому исполь­
зование понятия «опорного» 
сигнала оказывается удобным 
приемом, позволяющим разра­
батывать адаптивный процес­
сор так, как если бы имелась 
полная информация о полез­
ном сигнале.

Разность между желательной реакцией антенной решетки и ее дей­
ствительным выходным сигналом называется сигналом ошибки и, как 
следует из рис. 3.3, равна

е (/) = d (0 —w7x (О- (3.49)

Квадрат этой ошибки

е2 (t) = d2 (f) — 2d (0 wrx (t) + wTx (/) xr (t) w. (3.50)

Найдя математические ожидания для обеих частей (3.50), получаем

£ {е2 (/)} = d2 (f) — 2v/T rxd + w7 R«x w, (3.51)



где
Xj (О d (t) 
x2 (t) d (0

xN (t)d(t)

(3.52)

Задача оптимизации заключается в минимизации (3.53) с помощью 
соответствующего выбора весового вектора w. Поскольку (3.53) яв­
ляется квадратичной функцией w и матрица Ижзс положительно опре­
делена, то эта функция имеет единственный экстремум — минимум. 
Поэтому величина w, соответствующая минимуму функции Е {е2 (/)}, 
может быть найдена в результате приравнивания нулю градиента СКО 
(3.53), т. е.

В случае комплексных величин выражение (3.53) принимает вид

а (3.58) и (3.59)

(3-61)

(3.62)

79

(3.53)

Поскольку d(t) = s (t), то из (3.39) следует, что da (t) = S, и по­
этому

(3.54)

(3.55)

(3.56)

Поскольку

то оптимальный весовой вектор определяется соотношением

Уравнение (3.56) для won,r является уравнением Винера—Хопфа в 
матричной форме и поэтому wonT носит название оптимального вине- 
ровского решения.

Если положить d (/) = s (t), то, учитывая (3.39) и (3.42), можно 
получить

где предполагается, что Rxx не вырождена, и поэтому существует
R7?. Приняв в (3.53) w = wCK0, получим минимальную СКО

(3.57)
(3.58)

(3.59)

(3.60)



3.3.2. Критерий отношения сигнал-шум

Адаптивные процессоры, действие которых основано на максими­
зации ОСШ, были разработаны для систем связи и обнаружения при 
обычной конфигурации антенной решетки [26—28]. Выходной сигнал 
адаптивной решетки, показанной на рис. 3.1, можно представить в 
следующем виде:

у (0 = wrx (i), (3.63)
где вектор входного сигнала представляет собой сумму сигнала s (/), 
и шума n (1), т. е.

х (/) = s (/) + п (/). (3.64)

где

Поэтому сигнальную и шумовую составляющие выходного сигнала аш 
тенной решетки можно записать как

Мощность выходного сигнала будет
Е (| Уз(/)|2} = |^Т2

и мощность выходного шума

Е {| уп (t) I2} (3.69)

Поэтому выходное ОСШ будет определяться как

Выражение

где

w7' Rss w
Wr Rnn W

(3.70)

(3.70) можно представить также в виде

| wr s |2   wr [ssГ1 W

| w7 п ]2 w7 [nnr] w

z A Rnn2w.

(3-71)

(3.72)

Числитель правой части (3.71) представляет собой квадратичную 
форму и принимает значения между минимальным и максимальным соб- 
ственными значениями симметричной матрицы Rn„ RssRnn' (или, что 
то же самое, матрицы R™ Rss) 129]. Оптимизация (3.71) с помощью со­
ответствующего выбора весового вектора w сводится таким образом к 
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задаче нахождения собственного вектора, причем (s/n) должно удов­
летворять соотношению [30]

Rssw = (s/n) R„„w, (3.73)

в котором (sin) теперь представляет собственное значение симметрич­
ной матрицы R?„1/2RssR™/2- Максимальное собственное значение, 
удовлетворяющее (3.73), обозначается как (s/n)onT. Собственному зна­
чению (s/n)onT соответствует собственный вектор wonT, являющийся оп­
тимальным весовым вектором для антенной решетки. Таким образом,

Rs.,wOnT (s//r)onT R,inwonT. (3.74)

Подстановка (3.70) при (sin) = (s/n)onT в (3.74) дает

n wonT Rss wonT n . /О
RSSWour Rnn WonT- (3.75)

WOnT ^nn woiit

Подставляя Rss = [ssrJ и учитывая, что srwonT является скалярной 
величиной, входящей в обе части выражения (3.75), которую можно 
сократить, получаем

S = T-S------- Rnn wonT. (3.76)
™0ПТ WO11T

Отношение (wfnTs/(wonTRnnWonT) представляет собой просто комплекс­
ное число, которое обозначим через с, т. е.

wonT = (1/с) R-^s (3.77)
или

w0Cin = aRTnV, (3.78)
где а ~ V~S!c, как следует из (3.40).

Максимальное значение (s/n)onT легко найти с помощью преобра­
зования системы координат. Положительно определенная эрмитова 
матрица Rren с помощью невырожденного преобразования может быть 
приведена к диагональному виду. Это преобразование может быть вы­
брано так, чтобы шумовые составляющие на выходах всех каналов бы­
ли некоррелированными и имели одинаковую мощность. Обозначим 
матрицу такого преобразования через А (рис. 3.4):

s' = As, (3.79)
n' = Ап, (3.80)

где s', n'—преобразованные величины.
Тогда составляющие сигнала и шума на выходе антенной решетки 

будут соответственно определяться выражениями:
ys = w'rs' = w'rAs, (3.81)
уп = w'rn' —- w'rAn. (3.82)
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Рис. 3.4. Структурная схема антенной решетки с линейным преобразованием 
сигналов, эквивалентная схеме решетки на рис. 3.1

Для того чтобы выходные сигналы системы рис. 3.4 были эквива­
лентны выходным сигналам системы рис. 3.1, необходимо

w = Arw'. (3.83)
Мощность шума на выходе системы, структурная схема которой при­
ведена на рис. 3.4, определяется выражением

Е {\уп (0I2} = Е = v/'TE {n'n'qw'. (3.84)

Поскольку матрица преобразования А декоррелирует различные шу­
мовые составляющие и выравнивает их мощности, то ковариационная 
матрица шумового процесса n' (£) является единичной, т. е.

Е {n'n'r} = к. (3.85)
Тогда из (3.84) и (3.85) следует

£ Ж «} = w'7^'= llw'H2. (3.86)
С другой стороны,

Е {\уп (Ol2} =wrRnnw. (3.87)
Учитывая (3.83), получаем

Е {\уп «} = w'rARnnArw'. (3.88)
Из сравнения (3.88) и (3.86) следует, что

ARnnA7 = к (3.89)
или

Rnn = [АТА]-1. (3.90)
Сигнал на выходе системы, схема которой показана на рис. 3.4, 

определяется выражением (3.81). Применив к (3.81) неравенство Ко­
ши—Шварца (см. приложение Г и [4]), можно найти верхнюю границу 
для мощности выходного сигнала антенной решетки:

IM0I2 < llw'lHIs'll2, (3.91)
где

lls'll2 = s'rs', llw'll2 = w'rw'. (3.92)
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С учетом (3.86) и (3.91) максимальное ОСШ будет
ОСШП1ах - lls'H2. (3.93)

Подставляя (3.79) в (3.93) и учитыая (3.90), получаем
ОСШопт = srR7«s. (3.94)

В случае комплексных величин выражение (3.70) принимает вид

/ s \ wt [s* s7] w wt Rss w (3.95)'"J W+[n*n7]w wtR“»w

При этом выражение (3.78) меняется на
w0CTu = aR7,’v*, (3.96)

(3.80) превращается в
Rnn = [АДА.*]-1, (3.97)

а (3.94) принимает вид
ОСШопт = srR^s*. (3.98)

Выбор весового вектора адаптивного процессора из условия 
Rnnw = от* означает, что в качестве критерия эффективности было 
принято выходное ОСШ даже в стационарных условиях работы (когда 
отсутствует как полезный сигнал, так и помеха). Однако иногда жела­
тельно пожертвовать ОСШ для того, чтобы получить приемлемый уро­
вень боковых лепестков диаграммы. Далее рассматривается другой 
критерий эффективности, являющийся более подходящим в отношении 
формы диаграммы направленности.

Предположим, что в нормальных стационарных условиях приема 
наиболее желательным является весовой вектор wq (в нем учитывает­
ся компромиссный подход разработчика к выбору КНД, уровня боко­
вых лепестков диаграммы направленности и других параметров). 
Пусть при указанных условиях приема ковариационная матрица сиг­
нала равна Rnn<7. Определим вектор-столбец t соотношением

Rnngwg = at*. (3.99)

Из сравнения (3.99) и (3.96) видно, что максимизируемым ОСШ будет 
не (3.95), а модифицированное отношение, определяемое формулой

wtRnnw
Это отношение является более общим критерием, чем критерий ОСШ, 
и часто используется на практике. Вектор t называют обобщенным 
сигнальным вектором, а отношение (3.100)—обобщенным отношением 
сигнал-шум (ООСШ).

Адаптивная антенная решетка, схема которой показана на рис. 3.1, 
может рассматриваться как обобщенный вариант когерентного уст­
ройства подавления помех, принимаемых по боковым лепесткам диа­
граммы направленности, обычно называемым компенсатором помех, 
принимаемых по боковым лепесткам (К.БЛ). В качестве иллюстрации 
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применения критерия ОСШ покажем, что КБЛ можно рассматривать 
как частный случай адаптивной антенной решетки.

Функциональная схема стандартного компенсатора помех, прини­
маемых по боковым лепесткам, показана на рис. 3.5. Система состоит 
из основной антенны с высоким КНД, обозначаемой символом 0, и N 
вспомогательных антенн. Вспомогательные антенны имеют КНД, 
определяемые приблизительно средним уровнем боковых лепестков 
основной антенны [18, 31]. Иногда удобно, чтобы весовые коэффициенты

Сигналы помехПолезный

Вспомогательные каналы

Выходная мощность,
Сигнал на выходе антенной решетки, / (/) fexU)-wty(r) 

Pr = E{r U) г * (r)j 

7Т = E Jx(t) yT (f)J 

P= E X*(?)}

Рис. 3.5. Структурная схема когерентного компенсатора помех, принимаемых 
по бокозым лепесткам диаграммы направленности

во вспомогательных каналах по модулю не превышали единицы. При 
этом вспомогательные антенны должны конструироваться так, чтобы 
их КНД всегда превышали максимальный уровень боковых лепестков 
основной антенны. Если вспомогательные антенны правильно скон­
струированы, то помехи на их выходах являются копией помех, при­
нимаемых по боковым лепесткам основной антенны. Эти копии помех 
можно использовать для когерентной компенсации помех на выходе 
основной антенны, т. е. для формирования сигнала, свободного от по­
мех. Очевидно, что помеха, принимаемая по главному лепестку диа­
граммы направленности основной антенны, не будет подавляться и 
пройдет на выход системы.

При использовании в качестве критерия эффективности ООСШ, в 
первую очередь необходимо выбрать вектор t. Поскольку вклад сиг­
нальных составляющих вспомогательных каналов в общий уровень 
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выходного полезного сигнала незначителен по сравнению с вкладом 
основного канала, то в качестве вектора t наиболее целесообразно вы­
брать N + 1-мерный вектор вида

(3.101)

сохраняющий на выходе сигнал основного канала. Согласно (3.99) 
оптимальный весовой вектор должен удовлетворять условию

R'nw' = cet, (3.102)
где — ковариационная матрица сигналов всех каналов размером 
(N + 1) X (N 4- 1) (при отсутствии полезного сигнала), aw' — 
N + 1-мерный весовой вектор.

Обозначим (N X ^-ковариационную матрицу входных сигналов 
(при отсутствии полезного сигнала) вспомогательных каналов через 
Rnn, а ЛГ-мерный вектор весовых коэффициентов вспомогательных ка­
налов — через w. Тогда выражение (3.102) можно переписать в виде 

Ро 4ft ■

Т Rnn [w |о J (3.103)

где Ро —- мощность шума на выходе основного канала; — вектор 
взаимной корреляции выходных сигналов основного и вспомогатель­
ных каналов, определяемый выражением

“ xj Х0 ~

& Х% Л’о

Xtf Хд

В свою очередь (3.103) можно записать в виде двух отдельных урав­
нений:

PoWo + 'F+w = а, (3.104)
RnnW = —ауД1, (3.105)

здесь (3.104) — скалярное, а (3.105) — матричное уравнения.
Вектор w', входящий в (3.102), имеет N + 1 составляющих: ау0, 

аУ1, ..., wn, которые для максимизации ОСШ выбираются соответствую­
щим образом. Однако можно достичь такого же оптимального значения 
ОСШ при использовании только IV весовых коэффициентов вспомога­
тельных каналов. Для того чтобы убедиться в этом, заметим, что если 
вектор w' является оптимальным при заданной Rnn, то вектор, отли­
чающийся от w' только скалярным множителем, будет также опти­
мальным. Поэтому скалярный весовой коэффициент в (3.104) мож­
но выбрать постоянным w0 = w0 =4= 0. (Заметим, что так как (w')rt = 
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= ш0, то ООСШ (3.100) не будет оптимальным при = 0.) В этом 
случае необходимо лишь подстроить весовые коэффициенты во вспомо­
гательных каналах так, чтобы

RnnWonT = -- (3.106)

Поскольку значение wQ фиксировано, то весовой вектор wonT из 
(3.106), максимизирующий ООСШ, должен одновременно минимизи­
ровать мощность выходного шума, принимаемого по боковым лепест­
кам диаграммы направленности.

3.3.3. Критерий максимума правдоподобия

В том случае, когда полезный сигнал полностью неизвестен (как, 
например, при приеме сейсмических колебаний), необходимо его оце­
нить. При определении оценки полезного сигнала методом максимума 
правдоподобия (МП) будем считать, что составляющие шума имеют 
многомерное нормальное распределение [22, 32].

Вектор входного сигнала антенной решетки, схема которой показа­
на на рис. 3.1,

х (/) = s (0 + п (/), (3.107)
где

s(0=s(/)v. (3.108)

Требуется найти оценку s (t). Определим функцию правдоподобия 
входного сигнала как

L [х (01 = —In [Р {х (0/х (0 = s (0 + п (0}1, (3.109)

где Р {z/y} — условная плотность вероятности z при условии, что 
произошло событие у.

Теперь предположим, что шум п (/) является векторным, стацио­
нарным, нормальным белым шумом с нулевым средним и ковариацион­
ной матрицей Rnn6 (т). В этом случае х (/) также является стационар­
ным, случайным, гауссовским вектором со средним значением s (Z) v, 
где s (/) — детерминированная, но неизвестная функция. При этих 
предположениях функция правдоподобия имеет вид

L [х (/)] = с [х (0 — s (0 vFR™ [х (/) — s (0 v], (3.110)

где с — скалярная величина, не зависящая от x.(Z) и s (t).
Процессор максимального правдоподобия основан на получении 

оценки s (t) сигнала s (t), максимизирующей функцию правдоподобия 
(3.110). Вычисляя частную производную L [х (/)] по s (t) и приравнивая 
ее нулю, получаем

0 = [х (°1 — 2vT R„„' х + 2?(0\TRnn v. (3.111)
ds (П
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Отсюда следует, что оценка s (/), максимизирующая L [х (Z)], опреде­
ляется выражением

s (0 v'r R™ v = v7' R™1 х. (3.112)

Учитывая, что v'R^v — скаляр, получаем оценку максимального 
правдоподобия в виде

^(0 = х(0, (3.113)

которая может быть также записана в форме s (/) = w^nx (0> где 
wMn — оптимальный по критерию максимального правдоподобия ве­
совой вектор, определяемый выражением

wMn= (3.114)

В случае комплексных величин выражение (3.110) примет вид 
L [х (/)] = с [х (/) —- s (0 vl+R,?,) [х (/) — s (0 vl.

Аналогичным образом (3.112) заменяется на

s (/) v+ R7n V = v+ R™ X (/),

получима вместо (3.114)

(3.115)

(3.116)

Р “ 1 V "tin *
^МП + D 1

V t R — 1 v* "nn
(3.117)

3.3.4. Критерий минимума дисперсии шума

В том случае, когда параметры полезного сигнала и направление 
его прихода известны (как, например, в настроенных на сигнал антен­
ных решетках), минимизация дисперсии выходного шума (МДШ) 
приводит к улучшению условий приема сигнала. Методы, при которых 
мерой эффективности является дисперсия шума, были развиты в рабо­
тах [33, 34]. Выходной сигнал настроенной антенной решетки, схема 
которой показана на рис. 3.2, определяется выражением

y(t)=v/Tz(t)=s(t) 2 wt+ 2 wtn'i> (3.118)
i — 1 i = 1

где n't —■ составляющие шума после фазовращателей. Если ввести 
N

ограничение У. = 1, то выходной сигнал будет 
i=i

у (t) = s (/) + wV (/), (3.119)
так что

Е {у (0} = s (/). (3.120)
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Поэтому дисперсия выходного шума будет определяться выраже­
нием

var [у (/)] = Е {wrn' (/) п'г (I) w} = wrR,in'W. (3.121) 
Соотношение между векторами шума до и после фазовращателей, обес­
печивающих настройку антенной решетки на полезный сигнал, имеет 
вид

п' (0 = Фп(0, (3.122)
где Ф — диагональное унитарное преобразование, определяемое ма­
трицей

ф=

ЛФх о

(3.123)
О

решетки останется неизменнойДисперсия шума на выходе антенной 
при применении такого унитарного преобразования, т. е.

var [у (/] = wrR„'„'W = wrRnnw. 
Необходимо минимизировать (3.124) при ограничении 

wH = 1,

(3.124)

(3.125)
где

1 = 11, 1, ..., 1F.

(3.127)

(3.126) 
Для решения указанной проблемы минимизации введем модифи­

цированный критерий эффективности

Фмдш = у wrRnnw + Ml~wrl],

где Л — множитель Лагранжа. Поскольку фмдш является квадратич­
ной функцией от w, то оптимальный вектор w может быть найден из 
условия V!U^MnIII = 0. Градиент определяется выражением

= RnnW — А1, (3.128)
так что

w„;(ra = R^U. (3.129)
Оптимальное значение уумдш должно удовлетворять ограничению

(3.130)wr 1 = 1. МДШ

Подставив (3.130) в (3.129), получим
Х =------ !----- ,

1ХЛ1 1
(3.131)

откуда следует, что

мдш (3.132)

и удовлетворяет (3.130).

w
R™11
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Подставив (3.132) в (3.124), найдем минимальное значение диспер­
сии выходного шума

varmin [у (/)] = —— ----- . (3.133)
1

Если используются комплексные величины, то все рассмотренные 
ранее выражения остаются неизменными, поскольку единственно не­
обходимым является определение ковариационной матрицы Rnn для 
комплексного вектора шума и (t).

3.3.5. Взаимосвязь оптимальных решений

Решения, полученные в предыдущих разделах, применимы к обыч­
ным антенным решеткам за исключением случая подстройки весовых 
коэффициентов по критерию МДШ, когда необходимо использовать на­
строенную на сигнал решетку. Полученные решения связаны между 
собой, поскольку (как будет показано) они отличаются лишь скаляр­
ным множителем. Следовательно, все эти решения обеспечивают на 
выходе одинаковое ОСШ. Взаимные связи между отдельными решения­
ми можно легко проиллюстрировать на основе анализа структуры оп­
тимальных процессоров [35].

Оптимальный весовой вектор, полученный при минимизации СКО, 
может быть записан согласно (3.61) в виде

wCK0 = Rj/Sv* = [Sv*vr + R,,,,!-1 Sv*. (3.134)
Применив к выражению (3.134) матричное соотношение (Г. 10) из при­
ложения Г, получим

"С ко v* =

S
l + SvrR-„i V*

(3.135)

Из (3.135) видно, что оптимальный весовой вектор при использовании 
критерия СКО пропорционален вектору R«„v*. Поскольку критерий 
МДШ может применяться только для согласованной с сигналом ан­
тенной решетки, то в этом случае следует положить v = 1.

Рассмотрим теперь выражения для мощностей шума Мо и сигнала 
So, получаемых на выходе сумматора с весовым вектором w = RnnV*:

No = w+Rnnw = v^R^v*, (3.136)
So = wtRssw = SMS. (3.137)

С учетом этих соотношений оптимальные весовые векторы, получен­
ные в разд. 3.3.1 и 3.3.3 соответственно для критериев СКО и МП, мож­
но записать в следующем виде:

wС КО
1

’ No

WMn

So 
N о -|- So

(3.138)

(3.139)1
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Аналогичным образом для согласованной с сигналом антенной решетки 
при v = 1 имеем

w I R^4

Mn|v—1 iTd-1| ^идиг
1 ^nn 1

(3.140)

Полученное выражение показывает, что процессор, обеспечиваю­
щий минимум СКО, состоит из весового сумматора и блока умножения 
на скаляр; последний зависит от выбранного критерия эффективности.

Рис. 3.6. Структурная схема процессора, обеспечивающего минимум СКО, ил­
люстрирующая взаимосвязь оптимальных решений при различных критериях 

эффективности

Структурная схема такого процессора показана на рис. 3.6. Все по­
лученные ранее выражения для оптимального весового вектора могут 
быть представлены в следующем виде:

w = PR„-„1v*, (3.141)

где [1 — соответствующий скалярный коэффициент. Следовательно, 
все эти решения будут обеспечивать одно и то же ОСШ, определяемое 
как

s \ _ wt Rss w __
п ) w+RJlnw ₽2 vT (R^1) v*

-Sv^R™1 v*. (3.142)

В следующем разделе будет показано, что и в случае широкополос­
ных сигналов решения различных задач оценки и обнаружения при­
водят к структурным схемам процессоров, содержащих весовой сум­
матор и блок умножения на скаляр.

Тот факт, что все решения для оптимального весового вектора в 
адаптивных антенных решетках при использовании различных крите­
риев эффективности сводятся (с точностью до постоянного множителя) 
к винеровскому решению, подчеркивает основополагающее значение 
уравнения Винера—Хопфа. Теоретические пределы эффективности в 
установившемся режиме, определяемые винеровским решением, 
позволяют разработчику оценить, насколько те или иные усовершенст­
вования в построении решетки приведут к повышению ее эффективно­
сти. Кроме того, такие пределы эффективности являются удобным 
критерием оценки достоинств того или иного подхода.
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3.4. ОПТИМАЛЬНАЯ ОБРАБОТКА СИГНАЛОВ В АНТЕННОЙ РЕШЕТКЕ 
ШИРОКОПОЛОСНЫХ СИСТЕМ

Одна из задач устройства обработки сигналов антенной решетки 
связана с принятием решения о том, какими являются наблюдаемые 
на выходах ее элементов случайные процессы: полезным сигналом на 
фоне шума, или только шумом. Для таких систем некоторые крите­
рии эффективности, как, например, выходное ОСШ или СКО, не будут 
соответствовать поставленной задаче, поскольку они в недостаточной 
степени учитывают ошибки принимаемых решений. Это объясняется 
тем, что в отмеченных критериях эффективности не учитывается про­
цедура принятия решений относительно наличия или отсутствия сигна­
ла. Из статистической теории обнаружения хорошо известно, что реше­
ния, основанные на тесте отношения правдоподобия, в некотором смыс­
ле минимизируют риск, связанный с принятием неправильных реше­
ний. Известно также, что тест отношения правдоподобия дает решения, 
которые оказываются оптимальными и для большого числа других 
критериев эффективности [36—38]. Одной из задач данного раздела 
является определение взаимосвязей между тестом отношения правдо­
подобия и некоторыми другими известными критериями эффективности 
применительно к обработке широкополосных сигналов.

Пусть вектор наблюдений х содержит составляющие, представляю­
щие выходные сигналы xt (0 отдельных элементов антенной решетки 
(i — 1,2, ..., N). Отношение правдоподобия определяется отношения­
ми функций условных плотностей вероятностей [39]:

А (х)А р [х/сигнал присутствует] 
р [х/сигнал отсутствует!

(3.143)

Если А (х) превышает определенный пороговый уровень г|, то прини­
мается решение о наличии полезного сигнала. Если же А (х) меньше 
этого порога ц, то принимается решение об отсутствии сигнала. По­
добный подход безусловно в большей степени соответствует поставлен­
ной задаче обнаружения сигнала, так как при нем с самого начала 
предполагается, что в системе должно приниматься решение о наличии 
или отсутствии сигнала.

Имеет смысл отметить некоторые обобщения теста отношения прав­
доподобия (3.143). На практике во многих случаях один или несколько 
параметров сигнала (таких, как пространственное положение источни­
ка сигнала, фаза или энергия сигнала) могут быть не известны. При 
наличии неизвестных параметров (обозначаемых через 0) один из ин­
туитивно разумных подходов заключается в получении оценки таких 
параметров (обозначаемых через 0) и подстановке последней в выраже­
ние для отношения правдоподобия. В результате получается классиче­
ское обобщенное отношение правдоподобия (ООП) [40] в виде

х/ 0 , сигнал присутствует
р [х/сигнал отсутствует]

Ас(х/'0)дИ
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Неизвестные параметры сигнала могут рассматриваться как случайные 
величины. При этом любая априорная информация относительно этих 
параметров может быть представлена априорной плотностью вероят­
ности р (0). Тогда с учетом априорной информации, определяемой 
р (0) (0 Q 0), отношение правдоподобия может быть записано в виде вы­
ражения [40]

\р [х/0, сигнал присутствует] р (0) J0
Лв (X) Д------------------------------------------- , (3.145)

р |х/сигнал отсутствует]
которое называется отношением правдоподобия Байеса.

В некоторых случаях тесты отношения правдоподобия определяют 
обработку, эквивалентную согласованной фильтрации, при которой 
максимизируется выходное ОСШ в определенный момент времени t = Т 
[41—43]. В данном разделе будет рассмотрена также роль согласован­
ной фильтрации при оптимальной обработке сигналов антенной решет­
ки.

Другим важным понятием, связанным с тестом отношения правдо­
подобия, является понятие «достаточной статистики» [44]. Самым про­
стым подходом к решению задач обнаружения на основе тестов отноше­
ния правдоподобия (3.143)—(3.145) является непосредственное вычис­
ление Л (х) при заданном векторе наблюдений х и сравнение этой ве­
личины с порогом т]. Однако во многих случаях указанное правило при­
нятия решения эквивалентно сравнению с некоторым пороговым уров­
нем другой скалярной функции / (х) вектора наблюдений х — доста­
точной статистики1. Если достаточная статистика I (х) вычисляется 
проще, чем отношение правдоподобия, то для принятия решения сле­
дует пользоваться функцией I (х).

1 Заметим, что отношение правдоподобия также следует считать достаточ­
ной статистикой. (Прим, ред.)

Эффективность обнаружения обычно характеризуется с помощью ра­
бочих характеристик (РХ) приемника, представляющих собой зависи­
мость вероятности правильного обнаружения р [Л (х) > т)/ сигнал 
присутствует] от вероятности ложной тревоги р [Л (х) > т]/ сигнал от­
сутствует] при фиксированных значениях ОСШ [38, 44].

В случае гауссовских сигналов и помех оптимизация устройства 
обнаружения может быть сведена к максимизации ‘величины

д £ {у(Г)/сигнал присутствует) — Е (у (Г)/сигнал отсутствует) (3 146) 
{var [у (7)/сигнал отсутствует]} Р2

которая иногда называется показателем качества обнаружения. В вы­
ражении (3.146) у (Т) — выходной сигнал процессора при t = Т.

Во многих задачах обнаружения и оценки вектор наблюдений можно 
представить в виде

х (Z) — Ms (/) + п (0, (3.147)

где п — вектор шума, имеющий нулевое среднее и ковариационную 
матрицу Rnn; s — вектор сигнала (известный, неизвестный или слу­
чайный); М — известная матрица преобразования.
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Представленные далее результаты заимствованы в основном из 
работы [10]. В большинстве случаев приводимые здесь результаты даны 
без строгого математического обоснования, для которого потребовалось 
бы использование теории рядов Фурье, дискретизации непрерывных 
функций и спектрального представления стационарных случайных про­
цессов. Поскольку величины, входящие в (3.147), будут в общем слу­
чае комплексные, то необходимо определить понятие комплексного 
случайного вектора:

Z = ; + /?. (3.148)

Вектор z должен обладать двумя следующими свойствами, инвариант­
ными при любых линейных преобразованиях:

1) как действительная £, так и мнимая у части вектора z долж­
ны иметь одинаковые ковариационные матрицы;

2) все составляющие случайных векторов £ и у должны удовлетво­
рять условию

Е {SiVm} = — Е ДЛЯ всех I и т. (3.149)

В приводимых далее процедурах будет использован ряд матричных со­
отношений, а также обобщений неравенства Шварца, приведенных в 
приложении Г. Многие из полученных результатов будут относится к 
гауссовскому случайному вектору. Ряд свойств как действительных, 
так и комплексных гауссовских случайных векторов приводится в 
приложении Д.

3.4.1. Оценка случайного сигнала

Положим, что вектор сигнала s в (3.147) является случайным. Рас­
смотрим задачу оценки s при заданном векторе наблюдений х. Пусть 
среднее значение s равно

£{s} = u, (3.150)
а ковариационная матрица

Е {(s - u) (s - u)+} = Rss, (3.151)

где а и Rss — известны. Для заданного х наилучшей оценкой s при 
использовании квадратичной функции стоимости является просто ус­
ловное среднее Е {s/x}.

Гауссовский случайный сигнал. Когда векторы s и п являются 
гауссовскими и независимыми, то векторы х и s оказываются совмест­
но гауссовскими, условное среднее Е {s/x} может быть найдено на 
основе рассмотрения характеристик составного вектора [ ® ] . Из (3.147) 

следует, что

S Rss RSSM+
X _MRSS MRSS M+ ф- Rnn _
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Учитывая выражения (Д.14) или (Д.43) из приложения Д, можно по­
лучить оценку s в следующем виде:

s = Е (s/x) = u R3SM* [MRs.,Mt + Rnn)-1 (х — Mu). (3.154)

Ковариационная матрица оценки s определяется соотношениями 
(Д.15) или (Д.44) из приложения Д

cov ( s) = Rss—Rss М+ [MRSS Mt + Rnn] -1MRSS. (3.155)

Используя матричные соотношения (Г. 10) и (Г. 11) из приложения Г, 
можно получить ряд полезных эквивалентных форм выражений (3.154) 
и (3.155):

?= u + [R,-»1 + MtR™1 M]-1 Mt R„„i (x — Mu) (3.156)
или

и

7 = [I + Rss Mt R-„i M] -1 [u + Rss Mt Rx] (3.157)

cov (s) = [Rs^1 + Mt Rnn M] -1 (3.158)
или

cov (?) = [! + Rss Mt R„y M]-1 Rss. (3.159)

В предположении, что и = 0 для случая, когда среднее 
равно нулю, из (3.156) получим практически интересный

значение x 
результат:

7 = [Rs? + Mt R-„* M]-1 Mt R-i x, (3.160)

который будет использован в дальнейшем.
Поскольку при гауссовских сигналах среднее значение, мода и 

максимум функций правдоподобия совпадают, то наилучшая оценка 
s соответствует максимуму апостериорной плотности вероятности. Дру­
гими словами, значение s выбирается из условия-обеспечения макси­
мума для

(3.161) 
Р (х)

Из выражения (3.147) следует, что р (x/s) является гауссовской со 
средним значением Ms и ковариационной матрицей Rnn, и при этом 
известно, что р (s) также является гауссовской со средним значением и 
и ковариационной матрицей Rss. Тогда из (3.161) на основании выра­
жения (Д.50) из приложения Д можно получить

p(s/x) = K ехр|—^-[(х—Ms)+ R,K’ (x—Ms) +

+ (s-u)tR-i(s-u)]j, (3.162) 
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где К — некоторая постоянная; а = 2 для комплексного случайно­
го вектора; а — 1 для действительного случайного вектора. Величина 
s, максимизирующая (3.162), совпадает с величиной s, минимизирую­
щей следующую часть выражения, стоящего под знаком экспоненты 
в (3.162):

J = (x—(х-Ms) + (s-u)+ Rs-;1 (s— u). (3.163)

В результате максимизации (3.162) или минимизации (3.163) приходим 
к выражению (3.154), определяющему оценку s. Рассмотренная про­
цедура используется в задачах нелинейного оценивания, где величина 
Ms заменяется нелинейной функцией m(s) в том случае, когда вычис­
ление условного среднего значения оказывается затруднительным.

Негауссовский случайный сигнал. В том случае, когда векторы s 
и п являются негауссовскими случайными векторами, условное сред­
нее значение Е {s/х} все еще остается наилучшей оценкой при квадра­
тичной функции стоимости. Этот факт нельзя считать очень полезным, 
так как во многих случаях не существует простых выражений для вы­
числения условного среднего и, кроме того, часто имеющаяся априор­
ная информация ограничивается статистиками не выше второго по­
рядка.

Один из возможных подходов к указанной проблеме связан с ис­
пользованием оценки (3.154) или ее эквивалентных форм, несмотря на 
то, что такая оценка не определяет больше условное среднее значение 
р (s/x).

Другой подход, часто используемый в задачах с негауссовскими 
сигналами, сводится к определению линейной оценки, минимизирую­
щей СКО. Линейной является оценка вида

s = а + Вх. (3.164)

Величины, обозначенные через а и В, определяются в результате ми­
нимизации выражения

е = tr (Е [(s — s) (s — s)t]} =E {(s — s)+ (s—s)}. (3.165)

Учитывая (3.147) и (3.164), получаем

(s — s) = [1 — BM] (s — u) + {[I — BM] u — a} — Bn, (3.166)

откуда

E {(s -"sj (s -7)t} - [I - BM] Rss [I -M+B+] + BRnnBt +

+ {[I — BM] ti — a) {[I — BM] u — a}t. (3.167) 

Полагая, что градиент (3.165) по а равен нулю, и учитывая (3.167), 
нетрудно убедиться, что величина а, минимизирующая (3.165), опре­
деляется выражением

а = |I — ВМ] и. (3.168)
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Если подставить (3.1бй) в (3.167) и дополнить полученное выражение 
до квадрата способом, аналогичным использованному при выводе 
(Г.9) из приложения Г, то получим

Е {(s—-sj (s-^)t) = Rss—Rss Mt [MRSS Mt + Rn J-i MRSS + 

+ (B — Rss Mt [MRSS Mt + RnJ-*} [MRSS Mt + Rnn] x
X {B+— [MRSS Mt 4- RnJ-i MRSS}. (3.169)

Величину В, минимизирующую (3.165), легко найти из (3.169) в сле­
дующем виде:

В = RssMt[MRssMt + RnnJ. (3.170)
Подставляя (3.168) и (3.170) в (3.164), можно вновь получить выра­
жение для оценки s в виде (3.154). Аналогичным образом в результа­
те подстановки (3.170) в (3.169) можно получить выражение для кова­
риационной матрицы ошибок, которое полностью подобно выражению 
(3.155). Таким образом, можно отметить, что при использовании не­
скольких различных подходов результирующие уравнения для оценки 
имеют один и тот же вид. В случае гауссовских сигналов оценка s, 
определяемая выражением (3.154), является условным средним зна­
чением и обеспечивает также минимум СКО, тогда как для негаус­
совских сигналов эта же оценка оказывается «наилучшей» линей­
ной оценкой в смысле минимума СКО.

Применение результатов оценивания случайных процессе к опти­
мальной обработке сигналов антенной решетки. Предположим, что N- 
элементная антенная решетка расположена в некоторой области про­
странства и что вектор принимаемого сигнала может быть определен 
следующим выражением:

t
x(f)= J m(t — v) s (v) dvп (/), (3.171)

— oo

где m (() — известное линейное преобразование, характеризующее эф­
фекты распространения и любые искажения сигнала, обусловленные 
самими элементами решетки. В случае идеального (недисперсного) 
распространения и неискажающих элементов решетки m (() будет опре­
делять просто времена запаздывания б (( — Тг). Величина s (Z) явля­
ется скалярной временной функцией, описывающей полезный сигнал.

Когда сигнальный и шумовой процессы являются стационарными 
и интервал наблюдения достаточно велик ((->оо), можно не вычис­
лять интеграл свертки (3.171), а перейти к обработке в частотной об­
ласти, используя методы преобразования Фурье. Формально, применив 
преобразования Фурье ко всем величинам выражения (3.171), получим 

j (<о) — m (со) в (®) + п (®), (3.172)

здесь готическим шрифтом обозначены преобразования Фурье величин, 
входящих в (3.171). Отметим, что (3.172) имеет ту же форму, что и вы­
ражение (3.147), хотя первое относится к частотной области, а второе — 
96 



к временной. Под тем фактом, что (3.172) является соотношением для 
частотной области, подразумевается, что матрицы взаимной спектраль­
ной плотности (являющися преобразованиями Фурье соответствующих 
ковариационных матриц) теперь играют ту же роль, которую ковариа­
ционные матрицы выполняли для временной области.

Эквивалент выражения (3.160) в частотной области имеет вид

§ (to) = [(ps_s 1 (о) -г (со) Ф,7Г1‘ (и) m (со)]-1 X
X mt (и) Ф7,) (w) j-(co). (3.173)

Поскольку величина «р^1 (и) + т+(«) Ф7,) («) mt (и) является ска­
лярной, выражение (3.173) можно переписать как

§ (ю) ■= | а (и) |2 т+ (®) ф^1 (о) f (w),

где (n(to)|2------------------ ----------------------
1 + <pss (и) mt (W) Ф~п> (и) m (o>)

(3.174)

(3.175)

<pss (w) — мощность сигнала s (t) на частоте со. Отметим, что в общем 
случае частотная характеристика вида (3.174) является нереализуе­
мой и поэтому необходимо вводить задержку для получения хорошего 

Рис. 3.7. Структур­
ная схема оптималь­
ного процессора сиг­
налов антенной ре­
шетки при оценива­
нии случайного сиг­

нала

приближения к соответствующей оценке s (f). Для определения s (t) 
необходимо найти обратное преобразование Фурье от (3.174), т. е.

оо

?(0 = ~ J h(®)|2mt(to)®^(®)f(co)e^dto. (3.176)

Выражение (3.174) позволяет определить структуру оптимального 
процессора. Прежде всего отметим, что (3.174) может быть записано 
в таком виде

§ (й) = | а (й) |2 1) (to) у (to), (3.177)
где

Ь (to) = mt (и) Ф™1 (to) (3.178)
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является вектор-строкой частотных характеристик фильтров. Каждая 
составляющая jy- (®) обрабатывается соответствующим фильтром с 
частотной характеристикой (у; (со) так, что при этом выполняется опе­
рация выбеливания с последующей согласованной фильтрацией с уче­
том эффектов распространения и искажений полезного сигнала. По­
этому процессор, полученный для решения указанной задачи оценива­
ния, реализует следующий алгоритм: сначала производится выбелива­
ние, а затем согласованная фильтрация. Структурная схема процессора, 
реализующего (3.174), показана на рис. 3.7.

3.4.2. Оценивание неизвестного неслучайного сигнала

Предположим теперь, что вектор s в выражении (3.147) является 
вектором неизвестных, но неслучайных параметров. При этом вновь 
возникает задача оценивания s по данным вектора наблюдений х. 
Оценкой, обладающей требуемыми оптимальными свойствами для 
неслучайных параметров, является оценка максимального правдопо­
добия соответствующей величины s, максимизирующая условную плот­
ность вероятностей р (x/s) для заданного вектора наблюдений х.

Случай гауссовского шума. Когда вектор шума п является гаус­
совским, условная плотность вероятностей имеет вид

р (x/s) = К ехр ---- а (х — Ms)t R“n* (х—Ms) j, (3.179)

где К — некоторая постоянная. Нетрудно видеть, что максимизация
(3.179) соответствует минимизации выражения, стоящего под знаком 
экспоненты. Оценка, минимизирующая выражение под знаком экспо­
ненты, имеет вид

?= [Mt R-„* М]-1 Mt R-‘ х. (3.180)

Из (3.180) видно, что оценка s получена в результате линейного преоб­
разования вектора х, поэтому распределение s будет также гауссов­
ским. Поскольку Е {х} = Ms, из (3.180) также следует, что

£{7} = s, (3.181)

cov(?) = [MtR^‘M]-1. (3.182)

Обратим внимание на то, что такая же оценка, как и в (3.180), полу­
чается в пределе из (3.156), если положить и -> 0 и R^1 -> 0. Другими 
словами, оценка максимального правдоподобия совпадает с оценкой 
(3.156) при гауссовском априорном распределении р (s) с нулевым сред­
ним значением и бесконечной дисперсией.

Случай негауссовского шума. Когда вектор п является негауссов­
ским, функция правдоподобия не имеет более такого простого вида, как
(3.179) , и получить оценку максимального правдоподобия становится 
довольно сложно. Кроме того, имеющаяся информация обычно огра­
ничена статистиками не выше второго порядка. Поэтому в данных усло-
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виях наиболее часто используется оценка, обеспечивающая минимум 
величины

J = (х — Ms)t Rnn (х — Ms). (3.183)
Нетрудно показать, что величина s, минимизирующая (3.183), опреде­
ляется выражением (3.180).

Другой подход заключается в получении несмещенной линейной 
оценки с минимальной дисперсией. Линейная оценка имеет вид

s = a-J-Bx, (3.184)

а для несмещенной оценки требуется, чтобы

£{'s) = s. (3.185)

Для получения оценки с минимальной дисперсией необходимо миними­
зировать величину

tr {£[(?— s)(s-s)*]} = £{(^-s)t (?— s)}. (3.186)

С учетом (3.147) и (3.184) получим

7 = а + BMs + Bn. (3.187)

Для того чтобы выполнялось условие (3.185), необходимо иметь
а = 0, (3.188)

ВМ = I. (3.189)
Из выражений (3.187) и (3.189) следует, что

Е {? = sst + BRnn Bt, (3.190)

и поэтому (3.186) будет минимальным при выборе матрицы В, миними­
зирующей величину tr (BRnnBt) при ограничении (3.189). Эта задача 
оптимизации с ограничением может быть решена путем введения мно­
жителей Лагранжа 1 и минимизации величины

J = tr {BRnnBt + [I — ВМ]Х + VII — М+ВП}. (3.191) 

Дополнив выражение (3.191) до полного квадрата с использованием 
(Г.9) из приложения Г, можно получить следующую формулу:

J = tr (X -4- П—U Mt R-„* MX + [В - - V м+ R7„* ] х
X R,in[Bt-R„-„‘MX]}. (3.192)

Из (3.192) следует, что
В = XtMtR-1. (3.193)

Для исключения 1 воспользуемся (3.189):

VMtR^M = I, (3.194)
откуда

Xt = [MtR^Ml-1, (3.195)
4*
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и тогда
В = [M+R,;„ М]1 M+R™1. (3.196)

Таким образом, оценка (3.184) снова сводится к (3.180), а величины ее 
среднего значения и дисперсии определяются выражениями (3.181) 
и (3.182) соответственно.

Применение теории оценивания неизвестного неслучайного сигна­
ла к оптимальной обработке сигналов в антенной решетке. Возвра­
щаясь к представлению сигналов в частотной области (3.172), по ана­
логии с (3.147) и (3.180) можно получить оценку в частотной области

§ (со) = [mt (ю) (ад) m (со)]-1 mt (со) Фм‘ (со) г (со). (3.197) 
С учетом того, что величина mt (со) Ф„п (со) т(со) является скаляр­
ной, (3.197) можно записать в виде 

§ (со) = ______________ 1______________

(со) mt (со) Ф-„* (со) m (со)
|a(co)|2£(co)f(co), (3.198)+ 1

где |а (со)|2 и ф(со) определяются выражениями (3.175) и (3.178) со­
ответственно. Таким образом, единственным отличием между опти­
мальными процессорами (производящими оценку вектора s) для слу­
чайного и для неизвестного неслучайного сигналов является присутст­
вие дополнительного скалярного фильтра. При этом необходимыми опе­
рациями по-прежнему остаются предварительное выбеливание и со­
гласованная фильтрация.

3.4.3. Обнаружение известного сигнала

Задача бинарного обнаружения связана с принятием решения о на­
личии или отсутствии сигнала и сводится к сравнению отношения прав­
доподобия (3.143) с пороговым уровнем ц.

Случай гауссовского шума. Когда шум является гауссовским, то 
отношение правдоподобия (3.143) можно представить в виде 

ехр [ —а (х—Ms)t R~) (х—Ms)]

Л (х) =----- • (3.199)
СХр{ ~Ta(xtRnn х) j

где а = 2 для комплексного и а = 1 для действительного векторов х. 
Выражение (3.199) можно представить также в виде
Л (х) = exp J — -±- a [st М+ R" ‘ Ms - st М+ R" * х— xt R~„‘ Ms] j. (3.200)

Поскольку составляющая s+MtR^Ms не зависит от вектора х, то до­
статочной статистикой для принятия решения является величина

у = — (stMt R-„‘ х + xt R-n* Ms) = Re (s+Mt R-‘ x}. (3.201)

Предполагается, что коэффициент а учитывается при установлении по­
рогового уровня.
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(3.202)

Распределение достаточной статистики у является гауссовским, так 
как у является линейной функцией гауссовского вектора 
ний х (как при наличии, так и при отсутствии сигнала).

При отсутствии сигнала
Е {у} = О

и па основании (Д.7) и (Д.57) приложения Д получаем
st Mt R-« Ms 

var(y) =--------------------- .
a

Аналогично получаем, что при наличии сигнала

Е {у} = sWR^Ms,

а дисперсия достаточной статистики у имеет то же значение, 
отсутствии сигнала.

Случай негауссовского шума. В том случае, когда вектор шума п 
является негауссовским и доступными оказываются статистики не вы­
ше второго порядка, линейное преобразование вектора наблюдений 

z/ = -T [ktx + xt k] = Re {ktx} (3.205)

(3.203)

что

(3.204)

выбирают таким образом, чтобы обеспечить максимизацию выходного 
ОСШ. Отношение

г _ Е (уа/сигнал присутствует}—Е {у2/сигнал отсутствует) 206)
Е {у2/сигнал отсутствует)

будет называться отношением сигнал-шум. Учитывая (3.205) и (Д.57 
из приложения Д, выражение для г0 можно представить в следующем 
виде:

a [Re {kt Ms}]2 
kt Rnn k

akt Msst Mt k 
kt Rnn k

Удобно представить Rnn в факторизованном виде:
Rnn = Т+Т. (3.208)

В этом случае верхняя граница для г0 из соотношения (3.207) может 
быть записана в виде

akt Msst Mt k _ «kt Tt (Tt)~i Msst Mt T~i Тк 
k+ R„n к ~ kt Tt Tk

Применяя к (3.209) неравенство (Г. 15) из приложения Г, получаем

го = astMtMs’ <3-21 °)
KT Rnn К

где равенство выполняется при
kt = stM+R™1. (3.211)
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Подставив к+из (3.211) в (3.205), нетрудно убедиться, что тестовая 
статистика снова определяется выражением (3.201).

В задаче обнаружения известного сигнала на фоне негауссовского 
шума используется другой подход, который сводится к максимизации 
показателя качества обнаружения (3.146). Для достаточной статистики 
//, определяемой (3.205), нетрудно показать, что

d = У а Re {kt Ms) 1/cckt Msst Mt k

1/ktRnnk Vkt R,„,k
(3.212)

Применив (Г. 15) из приложения Г к верхней границе из (3.212), мож­
но увидеть, что

d = /а Re {k— s} <' Уast Mt R™’ Ms.
Vkt Rnn k

(3.213)

Равенство в (3.213) получается при выполнении условия (3.211) и 
при этом тестовая статистика снова определяется выражением (3.201).

Рис. 3.8. Структурная схема линейного про­
цессора при обнаружении известного сиг­

нала

Приложение результатов 
теории обнаружения извест­
ного сигнала к оптимальной 
обработке в антенной решет­
ке. В том случае, когда век­
тор принимаемого сигнала 
определяется согласно (3.171) 
и сигнал является известным, 
проще всего задачу обнару­
жения снова рассматривать в 
частотной области и максими­
зировать показатель качества 
обнаружения d в момент вре­
мени Т. Указанная максими­
зация может быть выполнена 

путем применения соответствующей формы неравенства Шварца. При 
использовании линейного процессора, структурная схема которого 
показана на рис. 3.8, получим

Е{у (7')/сигпал присутствует} =

1
2л

оо

J it (со) m (со) § (®) е1'617' d&, 

•— оо

(3.214)

оо

var[z/(T)]=-^- J ft(а)

— со

Ф,1П (“) t («)
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Поскольку Е {у (Т)1 сигнал отсутствует} = 0, то

оо

t t(w) m (to) § (и) e ,a>T da

d ---OO

OO 1/2
( tt (to) Ф„п (to) t (to) da

— OO

(3.216)

Пусть теперь Фпп (со) = £t(®) ^(со), так что выражение (3.216), 
может быть представлено в виде

оо
J" it (to) St (to) |St (со)]—1 m (to) § (м) e!'"T da

OO I /2
У tt (to) St (to) S (to) t (to) da

-- OO

(3.217)

Приведенную в приложении Г форму неравенства (Г. 14) можно при­
менить к (3.217), при этом ft (о) xt (®) будет играть роль ft, а 
[Х+ (со)]1 nt (со) § (со) е‘1"т — роль d. В результате можно записать

rf |/2л <:' yt (со) ntt (со) Ф;ш* (со) ш (со) § (со) с/со
1/2

(3.218)

где равенство получается тогда и только тогда, когда

ft (со) = (<о) ntt (и) ф„„* (со). (3.219)

Как видно, оптимальный процессор вновь должен осуществлять обыч­
ные операции предварительного выбеливания и согласованной филь­
трации.

3.4.4. Обнаружение случайного сигнала

В том случае, когда вектор s является случайным, будем предпо­
лагать, что его среднее значение и и ковариационная матрица 
известны. При этом оптимальная обработка для решения задачи бинар­
ного обнаружения снова сводится к сравнению с порогом отношения 
правдоподобия.

Случай гауссовского сигнала и шума. Когда векторы сигнала s 
и шума п являются гауссовскими, то отношение правдоподобия (3.143) 
принимает вид

exp | (x-Mu)t [MRSS Mt+Rnn]-1 (х— Mu)]

Л (x) = К------ -----—-----------------:~ , (3.220)
)xtR-*xl 
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где /С — некоторая постоянная. После логарифмирования (3.220) 
можно получить следующее выражение для достаточной статистики:

У = ~ (x-Mu)t {R-„■ -[MRSS Mt + Rn J-1} (x- Mu) ф

+ у uT Mt R-* x + -j- xt R-1 Mu, (3.221)

где коэффициент а снова учитывается при установлении порогового 
уровня.

Если рассматривать и как детерминированную часть вектора s, 
а отклонение (х — Ми) — как случайную, то можно заметить, что 
статистика (3.221) состоит из линейной составляющей, соответствующей 
статистике в случае известного сигнала [см. (3.201)], и квадратичной 
составляющей, учитывающей случайную часть вектора наблюдений. 
В связи с тем, что случай известного сигнала был проанализирован в 
разд. 3.4.3, здесь будет рассматриваться случай равенства нулю мате­
матического ожидания вектора s.

При условии и = 0 выражение (3.221) сводится к
у ± х+ (R-‘ -[1V1R5S М+ I- Rn,J -i) x. (3.222)

Применяя матричные соотношения (Г. 11) и (Г. 12) из приложения Г, 
можно получить следующие эквивалентные формы (3.222):

У = ±- xtR^MlR^’+MtR-’Ml^MtR-^x, (3.223)

У = у xf Rnn1 MRSS Mt [MRSS Mt + Rn J-i x. (3.224)

Одним из частных случаев, представляющих определенный практи­
ческий интерес, является случай, когда s ■— скаляр s, а М — вектор- 
столбец т. При этом выражение (3.223) принимает вид

о,,. |xtR-‘m|s

(Pss + mtR-^1 m ’

Другой интересный случай относится к малому уровню сигнала, когда 
[MRssMt + RnJ-1 ~ RJ7„\ (3.226)

При этом

У = у xt R„„‘ MRSS Mt RJ x.

Случай гауссовского шума и негауссовского сигнала. В го время 
как в задаче обнаружения известного сигнала достаточная статистика 
линейно зависит от вектора наблюдений, при обнаружении случайно­
го сигнала статистика является квадратичной функцией вектора на­
блюдений. Аналогичным образом, когда вектор сигнала s является не­
гауссовским и для обработки могут использоваться статистики второ­
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го порядка, можно определить структуру «наилучшего» квадратичного 
процессора (в том смысле, что при этом максимизируется показатель 
качества обнаружения). Полагая, что вектор s имеет нулевое среднее 
значение, можно считать, что достаточная статистика имеет вид

у = х+ККЧх, (3.228)
и задача теперь сведется к выбору матрицы К, максимизирующей по­
казатель качества обнаружения (3.146). Заметим, что так как у и х 
связаны квадратичной зависимостью, а дисперсия у в знаменателе 
(3.146) зависит от Е {у2/ сигнал отсутствует}, то при вычислении d 
придется определять моменты четвертого порядка вектора наблюде­
ний х. Считая, что поле шума является гауссовским, требуемые момен­
ты четвертого порядка можно получить с помощью соотношения (Д.52) 
из приложения Д.

Если у определяется соотношением (3.228), числитель в формуле 
3.146) может быть записан как

Е {«//сигнал присутствует} — Е {///сигнал отсутствует} =
= tr (K+MRJWtK], (3.229)

При использовании (Д.52) знаменатель (3.146) становится равным 

var («//сигнал отсутствует) = 1/ tr[K+RnnK)2]— (3.230)

и, следовательно,
V(a/2)tr(KtMRss Mt К)

(3.231)
Vtr [(Kt Rnn К)2]

Определим теперь верхнюю границу для d, используя 
Шварца. При этом целесообразно представить Rnn в виде 
Тогда, учитывая (Г. 17), получим

неравенство
Rnn = Т+Т.

V(g/2) tr [(Tt)-1 MRSS Mt T-1 TKKt Tt]

Vtr {(TKKt Tt)2}

<l/(a/2) tr{(MRssM+R™*)2}. (3.232)

Равенство в выражении (3.232) достигается при
Kt = A+MtR-1, (3.233)

где

Rss = АА4. (3.234)

В результате подстановки (3.233) в (3.228) получим
у = x+R^MRsJVltR^x. (3.235)

Это выражение имеет точно такой же вид, как и (3.227), полученное из 
отношения правдоподобия в случае малого сигнала.

Приложение результатов теории обнаружения случайных сигналов 
к оптимальной обработке в антенной решетке. Снова используя форму-
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Рис. 3.9. Структурная схема оптимального процессора антенной решетки при 
обнаружении случайного сигнала

лу (3.172) для частотной области, непосредственно из (3.223) можно по­
лучить выражение для достаточной статистики:

Ъ (со) = y | а (со) |2 [mt (со) Ф,ш‘ (со) у (со)]+ [т+ (со) Ф,,,/ (со) г (со) ] =

=| а (со) щ+(со) ф^1 (со) г (со) [2, (3.236)

где |а (со)|2 определяется (3.175). Структура оптимального процес­
сора показана на рис. 3.9. При этом для представления соотношения 
(3.236) во временной области была использована теорема Парсеваля и в 
качестве тестовой статистики использована величина

т
y(T^^\z(tWdt. (3.237)

о

Если выполняется предположение о малом уровне сигнала, то ис­
пользование (3.227) вместо (3.223) приводит к

1> (со) = Y cpss (со) I mt (й) ф-1 (со) г (<о)|‘2. (3.238)

Выражение (3.238) отличается от (3.236) только тем, что cpss (с») заме­
няется в (3.236) скалярным множителем |а(со)|3.

3.4.5. Обнаружение неизвестного неслучайного сигнала

В том случае, когда вектор сигнала s является неизвестным, но не­
случайным, один из подходов, обычно обеспечивающий неплохие ре­
зультаты, базируется на тесте обобщенного отношения правдоподобия 
(ООП). При этом процедура основана на отношении вида

х / s , сигнал присутствует) 
р (х/сигнал отсутствует) 

>
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где s выбирается из условия максимизации условной плотности ве­
роятностей р (x/s, сигнал присутствует) и поэтому является оценкой 
максимального правдоподобия.

Случай гауссовского шума. Когда вектор шума п является гауссов­
ским, отношение правдоподобия имеет вид

p(x/s, сигнал присутствует) _
р(х/сигнал отсутствует)

ехр { —(а/2) (х —Ms)t R77 (х —Ms)}

exp { — (а/2) xt R“n* x)

Подставим оценку максимального правдоподобия s (3.180) в выражение 
(3.240). В результате указанной подстановки получим выражение для 
ООП в следующем виде:

AG(x) = expjy- xtR-^MfM+R^MHM+R^'xj. (3.241)

Очевидно, достаточной статистикой будет величина

У = y х+ R™1 М [Mt R„-„* MJ-1 Mt R,Tn x (3.242)

или

у =s+Mt R~n'x, (3.243)

где

?x = [Mt R-* M]-1 Mt R-* x. (3.244)

Следует отметить, что если в (3.223) положить R71 — 0, то в ре­
зультате получится (3.242).

Применение результатов теории обнаружения неизвестного неслу­
чайного сигнала к оптимальной обработке в антенной решетке. Если 
снова обратиться к представлению в частотной области (3.172), то из 
выражения (3.242) можно получить следующее соотношение для до­
статочной статистики:

Ъ (со) = ~ [т+ (со) Ф,7„* (со) m (со)]—1 [mt (со) ф^1 (ю) f («>)]+ х

х [mt (со) О™1 (со) г (со)] = [mt (со) Ф„п‘ (со) m (со)]-1 X

X | mt (со) Ф^1 («) f (со) |2. (3.245)

Как видно из полученного выражения, наличие сомножителя mt (со) X 
X Ф,ш (со) снова означает, что должны выполняться операции пред­
варительного выбеливания и согласованной фильтрации.
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3.4.6. Коэффициент передачи антенной решетки

Коэффициент передачи антенной решетки определяется как отно­
шение выходного ОСШ к входному ОСШ в зависимости от со. Для 
линейного процессора, схема которого показана на рис. 3.8, состоя­
щего из набора фильтров (для каждого элемента решетки) и сумматора, 
выражение для коэффициента передачи решетки будет иметь вид [17].

G (и) =-----, (3.246)
ft (со) Фпп (со) t (со)

где Фм (со), Фпп (со) •— нормированные матрицы взаимных спектраль­
ных плотностей сигнала и шума соответственно, т. е.

Ф85И-=^(со)Фк5((о), (3.247)

Фп„ (со) = (со) Фпп (со) (3.248)

и Оп (со) и о? (со) — усредненные по N элементам спектральные плот­
ности шума и сигнала соответственно:

о^(со) = 4-1г[Фпп(®)], (3.249)
N

о|(со) = -1Дг[Фм(со)]. (3.250)

В том случае, когда вектор сигнала s (Z) связан со скалярным сиг­
налом s (() известным преобразованием

t
s(i)= J m((—t)s(t)c/t, (3.251)

— oo

то матрица взаимной спектральной плотности Ф55 (со) будет равна [17]

Ф35 (со) = ш (со) ш+ (со), (3.252)

где ш (со) — нормированное преобразование Фурье от ш (/), так что 

tn+ (со) nt (со) = (V. (3.253)

Если Фм (со) определяется (3.252), то выражение для коэффициента 
передачи антенной решетки принимает вид

Q (о) =-----1*1- |2 __ (3.254)
it (Ш) фпп (Ш) t (о)

Величина ft (со) m (со) может рассматриваться как скалярное произ­
ведение вектора управления диаграммой t и направления на сигнал 
m в случае плоских волн. Определим обобщенный угол у между t 
и т, как это сделано в приложении Е, тогда

cos2 (у) -- -----------1(М) ---------• (3-255)
(t^ (со) t (со)) (tn+ (со) m (со))
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В обычной диаграммообразующей схеме вектор t выоирается про­
порциональным вектору tn, так что у = 0. Эта операция, как будет по­
казано далее, также максимизирует коэффициент передачи антенной 
решетки при наличии пространственного белого шума.

Подставляя (3.252) в (3.246) и обозначая j = Ф;'/21, получаем

G (Ш) = Ist (м) Г . (3.256)
jT (со) j (ш)

Применение к (3.256) неравенства Шварца (Г. 15) дает

G (ю) mt (оз) ф~„* (и) nt (си), (3.257)

где равенство выполняется, когда вектор пропорционален век­
тору ш+Фпп1. Поэтому максимизация (без ограничений) коэффи­
циента передачи антенной решетки приведет к тем же самым операциям 
предварительного выбеливания и согласованной фильтрации, которые 
были получены ранее в различных задачах обнаружения и оценива­
ния. Отметим также, что такой процессор сводится к обычной диаграм­
мообразующей схеме, когда составляющие шума в различных элемен­
тах решетки являются некоррелированными, так что Фпп = I [45].

Между максимизацией коэффициента передачи антенной решетки 
и минимизацией дисперсии сигналов на выходе при заданном отклике 
системы на полезный сигнал существует тесная взаимосвязь, так как 
эти операции эквивалентны минимизации знаменателя в (3.246) при 
фиксированном значении числителя. Поскольку G (со) не меняется при 
умножении вектора t на скалярный множитель, то введение огра­
ничения вида ftm = р не повлияет на G (®). Поэтому вектор t = 
= РФ™ т^т+Фппт) максимизирует G (®) при ограничении t+j = 
= р. В работе [3] показано, что максимизация коэффициента передачи 
антенной решетки и минимизация искажений сигнала на выходе при­
водят к точно таким же структурам фильтров и для монохроматиче­
ских сигналов. Можно также показать, что фильтр, обеспечивающий 
получение оценки максимального правдоподобия, и винеровский 
фильтр отличаются только скалярной передаточной функцией [46]. 
Кроме того, известно, что процессоры, основанные на вычислении от­
ношения правдоподобия, на максимизации ОСШ, и процессор, осущест­
вляющий винеровскую фильтрацию, эквивалентны в случае извест­
ного с точностью до фазы узкополосного сигнала и аддитивного гаус­
совского шума [47].

3.4.7. Обобщенная структура процессора

В предыдущих разделах с единых позиций были рассмотрены раз­
личные методы обнаружения и оценивания, а также критерии эффек­
тивности при оптимальной обработке сигналов в антенной решетке. 
Было показано, что при решении ряда задач оптимального обнаруже­
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ния и оценивания сигнала при различных критериях эффективности 
необходимо осуществлять операции предварительного выбеливания и 
согласованной фильтрации. Полученный в результате таких операций 
скалярный выходной сигнал подвергается в дальнейшем обработке в 
соответствии с характером решаемой задачи.

Результаты, полученные для различных задач, для удобства можно 
обобщить в виде структурной схемы процессора, показанного на 
рис. 3.10. Как видно из этого рисунка, принцип «сначала предвари­
тельное выбеливание, затем согласованная фильтрация» (характери-

Рис. ЗЛО. Обобщенная структурная схема процессора антенной решетки в слу­
чае обработки широкополосных сигналов:

I — обнаружение; известный сигнал; II — обнаружение; случайный сигнал и неизвестный 
неслучайный сигнал; III — оценка (методом максимального правдоподобия); случайный 
сигнал и неизвестный неслучайный сигнал; IV — оценка (по критерию МСКО); случайный 
сигнал и неизвестный неслучайный сигнал; V — максимальный коэффициент передачи 

антенной решетки и наименьшая дисперсия

зуемый оператором является общим для широкого круга за­
дач оптимизации. Параметры оптимального процессора зависят от 
обратной матрицы взаимных спектральных плотностей шума. Однако 
на практике можно получить только матрицу взаимной спектральной 
плотности на выходах элементов антенной решетки, где в общем слу­
чае присутствует смесь полезного сигнала и шума. Использование ма­
трицы взаимной спектральной плотности смеси сигнала с шумом может 
привести к уменьшению эффективности. В [45] рассматриваются по­
следствия неточного выполнения операций предварительного выбели­
вания и согласованной фильтрации. Следует также отметить, что про­
цессор, вычисляющий оценку сигнала по минимуму СКО, отличается 
от процессора, производящего оценку методом максимального правдо­
подобия, только скалярным винеровским фильтром. Характеристики 
скалярного винеровского фильтра рассматриваются в разделе данной 
главы «Задачи».
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3.5. ОПТИМАЛЬНАЯ ОБРАБОТКА СИГНАЛОВ АНТЕННОЙ РЕШЕТКИ 
ПРИ СЛОЖНЫХ УСЛОВИЯХ РАСПРОСТРАНЕНИЯ

Как известно, процессор, структурная схема которого показана 
на рис. 3.8, является оптимальным только тогда, когда матрица вза­
имной спектральной плотности сигнала имеет «диадную» форму [17], 
т. е.

= (3.258)

Влияние любых возмущений, имеющих место в процессоре распростра­
нения, приводит к нарушению диадной формы Ф88 (со) и может при­
вести к структуре, отличной от представленной на рис. 3.8. Для оп­
ределения характера обработки сигналов в этом более общем случае 
будет получена структура оптимального процессора для некогерент­
ного узкополосного сигнала.

Рассмотрим задачу обнаружения узкополосного сигнала с неиз­
вестной амплитудой и фазой. Такие условия часто встречаются, когда 
при распространении сигнала изменяются его амплитуда и фаза. При 
наличии сигнала принятое колебание может быть представлено форму­
лой

х (t) =Re {aei'er (i) -\-n (t), (3.259)

где a — неизвестная амплитуда; 9 — неизвестная фаза; г (t) — из­
вестный закон амплитудной модуляции; <р (t) — известный закон фа­
зовой модуляции; <о0 — известная частота несущей.

Переходя к вещественному представлению, (3.259) можно записать 
как

х (0 = т1 (0 sx + т2 (0 s2 + п (О,

где sx = a cos 0; s2 = —a sin 0;

mi (0 = г (0 cos [со0£ + ср (/)] = f (/) cos (cooi) — g (f) sin (co^); (3.261)

m2 (0 = r (t) sin [<в0/ + cp (/)] = / (/) sin (co0/) + g (/) cos (<o0/); (3.262)

f (0 = r (t) cos [cp (f)]; (3.263)

g (/) = r (t) sin [cp (if)], (3.264)

причем

r (f) = FRhW); <p (0 = arctg .

Выражение (3.259) можно записать и в виде

х = ms + п,

где m = [mx т2]; и var (n) = o„.
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Теперь можно использовать результаты разд. 3.4.5, посвященного 
обнаружению неизвестного неслучайного сигнала, когда достаточ­
ная статистика определяется выражением (3.242). В случае вещест­
венных величин (3.242) принимает вид

z/=yXrR^M[MrR^‘M]-IM7’R^x. (3.266)

Отметим, что тг (0 и т2 (t) являются ортогональными функциями, 
имеющими одинаковую энергию. Поэтому при дискретизации этих 
функций по времени с целью формирования хг = [х (/х), х (t2), ...1 
и ml = [mt (tj), mi (i2), • ■•] выражение (3.266) для рассматриваемой 
статистики можно представить в виде

J m:1 P)-i {(т{ х)2 + (ml х)2}. (3.267)

Поскольку в (3.267) скалярный множитель ~ (а21т1|2)-'1 может быть 
учтен при установлении порогового уровня в тесте отношения правдо­
подобия, то проверяемую статистику удобно представить как

z = (т'[ х)2 4- (т£ х)2. (3.268)

При непрерывном интервале наблюдения статистика (3.268) определя­
ется формулой

г= J т, (0 х (t) dt

которую удобно также представить с помощью синусной и косинусной 
составляющих f(t)ng(t). Используя (3.261) и (3.262), статистику (3.269) 
можно представить в следующем виде:

■ Т

О

z =
т

cos (<в0 /) x(t)dt— f g (t) sin (coo t) x (t) dt 
.) 0

+
Г T

I
T

f (/) sin (o>01) x (t) Л + J g (/) cos (<o0 i) x (t) dt 
о

Полученное выражение определяет структуру процессора, показанно­
го на рис. 3.11.

Структурная схема оптимального устройства обнаружения неко­
герентного сигнала, показанная на рис. 3.11, приводит к более общей 
структурной схеме процессора сигналов антенной решетки (рис. 3.12). 
Такая обобщенная структурная схема процессора соответствует слу­
чаю, когда предположение о плоском характере принимаемых волн не 
выполняется из-за имеющихся возмущений при распространении и 
(или) приеме сигналов. Указанный алгоритм может использоваться при 
приеме случайных сигналов с произвольной корреляционной матрицей. 
Процессор сигналов антенной решетки, показанный на рис. 3.12, на­
зывается процессором, согласованным в пространстве элементов [48].

112



Согласованный 
фильтр

Рис. 3.11. Структурная схема устройства обнаружения сигнала с неизвестными 
амплитудой и фазой с использованием согласованных фильтров и детекторов 

огибающей в квадратурных каналах

Рассматривая величину Ms в выражении (3.147) как сигнал с про­
извольными характеристиками, коэффициент передачи антенной ре­
шетки можно определить, используя понятие показателя качества 
обнаружения применительно к обобщенному квадратичному процес­
сору [171. В случае гауссовского шума с учетом (3.231) можно получить 
выражение для коэффициента передачи

q = tr И (w) S (to)l . (3 271)
{tr [(ST (co) Флп (ю) S (m))2])1 f2

Нетрудно видеть, что (3.271) сводится к (3.246), когда S является 
вектор-столбцом. При сложных условиях распространения Ф88 опре­
деляется выражением вида [17]

0ss(w) = U (и) «+(©), (3.272)

О ■■ ■ >

(/)

Х2 (?)
О—" *

Матричный 
фильтр

7-НГЭ-П1
I

• I

Квадратичный 
процессор

где матрица U имеет N строк и г столбцов, причем г равняется рангу 
матрицы Ф88. Для сигнала с плоским волновым фронтом ранг матрицы 
взаимной спектральной плотно­
сти Ф88 равен единице, а Ф88 
имеет вид (3.258). Для максими­
зации коэффициента передачи 
антенной решетки (3.271) может 
быть использована такая же про­
цедура, как и для (3.246). В дан­
ном случае, применив (Г. 17) 
вместо (Г. 15), можно получить 
[17]

S

G {tr ([Ф88 (со) Ф'1 (<о)]2)}’/2,
(3.273)

Рис. 3.12. Структурная схема процессо­
ра сигналов антенной решетки в общем 

случае
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где равенство выполняется тогда, когда матрица ^йропорциональан 
матрице U+Ф^1. Это означает, что максимальное значение коэффици­
ента передачи в общем случае не может быть получено, если матрица 
$ содержит менее чем г столбцов.

3.6. выводы

В результате анализа методов оптимальной обработки сигналов ан­
тенной решетки в ряде задач обнаружения, оценивания и оптимиза­
ции характеристик антенных решеток было показано, что эти методы 
довольно близки и фактически отличаются лишь скалярной обработ­
кой, которая следует за обычной фильтрацией (в матричном фильтре) 
и суммированием. Матричный фильтр осуществляет предварительное 
выбеливание и последующую согласованную фильтрацию. В случае 
узкополосных сигналов согласованная фильтрация обеспечивает вы­
равнивание времени запаздывания (или фазового сдвига) для получе­
ния неискаженного сигнала на выходе. Для широкополосных сигналов 
необходимо выполнять спектральное согласование, которое не экви­
валентно управлению временем запаздывания. При сложных условиях 
распространения сигнала, характеризуемых некогерентной структу­
рой волнового фронта, необходимо использовать обработку с учетом 
согласования в пространстве элементов, когда такое согласование мо­
жет быть выполнено лишь в статистическом смысле. Большинство оп­
тимальных процессоров, рассмотренных в данной главе, предназначе­
но для решения задач оптимизации без ограничений. Различные клас­
сы оптимальных процессоров с использованием ограничений приводят­
ся далее в разд. «Задачи».

Оптимальные процессоры сигналов антенных решеток, выполняю­
щие операции предварительного выбеливания и согласованной филь­
трации, тесно связаны с оптимальным винеровским решением, которое 
определяет теоретический предел эффективности, полезный при срав­
нении реальных систем. Непосредственная реализация алгоритма оп­
тимальной обработки оказывается невозможной, так как статистики, 
определяющие условия приема сигнала, как правило, неизвестны. Кро­
ме того, даже если статистики, характеризующие условия приема сиг­
нала известны, применимость оптимального процессора будет огра­
ниченной, так как он разработан для определенного поля шума. Поэто­
му чрезвычайно важны адаптивные методы реализации оптимальных 
процессоров. Поскольку в установившемся режиме при различных кри­
териях эффективности решения оказываются идентичными или очень 
близкими, то вопрос о выборе критерия эффективности для конкретно­
го применения обычно не является очень важным. Для разработчика 
более важными оказываются временные характеристики алгоритма 
адаптивного управления. Особенный интерес представляют характе­
ристики алгоритмов адаптивного управления, применяемых для под­
стройки весовых коэффициентов в диаграммообразующей схеме, и по­
этому этим вопросам посвящена вторая часть книги.
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ЗАДАЧИ

1. Использование критерия максимума ОСШ при воздействии одного источ­
ника помехи [18]. Определенный интерес на практике представляют характе­
ристики линейной адаптивной антенной решетки, управляемой на основе кри­
терия максимума ОСШ, когда имеется дополнительный шум от одиночного то­
чечного источника помехи. Рассмотрим линейную эквидистантную решетку, ве­
совые коэффициенты которой определяются (3.96). Предположим, что стационар­
ные условия приема характеризуются ковариационной матрицей шума

О
— Pg

Pg J

где Pq — мощность выходного шума каждого из К элементов антенной решетки; 
I* — единичная матрица К-го порядка.

В общем случае амплитуды весовых коэффициентов неодинаковы и диаграм­
ма направленности решетки будет определяться выражением

К
Gq (Р) — 2

А=1

/(й-1)(₽-₽ ) 
е в

где Р = (2nd/Z) sin 0.
При использовании матричной формы записи Gq (Р) = Ът wq, где

ь=

1 
е* 
е™ , wg =

01

а2е ®
а3 е /2Ps

С учетом вида выражений для wg и Gq (Р) можно записать

UHWg = Gg (Р;)
■ 1 ■

1

1

где величины U и Н определяются далее.
Рассмотрим одиночный источник узкополосной помехи, расположенный под 

углом 0j относительно равносигнального направления (РСН) антенной решетки. 
Обозначим сигнал помехи, появляющийся в первом канале (на выходе первого 
элемента решетки), через J (/), тогда сигнал помехи в /г-м канале будет равен 
J (f) exp [—/ (k — 1) Pj], где Pj = (2nd/X) sin 0j. Пусть Pj — мощность оги­
бающей помехи в каждом канале, тогда kl-й элемент ковариационной матрицы 
помехи Rjj равен pj exp [—j (k — OPjl-

А. Покажите, что Ryj можно представить в виде

R^^fFUH,
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где Н — диагональная матрица:

1

/(К-ОС/

и каждый элемент матрицы U размером К X К равен единице.
Б. При использовании закона управления (3.99) весовой вектор должен 

удовлетворять условию Rnn wg = pt*, где Rnn wq = pqv/q. Если помеховая 
ситуация изменяется так, что ковариационная матрица становится равной Rnn 
вместо Rm , то оптимальный весовой вектор должен удовлетворять условию 

Rnnw==tlt* или w = PgRnnWg. Ковариационная матрица при совместном воз­
действии составляющих шума равна сумме ковариационных матриц Rnn = 
= Rn„ + Rjj или Rnn =pglj. + PjH* UH. Для получения оптимального 
весового вектора с учетом совместного воздействия шума и помехи необходимо 
выполнить обращение матрицы Rnn. Учитывая тот факт, что Н* = Н-1, пока­
жите, что

\ Pg+^Pj

В. Используя результат, полученный в п. Б, покажите, что оптимальный 
весовой вектор определяется выражением

( pJ H*UHwg.

Г. Пусть при отсутствии помехи оптимальный весовой вектор определяет­
ся соотношением

где Рз = (2nd/?.) sin 0S; — амплитуда весовых коэффициентов; 0s — угол
источника полезного сигнала. Если все одинаковы, то результирующая диа­
грамма направленности имеет вид (sin Kx)/(sin х).

Из определения Н, приведенного в п. А, следует, что

Н w q =
/ а2 е

«1
(₽J-M
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С учетом приведенных выражений и результатов, полученных в и. о, пила- 
жите, что диаграмма направленности при оптимальном весовом векторе может 
быть записана в виде

G (₽) = br w = br (3/) ь;,

где bj = b(P) |P = Pj.

Д. С учетом обозначения bzwQ = G„ (Р) (см. п. Г), покажите, что brbj = 
= С (Р — Pj), где

С (х) = ехр
(.[ (/<—1)х] sinKx/2 ]

sinx/2 J

E. Используя соотношение brwg = Gq (P) и результаты, полученные в 
пп. Г и Д, покажите, что

О (Р) = Gg (Р) - (^7^- ) (Рj) О (Р - Рд) •

Согласно приведенному выражению при воздействии одного источника помехи 
диаграмма направленности адаптивно управляемой линейной антенной решетки 
описывается двумя составляющими. Первая составляющая характеризует опти­
мальную диаграмму направленности при отсутствии помехи Gq (Р), тогда как вто­
рая (которая вычитается из первой) имеет вид (sin /(x)/(sin х) и определяет форму 
компенсирующей диаграммы с максимумом в направлении на источник помехи.

Ж- Анализируя результаты п. Е, можно заметить, что С (х)|ж=0 = Л'. 
Используя этот факт, покажите, что коэффициент передачи антенной решетки в 
направлении на источник помехи будет определяться выражением

В случае фиксированных значений весовых коэффициентов антенной решетки 
коэффициент передачи диаграммы направленности в направлении на источник 
помехи будет равен Gq (pj). Поэтому предыдущий результат показывает, что адап­
тивное управление уменьшает коэффициент передачи в направлении на источник 
помехи пропорционально отношению

Pg___________ 1
Pg + Kpj ~l-[K(Pj/Pg)

3. При воздействии помехи подходящим показателем улучшения эффектив­
ности работы адаптивной системы является коэффициент подавления, определяе­
мый выражением

Г Л --------1,
= !-?(//<;

где
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(J/N)q — выходное отношение помеха-шум при w = wg, т. е.

Оценим величины у и Г при воздействии одиночного источника помехи. Сначала

N Jq =w?Rnn<3W4 '

покажите, что
RnngRnn^k-^^^jRjj,

затем, что

Rjj Rjj=^Pj Rjj-
и, наконец, получите

Rnnq Rnn Rjj —
/ Р<7 •

\P<i + KPj

Подставляя эти соотношения в формулу для у, получаем 

У = 1/[1 + (Kpj/pq)].

Для диаграммы направленности вида (sin Kx)/(sin х) максимальная выход­
ная мощность помехи равна Kpj, что будет иметь место при действии помехи в 
направлении максимума главного лепестка диаграммы направленности. Следо­
вательно, максимальное значение отношения (J/N)g будет равно Kpj/pq и при 
этом Г = 1 (что свидетельствует об отсутствии подавления помехи). Однако ес­
ли помеха принимается по боковым лепесткам диаграммы направленности, 
(J/2V)g <g; (Kpj/p9), так что у {■!/N)q <gj 1 и, следовательно, Г ~ у. Таким об­
разом, при приеме помехи по боковым лепесткам диаграммы направленности с 
помощью адаптивной подстройки помеха «подавляется» примерно пропорциональ­
но отношению помеха-шум в компенсирующем луче.

2. Влияние погрешностей установки адаптивных весовых коэффициентов 
[49].

A. Для когерентного компенсатора помех, принимаемых по боковым ле­
песткам диаграммы направленности, изображенного на рис. 3.5, покажите, что 
при а>0 = 1

Рг — Рх—уЛ z— w+w* Ryg w.

Б. Учитывая равенства wfmT = R —'z* и P, = Px— z^R —'z, покажи- 
УУ rmin yy

те, что если w = wonT + A, to Pr = + Рдоб, где Рдоб = Д' Ryy Д.
Поскольку Рдоб определяется эрмитовой формой, то Рдоп будет ограничено наи­
меньшим и наибольшим собственными значениями матрицы Ryy, т. е.

^min II А ||2 < РдОд < ХШах II А II2, 

где || А ||2 Д >-Д.
B. Рассмотрите вариант расчета, относящийся к наихудшему случаю. Бу­

дем считать, что каждый элемент вспомогательной антенной решетки принимает 
одинаковую мощность сигнала помехи Р, . Предположим также, что приемники

'а
каждого элемента этой решетки имеют одинаковую мощность составляющих соб* 
ственного шума приемника Рп. При этих условиях каждый диагональный эле­
мент матрицы Ryy будет равен Рп Ч Р, и поэтому tr (Ra{/) = N (Рп -|- Р. ).

а ‘а
Поскольку наибольшее собственное значение Ryy меньше, чем tr(Ry£/), то Рдоб
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N (Рп + Р1-У ||А|,2. Предположим, что погрешности весовых коэффициентов 
обусловлены ошибками квантования и при этом квант в синфазном и квадратур­
ном каналах равен q. В наихудшем случае ошибка квантования составляющих 
каждого комплексного весового коэффициента будет одинаковой и равной 
(<7/2) X (1 ± /). С учетом изложенного покажите, что

№ а2
РДоб<-у- (Pn+P/J-

Г. Отношение помеха-шум (f>//P)i)Ocn для основного канала связано с 
отношением помеха-шум (Ру /Рп)цои для каждого из вспомогательных каналов 

а
зависимостью

где а — среднее значение коэффициента передачи основной антенны в области 
бокового лепестка. Полагая, что а. определяется выражением

a = q-2B~},

где В — число разрядов квантователя; при (Р//Pn)0Cll 1 с помощью резуль­
татов п. Г покажите, что

^доб 

^>rmln

17Ш Р0^РГт1п/Рп.
Д. Основное применение анализа работы в наихудшем случае сводится к 

определению наименьшего числа разрядов, при котором не наблюдается ухудше­
ния эффективности, характеризуемой отношением сигнал-помеха (ОСП). В том 
случае, когда имеющееся число разрядов значительно меньше определенного 
таким образом минимального числа, следует обратиться к расчетам на основе 
СКО, позволяющим более точно определить ОСП. Единственное изменение про­
цедуры, связанное с использованием анализа на основе СКО, заключается в 
соответствующей трактовке величины [|Д||2. Считая, что погрешности весо­
вых коэффициентов в синфазных и квадратурных каналах независимы и имеют 
равномерное распределение, покажите, что 

и получите соответствующее выражение для Рдоп и Рлоб/Рг
min

3. Линейная винеровская фильтрация широкополосных сигналов [50]. 
Рассмотрим скалярный сигнал

X (/) = S (0 + п (/),

где полезный сигнал s (/) и шум п (/) не коррелированы. Сигнал х (t) пропускает­
ся через линейный фильтр с характеристикой h (/) такой, что выходной сигнал 
У (/) будет аппроксимировать s (/) с наименьшей СКО. Ошибка оценки у (t) оп­
ределяется выражением

e(t) = у (f) — s (f).
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Желательно минимизировать величину Е {е2 (/)}, когда у (t) можно представить 
в следующем виде:

А. Покажите, что

Б. Покажите, что

где rnn (v) — корреляционная функция шума п (/).
В. Определим частотную характеристику фильтра следующим образом:

Покажите, что

где <ргап (ч>) = 5{г/т (т)} — спектральная плотность шума п (/). Покажите,что

и при этом

Г. Будем минимизировать величину Е {е2 (t)}, выбирая соответствующим 
образом И (ш). Поскольку подынтегральное выражение, приведенное в п. В, 
является положительным при любом Н (со), то для его минимизации необходимо 
выбрать только подходящий вид Н (<о). Покажите, что приравняв градиент по 
И (<о) подынтегральной функции в выражении для Е {е2 (/) J нулю, получим ча­
стотную характеристику

оптимального скалярного винеровского фильтра. Таким образом, в случае 
скалярных процессов винеровский фильтр определяется спектральными плот­
ностями сигнала и шума и формирует на выходе оценку сигнала с минимальной 
С КО. Нетрудно показать, что соответствующий результат может быть полу­
чен и для векторных процессов, т. е.



При х (/) = s (/) + n (/), где s (/) = vd (/), выражение для §0IIT (ы) прини­
мает вид

&ОПТ (w) = Фхх (®) 4xd (w) .

которое представляет собой обобщение условия (3.56) для широкополосного 
сигнала. Заметим, что при получении частотной характеристики винеровского 
фильтра не учитывались условия физической реализуемости.

Д. Определите характеристику такого скалярного винеровского фильтра, 
чтобы в результате его подключения к точке III схемы на рис. 3.10 на его выходе 
формировалась оценка сигнала s (I) с минимальной СКО. Аналогичны»! образом 
найдите характеристику соответствующего скалярного винеровского фильтра, 
подлючаемого к точке V схемы.

4. Максимизация коэффициента передачи антенной решетки при линейных 
ограничениях [17]. Было установлено, что максимизация коэффициента переда­
чи антенной решетки при ограничении вида 1Лп = |3 может быть обеспечена бла­
годаря использованию имеющейся степени свободы при определении величи­
ны к. Задача с ограничением вида k^d = 0 может рассматриваться как частный 
случай более общей задачи с несколькими линейными ограничениями. Много­
кратные линейные ограничения могут вводиться для поддержания относитель­
но постоянного коэффициента передачи антенной решетки при различных воз­
мущениях сигнала; тем самым уменьшается чувствительность к воздействию та­
ких возмущений. Эти ограничения могут служить также для управления уровня­
ми боковых лепестков диаграммы направленности. Общая задача при этом может 
быть сформулирована следующим образом: получение наименьшей выходной 
мощности z при ограничении вида Н+к — g, где каждой строке матрицы огра­
ничений Н? соответствует ограничение htk = gi. Очевидно, что общее число 
строк не должно превышать числа элементов антенной решетки, иначе задача бу­
дет переопределенной. Если ввести указанные ограничения в выражение для вы­
ходной мощности, используя при этом вектор множителей Лагранжа X, то задача 
сведется к минимизации выражения вида

г = к’['Фжхк + >Л [Н+к—g] + [kfH—gf]X.

A. Дополните выражение для z до полного квадрата и получите для z эк­
вивалентное выражение

г = {к++х+н+ф-‘]Фхх[Ф7х* Нк + к]-к+н+ф7х‘ HX-k+g-gU.

Поскольку здесь к появляется только в первом слагаемом, представляющем со­
бой квадратичную форму, то, очевидно, значением к, минимизирующим это вы­
ражение, является такое, при котором эта квадратичная форма равна нулю

копт -

Б. Используя уравнение ограничений Н^к = g, исключите параметр 1 
из выражения для копт, полученного в п. А, и покажите, что

копт = Ф?? Н[Н+ф-‘ H]-ig.

При этом значении к выражение для выходной мощности имеет вид

H]-i g.

B. При использовании процессора, схема которого приведена на рис. 3.12,
выходная мощность будет определяться формулой z= tr( SRt ФЖЖЭД). Задача 
минимизации г при линейных ограничениях вида решается с помощью
матрицы множителей Лагранжа А и сводится к минимизации выражения

г = tr (SR* Фад SR + А* [Н+ SR— L] ф [SR* H - L*] Л).
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Дополните это выражение до полного квадрата и покажите, что оптимальное ре­
шение имеет вид

при этом
Э1?пт Фхх 9?опт = Lt [н+ Ф-* H]-l L .

5. Введение линейных ограничений, когда в качестве критерия эффективно­
сти используется СКО [15]. Теоретически оптимальная структура процессора 
сигналов антенной решетки, обеспечивающая максимизацию (или минимизацию) 
качества в соответствии с выбранным критерием эффективности, может оказать­
ся слишком сложной или дорогостоящей для выполнения обработки в полном 
объеме. Это обстоятельство приводит к необходимости рассмотрения подопти­
мальных процессоров сигналов антенных решеток, в которых на структуру про­
цессора накладываются определенные ограничения, связанные с условиями при­
ема сигнала и наличием помех.

Говорят, что К-компонептный весовой вектор w является линейно ограничен­
ным, если

/ — ctw.
Число линейных ортонормированных ограничений для вектора w не должно 
превышать К для сохранения степеней свободы, необходимых при адаптации.

А. Выражение для СКО можно представить в виде
Е {\У ~ 1/л12Г

где t/A=w +х.
Поэтому

£ {| У —#л|2} = £ {I Ч I2} — 2Re {wtrXy’H- wtRA.vw.

Добавив к полученному выражению для СКО уравнение, определяющее огра­
ничение с комплексным множителем Лагранжа, получим

J = E {I1/I2}—2Re {wtr^H-wt R^w + Xtf-- cf w] + [/* — w+ с] X*.

Вычислив градиент этого выражения по w и приравняв его нулю, получим
Wonr = Rr? [fA!/+V СГ

Б. Учитывая ограничение / = c+w, получите следующее выражение для 

, f*—Txi/Rxx с 
л =------х------------- •ct Rxx с

Это выражение можно подставить в формулу для J из п. А и получить резуль­
тирующее решение для оптимального процессора сигналов антенной решетки с 
учетом введенных ограничений.

6. Случай нескольких линейных ограничений [15]. Многократные линейные 
ограничения для процессора сигналов антенной решетки можно представить в 
виде

f = C+w,
где множество столбцов [c/i = 1, 2, ..., М) матрицы С должно быть ортонор- 
мированным множеством векторов.

Найдите оптимальное решение для весового вектора w с помощью метода 
множителей Лагранжа.

7. Введение квадратичных ограничений при использовании в качестве кри­
терия эффективности среднего значения выходной мощности [15]. Квадратичное 
ограничение, накладываемое на весовой вектор w, имеет вид

g — wt Qw,
где Q —эрмитова матрица размером К X К.
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A. Среднее значение выходной мощности сигнала антенной решетки опре­
деляется выражением

Е (| у |2) =£ {w’f хх+ w) = w’f Е {хх?} w = w^ Rxx w.

Добавив уравнение ограничения с комплексным множителем Лагранжа, получим

J = Rxv w+Mg—Qw].

Вычисляя градиент полученного выражения по w и приравнивая его пулю, по­
кажите, что экстремальное значение w удовлетворяет условию

R~x‘ Qw = A-! w.

Б. Из полученного уравнения видно, что w является собственным вектором 
матрицы (R«XQ), соответствующим собственному значению X. Поэтому мак­
симизация (минимизация) J соответствует выбору наименьшего (наибольшего) 
собственного значения матрицы (Rx/Q). Отсюда следует, что ограничение может 
рассматриваться как простое масштабирование (scaling)1) весового вектора в 
процессоре сигналов антенной решетки.

B. Определите оптимальное значение весового вектора w при нескольких 
линейных и квадратичном ограничениях. Снова отметим, что квадратичное огра­
ничение сведется просто к масштабированию весового вектора w.

8. Введение специальных ограничений, когда в качестве критерия эффектив­
ности антенной решетки, настроенной на сигнал, используется среднее значение 
выходной мощности [48].

А. Рассмотрим задачу минимизации выходной мощности антенной решетки 
P0 = w^Rxxw

при ограничениях вида С+ w = f.
Покажите, что решение этой задачи имеет вид

WonT = R7?C[CtR-<C]-1f.

Б. Пусть С = 1 — А-мерпый вектор-столбец, каждая составляющая ко­
торого равна единице. Пусть f=C^l = N.

Покажите, что соответствующий оптимальный весовой вектор определяется 
выражением

При этом ограничении весовой вектор минимизирует выходную мощность во 
всех направлениях за исключением предварительно установленного направле­
ния поиска.

В. Пусть С — матрица размером N X 3, определяемая выражением
С = Р |еъ е, еа],

где е, ех и е2 — векторы опорных направлений. Пусть 

f = P+ е =

и C’f'w = f. Покажите, что соответствующий оптимальный весовой вектор при 
данном типе ограничений имеет вид

WonT = RL:ip[ptR7x,Pl-1Pte.

J) Не ясно, что авторы имеют в виду. (Прим, ред.)
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Г. Пусть матрица ограничений имеет размер W X t и определяется выра­
жением1

1 Указанное ограничение может быть использовано для сохранения неиз­
менными как коэффициента передачи в заданном направлении, так и производных 
диаграммы для этого направления. (Прим, ред.)

C = D = [e0, е„, е£,...],

где е0 — опорный вектор антенной решетки; ej — производная е0 по 
sin 0О (0О— направление поиска); — вторая производная е0 по sin 0О 
и = б{0 [А, 0, 0, Покажите, что соответствующий оптимальный весо­
вой вектор определяется выражением

wonT = R-‘D[D* R-‘D]-i610.

9. Оценки максимального правдоподобия дальности и угловой координаты 
цели [39]. Оптимальные процессоры сигналов антенных решеток, разработанные 
для обнаружения и оценивания полезных сигналов, могут лишь частично удов­
летворять требованиям, предъявляемым к системам обработки сигналов, так как 
следующим этапом обработки является выделение информации о таких парамет­
рах цели, как ее дальность и угловые координаты.

С помощью устройства оценки методом максимального правдоподобия выби­
рается параметр а, максимизирующий функцию условной плотности вероятно­
сти (или «функцию правдоподобия») р (х/а). Поскольку обычно удобнее работать 
с In р (•), то решения находятся из уравнения

д
—— In р (х/а) =0.
да

С помощью функционала правдоподобия

д 
у(а)^~ 1пр (х/а) 

да

оценку максимального правдоподобия амп можно получить, приравняв у (а) 
нулю, а характеристики амп — найти по виду у (а).

В том случае, когда составляющие вектора принимаемого сигнала х являют­
ся комплексными гауссовскими случайными процессами, функция р (х/а) опи­
сывается выражением

где М = Ф88 (со) + Фп п (со).

А. Используя приведенное выражение для р (х/а), покажите, что функцио­
нал правдоподобия может быть представлен как

+ дМ ( дМ\у (а) = х^ М1 —- М 1 x -tr М-1 —- •
да \ да /

Заметим, что Ф88 (со) является функцией а, а Фпп (со) не зависит от а.
Б. Можно показать [39], что дисперсия оценки амп в случае пространст­

венного некогерентного шума пропорциональна величине

var (амп) к [tr (ТТ^)]-1, 

124



где Т — весовая матрица, учитывающая все геометрические свойства данной ан­
тенной решетки. В частности, в случае линейных антенных решеток матрица Т 
содержит следующие элементы:

, s>n 9 ,=-------- (г;— г;) для оценки углового положения;

sin2 0
2от2

(22-22.) для оценки дальности,

где 0 — угловая координата источника сигнала относительно нормали к рас­
крыву антенной решетки; гп — положение n-го элемента антенной решетки; v — 
скорость распространения сигнала; г — истинная дальность до цели.

Покажите, что для-эквидистантной антенной решетки длиной L при числе 
элементов К > 1 будут удовлетворяться условия:

. 6ц2
[tr (ТТТ]~ 1 =----------------- для оценки углового положения;

A’2 L2 sin2 0

+ 45ц2 г4
[tr(TT’)]-i=------- ------- — для оценки дальности.

2L4K2sin40

Из приведенных выражений видно, что точность оценки дальности сильно за­
висит от ее истинного значения, тогда как точность оценки углового положения от 
дальности не зависит (за исключением зависимости ОСШ от дальности). Оценка 
дальности в большей степени зависит от размера антенной решетки по сравнению 
с оценкой углового положения.

10. Подоптимальная байесовская оценка угловой координаты цели [9]. 
Задача обработки сигналов, связанная с выделением информации о параметрах, 
таких как угловая координата цели, может быть также решена как задача полу­
чения байесовской оценки. Устройство оценки по критерию Байеса вычисляет 
условное среднее на основе наблюдаемых данных

оо

и~Е (uk/x} = j ukp (и^/х) du,
— оо

где Uk — sin 0 — угловая координата fe-й цели; х — вектор наблюдаемых дан­
ных. Плотность апостериорной вероятности р (и/х) может быть переписана 
с учетом формулы Байеса в виде

р (х/н) р (и)
Р

Оптимальные устройства оценивания, получающиеся при таком подходе, 
оказываются довольно сложными, требующими вычисления кратных интегра­
лов, и, как следствие, слишком длительной обработки. Поэтому важное практи­
ческое значение имеет разработка простых подоптимальных устройств оценки, 
близких к оптимальному байесовскому оценивающему устройству.

А. Нелинейная аппроксимация самого низкого порядка для байесовской 
оценки имеет вид [9]

и'=хТВ,

где матрица N угловых положений цели представляется вектор-строкой вида 

и = [U1 > U2 , • • • > •
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Полагая, что антенная решетка содержит (2Я + 1) элементов и выходной сиг­
нал каждого элемента усилен и продетектирован синхронными квадратурными 
детекторами, можно записать следующее выражение для выходного сигнала т-й 
пары квадратурных детекторов: 

где снова каждая пара элементов с индексами т, п занимает отдельную строку. 
Полная матрица коэффициентов В будет определяться матрицей размером 
2/C (2/С + 1) X N:

Покажите, что для обеспечения ортогональности оценки и ошибки оценки, т. е. 
Е [и г(и—и)] = 0, матрица В должна иметь вид

Если матрица В выбирается указанным способом, то СКО оценки углового по­
ложения k-н цели будет равна

Б. Рассмотрим задачу оценки углового положения одиночной цели с по­
мощью двухэлементной антенной решетки. Из результатов п. А следует, что

Предположим, что составляющие сигналов на выходах квадратурных детекторов 
определяются соответственно как

Sym — a cos тли ■{- sin тли, 
szm = ₽ cos тпи — а sin т^и,

где совместная плотность вероятностей для а, [} определяется формулой

Кроме того, предположим также, что квадратурные составляющие шума явля­
ются независимыми, так что плотность вероятностей шума, возникающего 
в m-м элементе антенны, будет
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Тогда 2/< (2 К + 1) -мерный вектор-столбец наблюдаемых данных можно запи­
сать в виде

где каждая пара элементов с индексами т, п занимает отдельную строку. Опре­
делим 2К (2 К, + 1)-мерный вектор-столбец коэффициентов в виде



Рассмотренные здесь модели сигнала и шума соответствуют изменению огибаю­
щих по рэлеевскому закону и наличию аддитивного шума, обусловленного отра­
жениями от местности. Покажите, что оптимальными коэффициентами для опре­
деления оценки и являются

(1/<т2)£ (и sin ли}
12 21 4£ {sin2nu}+2/y+l/y2 ’

где у о2/о2 — отношение сигнал-шум. Покажите также, что СК.0 при ис­
пользовании рассматриваемого устройства оценки будет определяться выраже­
нием

СКО --Й {и2}
Ег {и sin ли}

2Е {sin2 ли} + 1 /у4-2/2у2 

и поэтому зависит только от ОСШ и р (и).
11. Применение критерия минимума выходной мощности с ограничениями 

для обработки узкополосных сигналов антенной решетки [48]. Оценку мощности 
сигнала Ps с минимальной дисперсией для процессора, обеспечивающего согла­
сование в пространстве элементов, можно получить, решая следующую задачу: 

минимизировать var [xtKx] = tr [(KR»x)2l
при ограничении tr [KR^1] = 1.
А. Покажите, что решение для указанной задачи имеет вид

R^1 Rss R^x* 

°ПТ~ tr[(R-‘ Rss)2]

и при этом среднее значение выходной мощности процессора равно

tr [R-< Rs3] 

tr[(Rr?M2]

Б. Покажите, что, когда ранг Rss равен единице, и в силу этого Rss = 
= vv+,

Копт = h (<о) h1’ (и),

где h = av’f’R"1; а — скалярный множитель.
Этот результат показывает, что при плоском волновом фронте сигнала про­

цессор антенной решетки с согласованием в пространстве элементов вырождает­
ся в процессор, осуществляющий согласованную фильтрацию с последующим 
квадратичным детектированием.



Часть II

АДАПТИВНЫЕ АЛГОРИТМЫ

В гл. 3 было показано, что при использовании большинства извест­
ных критериев эффективности оптимальные решения (оптимальные ве­
совые векторы) тесно связаны между собой. Поэтому выбор конкрет­
ного критерия эффективности обычно не имеет большого значения. Бо­
лее важным является выбор алгоритма управления, предназначен­
ного для подстройки диаграммы направленности решетки, поскольку 
он непосредственно влияет как на скорость переходного процесса, так 
и на сложность технической реализации системы в целом. Адаптивный 
процессор является основой любой адаптивной системы с антенной ре­
шеткой, так как он автоматически подстраивает весовые коэффициенты 
для обеспечения требуемой пространственной и частотной фильтрации. 
Во второй части книги приводится обзор различных классов наиболее 
распространенных алгоритмов адаптации и обсуждаются наиболее 
важные характеристики эффективности каждого из них. Некото­
рые из этих алгоритмов предназначены для осуществления в 
конкретных условиях приема сигнала, а другие могут быть легко мо­
дифицированы для обеспечения работоспособности в широком диапа­
зоне изменяющихся условий. Такая информация помогает разработчи­
ку выбрать подходящие алгоритмы, наиболее полно удовлетворяющие 
требованиям, предъявляемым к системе. Такие требования обусловли­
ваются: 1) необходимой скоростью переходного процесса, 2) рабочими 
условиями приема сигнала (включая любую доступную априорную ин­
формацию) и 3) схемной сложностью реализации алгоритма.

Глава 4. ГРАДИЕНТНЫЕ АЛГОРИТМЫ

Широко известным в силу своей простоты и универсальности ме­
тодом решения задач управления, и в частности задачи адаптивной под­
стройки весовых коэффициентов системы с антенной решеткой, являет­
ся градиентный метод. Выбранный критерий эффективности и пара­
метры, подлежащие подстройке (которыми обычно, но не всегда, слу­
жат комплексные веса), обусловливают характер поверхности уровня, 
определяющий работу адаптивного процессора. В том случае, когда 
выбранный критерий эффективности является квадратичной функци­
ей подстраиваемых весов, поверхности уровня являются вложенными 
друг в друга эллипсоидами с общим центром; при этом адаптивный про­
цессор выполняет задачу поиска этого центра. Тогда критерий эффек­
тивности может быть оптимизирован с помощью так называемых «ме­
тодов спуска», частным случаем которых являются различные гра­
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диентные методы, пели поверхность уровня имеет нескольки ишисн- 
тельных экстремумов или седловых точек, то процесс поиска экстрему­
ма с помощью градиентных методов спуска может оказаться менее 
эффективным, чем с помощью других методов.

Далее будут рассмотрены следующие градиентные алгоритмы:
1) минимальной средней квадратической ошибки (МСКО);
2) дифференциальный наискорейшего спуска (ДНС);
3) ускоренный градиентный (УГ).
Нетрудно получить разновидности указанных алгоритмов, вводя 

ограничения в правило подстройки. Поэтому в одном из разделов рас­
смотрен способ получения таких алгоритмов. В заключение обсужда­
ются возможные изменения режимов адаптации и приводится пример, 
показывающий как за счет использования двухрежимной адаптации 
можно улучшить сходимость алгоритма.

4.1. ВВОДНЫЕ ПОНЯТИЯ

Свойства градиентных алгоритмов наиболее просто представить 
на примере рассмотрения, в первую очередь, метода наискорейшего 
спуска при квадратичных поверхностях уровня. При квадратичных 
поверхностях уровня имеется единственная точка минимума, которая 
может быть найдена с помощью градиентного алгоритма. В том слу­
чае, когда градиент в любой точке на поверхности уровня может быть 
точно определен, пригоден метод наискорейшего спуска. Введение мо­
дели с обратной связью для алгоритма наискорейшего спуска приводит 
к ясному пониманию природы процесса подстройки весовых коэффи­
циентов.

4.1.1. Квадратичная поверхность уровня

В качестве примера, в котором появляются квадратичные поверх­
ности уровня, рассмотрим критерий СКО для адаптивной антенной ре­
шетки, показанной на рис. 3.3. Выходной сигнал такой решетки опре­
деляется соотношением (см. гл. 3).

у (0 = wr(0 х (/). (4.1)

Обозначив через d (t) ожидаемый отклик решетки, сигнал ошибки мож­
но представить в виде

е (0 = d (t) — у (t) = d (t) — wT(t) x (t). (4.2)

Тогда квадрат сигнала ошибки будет

е2 (t) = d2{t) — 2d(i) xT(t) w (/) +
+ wr(/) x(0 xr(0 w (/). (4.3)

Средняя квадратическая ошибка представляет собой математическое 
ожидание е2 (/) или

£ К (0) = £ [w (/)] = d2 (/) - 2rL (/) w (/) ф wT (t) Rxx (/) w (/). (4.4) 
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Здесь чертой сверху обозначено математическое ожидание, гжсг опре­
деляется (3.52) и (/) — (3.13). Когда входные сигналы стационар­
ны, rxd и Rxx не зависят от аргумента t. При нестационарных условиях 
приема сигнала эти величины являются функциями аргумента t, т. е. 
^xd ^xd (f) И Ижж = Ижж (/).

Из выражения (4.4) видно, что СКО является квадратичной функ­
цией весового вектора w (t), при этом поверхности уровня являются 
эллипсоидами. В нестационарном случае с течением времени может 
изменяться положение точки минимума и формы поверхностей уров­
ня. Анализ работы адаптивного процессора при изменяющихся во 
времени статистиках сигнала выходит за рамки данной книги, хотя и 
является предметом интенсивных исследований. В данной книге основ­
ное внимание уделяется определению переходного процесса адаптации 
в предположении о том, что статистики сигнала являются постоянны­
ми, хотя и неизвестными.

4.1.2. Метод наискорейшего спуска

Для иллюстрации сущности градиентных методов полезно сначала 
предположить, что статистики, описывающие условия приема сигнала, 
являются полностью известными и градиент в любой точке на поверх­
ности уровня может быть точно определен. В этом случае можно при­
менить метод наискорейшего спуска для нахождения точки минимума. 
Для СКО, определяемой формулой (4.4), градиент находится дифферен­
цированием по составляющим весового вектора [1]

V {Hw (/)]} =-2rxd +2RKXw(0. (4.5)
В гл. 3 было показано, что точка минимума достигается, когда весовой 
вектор соответствует винеровскому решению

wonT = R7/rxd. (4.6)
Подставив (4.6) в (4.4), получим минимум СКО

Smin = ^(0—wornTrxd. (4.7)

Метод наискорейшего спуска начинается с предварительного на­
хождения возможного начального значения минимума на поверхности 
уровня. Эта оценка представляет собой совокупность исходных зна­
чений для каждой из составляющих весового вектора. Выбрав началь­
ное значение, определяют градиент вектора и затем получают следую­
щую оценку, соответствующим образом изменив предыдущее значение. 
Эта операция заключается в прибавлении к предыдущему значению век­
тора, имеющего направление, обратное направлению градиента (т. е. 
в направлении наибольшего уменьшения СКО).

Двухмерное представление квадратичных поверхностей уровня 
(соответственно задаче подстройки двух весовых коэффициентов) пока­
зано на рис. 4.1 и 4.2. На этих рисунках СКО измеряется в направле­
нии нормали к плоскости рисунков. Эллипсы, показанные на рисун­
ках, представляют собой линии постоянных значений СКО. Градиент 
в каждой точке поверхности уровня ортогонален ей и указывает на-
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правление наискорейшего подъема. На рис. 4.1 показано движение 
весового вектора при использовании метода наискорейшего спуска с 
очень малым размером шага. В результате указанной процедуры полу­
чается непрерывная траектория, сходящаяся к точке, соответствующей 
минимуму СКО. Траектория движения весового вектора при большом 
размере шага показана на рис. 4.2. Здесь отчетливо виден каждый шаг, 
осуществляемый в направлении нормали к поверхности уровня. Точ­
ное описание переходных процессов приводится далее.

Начальное 
значение

Рис. 4.1. Метод напскорейшего спу­
ска с очень малым размером шага

Рис. 4.2. Метод наискорейшего спу­
ска с большим размером шага

Метод наискорейшего спуска может быть представлен следующим 
рекуррентным соотношением [1]:

w(6+l) = w(fc)-AsV^W, (4-8)
где w (/г) — «старое» значение весового вектора в момент времени kT; 
w (k + 1) — «новое» значение весового вектора в момент времени 
(/г + 1) Т; V [е2 (/?)] — градиент СКО, определяющий направление дви­
жения от w (/г); As — константа, определяющая размер шага1. Под­
ставляя (4.5) в (4.8), получаем

1 Далее Д8 будет также называться шаговой постоянной. (Прим, ред.)

w (й + 1) = w (/г) — 2AS (Rxxw (k) — rxd). (4.9)

4.1.3. Модель для метода наискорейшего спуска

Характеристики переходного режима при использовании алгорит­
ма напскорейшего спуска будут достаточно полно отражать аналогич­
ные характеристики алгоритма МСК.О, так как единственное различие 
■этих двух алгоритмов подстройки весовых коэффициентов состоит в том, 
что в первом случае статистики принимаемого сигнала известны точно 
(так что градиент может быть точно определен в любой точке), тогда 
как во втором статистики сигнала не известны (хотя здесь они пола­
гаются стационарными) и поэтому подлежат оцениванию. При исполь­
зовании метода наискорейшего спуска первый этап в определении ха­
рактеристик переходного режима сводится к нахожению модели, опре­
деляющей соотношения в устройстве подстройки весовых коэффициен­
тов с обратной связью (ОС).
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Можно построить функциональную схему следящей системы с ОС, 
иллюстрирующую соотношения (4.8) и (4.9), в которой градиент играет 
роль сигнала ошибки в Лг-мерной системе, управляющего подстройкой 
различных весовых коэффициентов. Такая схема показана па рис. 4.3, 
где через Z~x обозначена передаточная функция схемы единичной за­
держки (т. е. задержки на один цикл итерации) [2—5]. Приведенная 
функциональная схема представляет многомерную дискретную замк­
нутую систему регулирования первого порядка.

Если положить w (0) равным начальной оценке весового вектора, то 
последовательность значений w (k) будет изменяться так же, как и при 
действительном алгоритме спуска, с помощью которого подстраиваются 
весовые коэффициенты. Поскольку «выходным результатом» схемы яв-

Рис. 4.3. Функциональная схе­
ма системы управления с ОС, 
являющейся моделью для ме­

тода паискорсйшего спуска

ляется текущий весовой вектор w (fe), характер переходного процесса 
рассматриваемого алгоритма подстройки весовых коэффициентов мож­
но определить на основе анализа характеристик устройства, схема ко­
торого приведена на рис. 4.3.

Как видно из рис. 4.3, передаточные функции двух блоков описыва­
ются диагональными матрицами. Исключение составляет цепь обрат­
ной связи, для которой матрица 2Rx;c в общем случае будет содержать 
недиагональные элементы, так как входные сигналы обычно взаимно 
коррелированы. Следовательно, переходные процессы для различных 
составляющих весового вектора будут взаимосвязаны, что затрудняет 
анализ переходного режима. Для упрощения анализа удобно произве­
сти преобразование переменных в схеме так, чтобы матрица, характе­
ризующая цепь ОС, стала диагональной. При этом преобразованные 
переменные становятся независимыми.

Для выполнения диагонализации рассмотрим сначала выражение 
(4.4) для СКО. С учетом того, что w()nT и Elflln характеризуются фор­
мулами (4.6) и (4.7) соответственно, можно записать следующее выраже­
ние для СКО:

Е {е2 (k)} = £ (k) = gmin + [w (k) — wonT]r Rxa: [w (k) —
— wonTl. (4.10)

Поскольку матрица R^ является вещественной, симметричной и поло­
жительно определенной, она может быть приведена к диагональном 
виду

Rxx = Q_1AQ, (4.П)
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Где д — диагональная матрица, Элементами которой являются собст­
венные значения, и Q — квадратная матрица, строками которой 
являются собственные векторы матрицы Rxx. Если матрица Q состав­
лена из нормированных собственных векторов, то она будет ортого­
нальной так, что Q1 = Q7", и выражение для СКО примет вид

(&) = ?min + lw (k) — wonT]r QrA Q [w (k) — wonTl. (4.12)

Теперь определим векторы w' (/г) и WonT соотношениями

w'(fe) A Qw (k), (4-13)

Wont A QW0nT. (4-14)

Тогда выражение (4.12) можно представить в виде

5 (&) = Smln +1w' (k) —- wonT]r Л [ W'(k) — WonT]. (4.15)

Вектор w'(&) можно трактовать как представление вектора w (k) в но­
вой системе координат, определяемой преобразованием Q1. Новые ко­
ординатные оси совпадают с главными осями квадратичной поверхно­
сти уровня g (й). С учетом изложенного, функциональную схему на 
рис. 4.3 можно представить в виде схемы на рис. 4.4, в которой отсут­
ствует перекрестная связь между компонентами в цепи ОС. Здесь пере-

Рис. 4.4. Функциональная схема, по­
лученная из схемы на рис. 4.3 с по­

мощью диагонализации

Рис. 4.5. Функциональная схема од­
номерной модели для р-н нормаль­

ной координаты

ходпые процессы для каждой составляющей вектора w'(/e) независи­
мы и поэтому анализ сводится к рассмотрению поведения некоторой 
произвольной составляющей v/plk).

Функциональная схема для одномерной модели алгоритма наиско­
рейшего спуска с ОС для р-й нормальной координаты показана на 
рис. 4.5. Дискретная передаточная функция такой замкнутой системы 
с ОС определяется соотношением [1]

rp(z) 1 + (1 —2AS zp) z-i ’

где кр — р-е собственное значение ковариационной матрицы Rxx.

Составляющие вектора w'(k) называются также нормальными состав-
• яющими (координатами) вектора w(/e). (Прим, ред.)
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Импульсная характеристика, соответствующая (4.16), является обрат­
ным Z-преобразованием w'p (z), если положить r’p (z) = 1, Отсюда им­
пульсная характеристика имеет вид

Wp(kT) = Ae^ap(kT)

где А ■— постоянная; Т — период итерации;

(4.17)

Выражение (4.17) характеризует устойчивую систему при

|1 -2АЛр|< 1.

Условие (4.18) эквивалентно следующим неравенствам:
As>0,
As ^max 1 •

(4.18)

(4-19)

Поскольку корреляционная матрица положительно определена, ее соб­
ственные значения положительны. Поэтому система, схема которой по* 
казана на рис. 4.4, устойчива при выполнении неравенств

(4.20)

где Хтах — максимальное собственное значение корреляционной мат­
рицы Rxx. Таким-образом, устойчивость процесса адаптации при ис­
пользовании алгоритма наискорейшего спуска будет обеспечена при 
условии

(4.21)

4.2. АЛГОРИТМ МИНИМИЗАЦИИ СРЕДНЕЙ КВАДРАТИЧЕСКОЙ 
ОШИБКИ

При неизвестных (но неизменных) статистиках сигналов (что обыч­
но имеет место на практике) невозможно точно вычислить значение 
градиента в каждой точке поверхности уровня, и поэтому необходимо 
сначала оценить указанные статистики. При таких условиях нужно 
оценить и сам градиент. Для этого класса задач (имеющих квадратич­
ную поверхность уровня) предложен алгоритм минимизации СКО (ал­
горитм МСКО) [6—10], оказавшийся весьма полезным в практических 
приложениях. Следует отметить, что для реализации алгоритма МСКО 
необходимо иметь сигнал ошибки, определяемый соотношением (4.2). 
Для получения такого сигнала ошибки, в свою очередь, необходимо 
иметь опорный сигнал d (t), характеризующий принимаемый полезный 
сигнал. В системах связи, где полезный сигнал обычно присутствует, 
это требование может быть удовлетворено с помощью формирования 
сигнала, близкого к действительному. В тех же системах, где полезный 
сигнал обычно отсутствует (как, например, в радио- и гидролокацион- 
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них системах), бессмысленно пытаться генерировать воображаемый по­
лезный сигнал. Поэтому рассматриваемый здесь алгоритм МСКО обыч­
но используется для повышения эффективности систем связи. Алго­
ритм МСКО полностью подобен алгоритму наискорейшего спуска за 
исключением того, что изменения весового вектора осуществляются в 
направлении, задаваемом на основе оценки градиента вектора, а не по 
его действительному значению. Другими словами, изменения весового 
вектора можно представить как

w (k + 1) = w (/г) - As V [g </г)], (4.22)
где w (&) — весовой вектор перед началом шага адаптации; w (k + 1) 
— весовой вектор после выполнения шага адаптации; As — скалярная 
постоянная величина, определяющая размер шага и регулирующая 
скорость сходимости и устойчивость; V [£ (/?)] —оценка градиента.

В ходе процесса адаптации, описываемого выражением (4.22), 
предпринимается попытка найти решение, по возможности наиболее 
близкое к винеровскому решению, определяемому соотношением (4.6). 
Довольно заманчиво получить требуемое решение непосредственно из 
(4.6), однако такой подход имеет следующие недостатки:

1) могут появиться серьезные вычислительные трудности из-за 
необходимости определения и обращения матрицы размером N X. N 
при большом N и высокой скорости поступления выходных данных;

2) в общем случае требуется измерение [N (N + 3)1/2 корреляци­
онных моментов — элементов матриц Rxx и rxd. Подобные измерения 
должны повторяться при изменяющихся во времени статистиках вход­
ного сигнала (что происходит во многих практических ситуациях);

3) требуется довольно высокая точность вычисления: выше, чем в 
рекуррентных алгоритмах, обладающих самокорректирующим свойст­
вом. Это свойство наиболее наглядно характеризуется моделями ре­
куррентных алгоритмов, в которых корректировка осуществляется с 
помощью цепей ОС.

Для получения оценки градиента СКО найдем градиент оценки 
ошибки при использовании одного временного отсчета

Vh = V (£)] = 2е (k) V [е (к)]. (4.23)
Поскольку

е (к) = d (к) — xT(k) w, (4.24)
то градиент ошибки будет определяться как

V [е (fe)l = V [d (к) — xT(k) w] = — x (k), (4.25)
и поэтому оценка градиента будет

Vfe = — 2е (k) x(k). (4.26)
Сравнивая математическое ожидание оценки градиента с истинным зна­
чением градиента СКО, нетрудно убедиться в том, что эта оценка яв­
ляется несмещенной. Математическое ожидание оценки определяется 
выражением

Е {Vft} = - 2£ {х(Л) \d (/г) - xT(k) w(k)]} (4.27)
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E {Vft} = — 2 [гж(, (k) — Rxx(&) w(/?)]. (4.28)

Рассмотрим теперь CKO

I lx (Л)] = E Id2 (A)] + wT Rxx (k) w - 2 wr rxd (k). (4.29)

В результате дифференцирования (4.29) no w получим выражение для 
градиента

V (£[W (£)]} = 2RXX(&) w (k) — 2rxd(k). (4.30)

Из сравнения (4.28) и (4.30) видно, что

Е {V,t} = V {|[w (k)]}, (4.31)

т. е. математическое ожидание оценки градиента равно истинной ве­
личине градиента СКО.

Рис. 4.6. Структурная схема аналоговой реализации алгоритма МСКО для под­
стройки весовых коэффициентов

Подставив оценку градиента (4.26) в выражение (4.22), получим со­
отношение

w (k + 1) = w (k) + 2AS е (k) х (k), (4.32)

в котором новое значение весового вектора определяется в результате 
суммирования предыдущего значения весового вектора и вектора вход­
ного сигнала, умноженного на значение ошибки. Соотношение (4.32) 
представляет алгоритм МСКО для дискретного времени.

Для комплексных величин алгоритм МСКО, характеризуемый 
(4.32), может быть записан как

W + = 2ks 6 ** ’ (4,33) 
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где AZ —промежуток времени между последовательными итерациями; 
As = ksi\t. В пределе, при AZ -> 0 (4.33) сводится к представлению 
алгоритма МСКО в форме дифференциального уравнения, обычно ис­
пользуемого в системах непрерывного времени, т. е.

-^^- = 2^e(Z)x*(Z). (4.34)

Выражение (4.34) может быть представлено также в виде
t

w(Z) = 2&s Je (x)x*(x)dT-4-w(0). (4.35)
о

Функциональная схема устройства, реализующего алгоритм под­
стройки весовых коэффициентов (4.35) в аналоговом виде, показана на 
рис. 4.6.

Рис. 4.7. Структурная схема дискретной реализации алгоритма МСКО для под­
стройки весовых коэффициентов

Вариант выражения (4.34) для дискретного процесса определяется 
соотношением (4.33) и обычно представляется в .виде

w (k + 1) = w (k) + 2 ks Ate(k) х*(й). (4.36)
Функциональная схема устройства, реализующего алгоритм подстрой­
ки весовых коэффициентов (4.36) в дискретной форме, показана на 
Рис. 4.7.

4.2.1. Сходимость к винеровскому решению

Для упрощения рассуждений предположим, что временной интер­
вал между последовательными итерациями в алгоритме МСКО явля­
ется довольно большим, так что векторы сигнала х (й) и х (k + 1) 
становятся некоррелированными. Из (4.32) следует, что весовой век­
тор w (/г) является функцией только векторов х (k — 1), х (k — 2),..., 
х (0) и w (0), и поскольку векторы указанной последовательности
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входных сигналов некоррелированные, то вектор w (k) не зависит от 
х (kY Покажем, что для входного сигнала, представляющего собой 
стационарный случайный процесс, удовлетворяющий рассмотренному 
ранее условию, математическое ожидание весового вектора Е {w (/г)} 
сходится (после достаточного числа итераций) к винеровскому реше­
нию (4.6).

Если найти математическое ожидание для обеих частей выражения 
(4.36), то в результате получим

и поэтому после достаточного числа итераций первым слагаемым в 
(4.42) можно пренебречь. Второй член выражения (4.42) также упро­
стится (при использовании формулы для суммы бесконечно убываю­
щей геометрической прогрессии):

Таким образом,
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(4.45)

(4.44)

(4-43)

Поскольку все члены в диагональной матрице [I — 2fesA/A] меньше 
единицы, то

Учитывая (4.11), получаем

Считая, что начальное значение равно w (0), на (k + 1) -й итерации 
процедуры (4.40) получаем

Тогда (4.37) можно записать как

Положим теперь, что

(4.37)

(4.38)
(4.39)

(4.40)

(4-41)

(4.42)



Формула (4.45) показывает, что при алгоритме МСКО математическое 
ожидание весового вектора действительно сходится к винеровскому ре­
шению.

При получении формулы (4.45) предполагалось, что все элементы 
диагональной матрицы [I — 2£SA(A] по модулю меньше единицы:

или
|1 -2ksbUmax\ < 1

—5—>ksM>0, (4.46)

где А.111ах — наибольшее собственное значение Кжж. Нетрудно видеть, 
что условие сходимости (4.46) оказывается точно таким же, как усло­
вие устойчивости (4.21) модели с ОС для алгоритма наискорейшего 
спуска при отсутствии шума.

Рассмотренное условие для ks, обеспечивающее сходимость алгорит­
ма МСКО, можно связать с полной мощностью входного сигнала Рвх. 
Поскольку Хтаж удовлетворяет неравенству

(4-47)

где
tr [Rxx] — Е (х+ (k) х (k)} =^E{\Xi |2} Д Рвх, (4.48)

; = 1

то условие сходимости (4.46) будет выполнено, если

1/Рвх > ktM> 0. (4.49)

Приведенные результаты, касающиеся сходимости алгоритма 
МСКО, были получены с учетом предположения о независимости после­
довательных выборок входного сигнала. Указанное предположение о 
независимости выборок входного сигнала кажется излишне жестким, 
так как Грифитцем [И] были представлены результаты эксперимен­
тальных исследований, показывающие, что процесс адаптации при ис­
пользовании сильно коррелированных выборок также сходится к ви­
неровскому решению, хотя СКО в установившемся режиме оказывается 
немного больше, чем для независимых выборок. Для некоторых приме­
нений представляют интерес сходимость в среднеквадратическом смыс­
ле и соответствующие условия устойчивости. В этом случае должны 
удовлетворяться более строгие условия для параметра ks [12].

4.2.2. Характеристики переходного режима при алгоритме 
адаптации МСКО

Для детального рассмотрения переходного режима, как и при пре­
дыдущем анализе результатов сходимости, удобно воспользоваться 
системой нормальных координат. В нормальных координатах переход­
ные процессы при адаптивной подстройке весовых коэффициентов пред-
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ставляют собой сумму экспоненциальных составляющих с постоянны­
ми времени, определяемыми как

1

2 (ks ДО
р= 1, 2, N, (4.50)

Рис. 4.8. Переходный процесс алгоритма наи­
скорейшего спуска при значительных различи­

ях собственных значений матрицы Rxx

где “кр — р-е собственное значение корреляционной матрицы Rxx. 
Поскольку тр обратно пропорциональна кр (где кр характеризует мощ­
ность сигнала, соответствующую р-й нормальной координате сигнала), 

то сильному сигналу будет 
соответствовать более быст­
рый переходный режим, а 
слабому сигналу — более 
медленный. Это обстоя­
тельство показывает, что 
скорость сходимости алго­
ритма МСКО зависит от 
распределения собственных 
значений матрицы Rxx, 
особенно если среди этих 
собственных значений есть 
существенно различные по 
величине. Переходный про­
цесс не завершится до тех 
пор, пока не произойдет 
«затухание» экспоненты с 
наибольшей постоянной 
времени (соответствующей 
наименьшей мощности нор­
мальной составляющей сиг­
нала). Во многих случаях 
невозможно выбрать значе­
ние ks так,чтобы получить 
достаточно короткий пе­
риод адаптации.

Влияние распределения 
собственных значений на

скорость сходимости алгоритма наискорейшего спуска иллюстрирует­
ся графиком на рис. 4.8, где для двухмерного случая представлены 
поверхности уровня при двух существенно различных собственных 
значениях. Эллиптические поверхности уровня на рис. 4.8 сильно 
вытянуты и это приводит к необходимости выполнения большего чис­
ла итераций для получения весового вектора, достаточно близкого к 
винеровскому решению.

Если все собственные значения матрицы Rxx равны, то равны и все 
постоянные времени, и

Т 2 (k, kt) к ' (4-51)
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Удобным способом отображения процесса адаптации является «кри­
вая обучения», представляющая собой зависимость критерия эффектив­
ности от числа итераций. Как было показано ранее, изменение весовых 
коэффициентов в переходном режиме имеет экспоненциальный ха­
рактер, а так как СКО является квадратичной функцией весовых ко­
эффициентов, то изменение СКО в переходном режиме будет иметь так­
же экспоненциальный характер.

Нетрудно видеть, что, когда все постоянные времени равны, кривая 
обучения СКО является экспонентой с постоянной времени

Т'еко
т __ 1______
2 “ 4(ks&t)k

(4.52)

В общем случае, конечно, собственные значения различны. 
Поэтому

Ъ ско =~ = - /Ь-ЛМ ■- , (4.53)
2 4 (ks М) кр

где ск0 — постоянная времени составляющей кривой обучения СКО, 
соответствующей р-й нормальной составляющей весовых коэффициен­
тов; Хр — соответствующее собственное значение. Поскольку в про­
цессе адаптации используется только одна выборка сигнала на каждую 
итерацию, то постоянная времени связана с числом выборок простым 
соотношением

Тр СКО '•’Реко- (4.54)
Графики экспериментальных кривых обучения имеют вид искажен­

ных экспонент из-за шума, неизбежно присутствующего при любом 
процессе адаптации. Чем меньше скорость адаптации (т. е. чем меньше 
значение ks), тем меньше уровень шума,^искажающего кривую обуче­
ния.

4.2.3. Рассогласование весовых коэффициентов 
при реализации алгоритма МСКО

При использовании алгоритма адаптации МСКО "подстройка весо­
вых коэффициентов основана на одном из методов оценки градиента. 
Процесс оценивания градиента можно рассматривать как статистичес­
кое усреднение при ограниченном объеме выборки. Даже в том случае, 
когда можно получить точную оценку градиента, результирующий пе­
реходный процесс будет аналогичен переходному процессу при методе 
наискорейшего спуска. Следовательно, при неидеальной оценке гра­
диента (из-за наличия шума) в процессе адаптации должны происхо­
дить потери в эффективности, сравнимые с потерями в идеальном слу­
чае. Таким образом, скорость адаптации зависит от двух факторов:
1) размера шага и 2) объема выборки, используемой для вычисления 
требуемых статистических средних. Если в процессе адаптации размер 
Шага выбран достаточно большим, то изменения весовых коэффициен­
тов будут также значительными и при этом переходный процесс будет 
иметь колебательный характер, как на рис. 4.2. Если объем выборки, 

111



используемой для оценки требуемых статистических средних, мал, то 
время, необходимое для получения этих средних, также невелико, но 
качество полученных оценок будет низким. Поэтому в общем случае 
эффективность в установившемся режиме зависит от скорости адапта­
ции: чем выше скорость адаптации, тем ниже эффективность.

Поскольку статистика входного сигнала априорно не известна, то 
невозможно получить минимум СКО, соответствующий винеровскому 
решению. Степень превышения реальной СКО по отношению к мини­
мальной является мерой рассогласования адаптивных весовых коэффи­
циентов. Определим «рассогласование» как отношение

М А Jb~Utnl., (4.55)
£tnln

где
£ - Е {е2}.

Рассогласование, соответствующее алгоритму МСКО, можно опреде­
лить для каждого значения ksEt на основе анализа шума, проявляю­
щегося в процессе оценивания градиента.

Предположим, что процесс адаптации сходится к установившемуся 
значению в окрестности точки минимума СКО. Шум оценки градиента 
в точке минимума (где истинный градиент СКО равен нулю) равен са­
мой оценке градиента, и поэтому вектор шума градиента есть

g (k) = V (k) = — 2е (k) х (/г). (4.56)

Ковариационная матрица этого шума будет определяться выражением 
cov [g (Е)] ~ E{g (k) g^)} = 4£ {e2 (k) x (4.57)

Из теории винеровской фильтрации хорошо известно, что при w (/г) = 
= wonT ошибка е (k) не коррелирована с вектором входного сигнала. 
Если к тому же предположить, что е (k) их (ft) — гауссовские процес­
сы, то в точке минимума они будут не только не коррелированы, но и 
статистически независимы. При этих условиях выражение (4.57) при­
нимает вид

cov [g (fe)J = 4£ {е2 (fc)} Е {х (/г) xT(k)} = 4 gniin Ижж. (4.58) 
Перейдя к нормальным координатам, вместо g (/г) получим g' (£). 
При этом

cov fg' (k) ] = Q cov [g (£)] Q1 = 4SmIn A. (4.59)
Адаптация, основанная на искаженных шумом оценках градиента, 

приведет к появлению шума в весовых коэффициентах. Напомним, что 
в идеальном случае (при отсутствии шума) метод наискорейшего спус­
ка определяется рекуррентным соотношением

w (£-]-1) = w (6) + As [ — V (k)], (4.60)
где As — постоянная, определяющая устойчивость и скорость сходи­
мости; V (k) — градиент в точке w = w (/г). Согласно работе 115] оп­
ределим

v (/г) Aw (/г) — wonT

142



н, вычтя wUJJT из обеих частей выражения (4.60), получаем
v (/г + 1) = v (/г) + Д5 [— V (£)]. (4.61)

Подставив в (4.61) вместо истинных градиентов их оценки, получим

v (k + 1) = v(£) + As (— V(/e)) = v (k) + Ag [— V(/s) — g(/e)].
(4.62) 

Поскольку V (k) определяется соотношением (4.5), то
V (k) = — 2rTd + 2RXX [w0IIT + v (&)] = 2 Rxxv(£). (4.63)

Поэтому (4.62) можно записать в виде соотношения
v (k + 1) = (I - 2ASRXX) v (k) - Asg (/г), (4.64)

которое представляет собой векторное разностное уравнение первого 
порядка со случайной возбуждающей функцией — A.,g (£). Для упро­
щения анализа удобно перейти к нормальным координатам (обознача­
емым штрихом) путем умножения обеих частей (4.64) на Q:

v' (k + 1) = (I — 2ASA) v' (k) — As g' (k). (4.65)

В установившемся режиме v' (/г) соответствует стационарному слу­
чайному процессу — Asg' (7г). Из определения нормальных координат 
следует, что составляющие как g' (k), так и v'(&) взаимно не коррели- 
рованы, и поэтому ковариационная матрица g' (k) — диагональна. 
Для определения ковариационной матрицы v'(fe) рассмотрим соот­
ношение

v' (& + 1) n'1 (k + 1) = (1 — 2ASA) v' (k) v'T (k) X
x (I - 2AS A) + As2 g' W g'7 (k) -As (I -2AS A) v' (£) g'T (£) -

—Asg'(£) v'7 (&) (I —2AS A). (4.66)

Вычислив математическое ожидание для обеих частей (4.66) (и заме­
тив, что v'(k) и g'(£) не коррелированье поскольку v'(k) определя­
ется шумом предыдущих итераций), получим

cov [v' (k)]= (1 — 2AS A)cov[v' (k)] (1 — 2AgA) + A? cov [g' (&)] =
= As [4AS A — 4As2 A-]1 cov [g' (&))]. (4.67)

На практике, как правило, алгоритм МСКО применяется при малом 
As, так что

ASA « I. (4.68)
При выполнении условия (4.68) квадратичными членами в (4.67), со­
держащими ASA, можно пренебречь. Тогда

cov [v' (k)] = A"1 cov [g' (fe)]. (4.69)

С учетом (4.59) получим

cov [v' (fe)J =-^- A-1 (4Ц„ A) = As £min I. (4.70) 

143



Поэтому ковариационная матрица шума весовых коэффициентов (в ок­
рестности минимума СКО) имеет вид

cov [V (/г)] = ДЛпшЛ (4.71)
При отсутствии шума весового вектора реальная СКО равна 

Наличие шума весового вектора приводит (в установившемся режиме) 
к флуктуациям весового вектора в окрестности точки минимума. Эти 
флуктуации приводят к увеличению СКО по сравнению с £mln. Так как

ё (k) = d2 (А) — 2r^w (k) + ■wT(k)Rxx w (/?), (4.72)
где _

Gnilri — (^) wonTrxd, (4.73)
wonr = KxCi, (4-74)

to (4.72) можно переписать в следующем виде [см. также (4.10)]:
Ш = £min + vT(k) IV v(fe). (4.75)

При использовании нормальных координат (4.75) можно записать как 
£ (k) = £min + v'r (k) Л v' (k). (4.76)

Из выражения (4.76) видно, что среднее превышение СКО

E{v'T(k)A.v' (k)} = 2 4£{[v;«). (4.77)
p=i

Учитывая (4.70), можно заметить, что E{[vp(k)]2} равно As^mln при 
любых р. Поэтому

£{v'V)Av' (A:)} = AsUn 2 ^ = AsUintr(R„). (4.78) 
p=i

Таким образом, рассогласование для алгоритма МСКО определяется 
формулой

М = £{y/(/;)Av^)} = дtr _ (4.79)
1 in in

Поскольку As = ksh.t, то соотношение (4.79) показывает, что степень 
рассогласования при реализации алгоритма МСКО может регулиро­
ваться простым изменением константы ks (т. е. размером шага). Конеч­
но, при уменьшении шага время, необходимое для достижения устано­
вившегося состояния, увеличивается и поэтому степень рассогласо­
вания и скорость адаптации выбираются из компромиссных соображе­
ний.

Степень рассогласования М может быть представлена также 
в другом виде, показывающем ее связь со скоростью адаптации. Из 
(4.53) следует, что

= 1/(4трск0). (4.80)
К тому же
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где

(—~') А— У|—М- (4-82)
\ Тр Ск0 /ср N \ тр С1.о /

а N — число степеней свободы адаптивного процессора. Следователь­
но, рассогласование может быть записано как

Л1 = —(—!—'j = —!—'j t (4.83)
4 \ Tp ено /ср 4 \ Tp Ско /Cp

где Tp CK0 — постоянная времени кривой обучения, представляемая 
в виде числа выборочных значений. Следует отметить, что в то время, 
как в дискретных системах основной единицей измерения времени яв­
ляется период выборки, в аналоговых системах такой единицей явля­
ется период Найквиста, соответствующий ширине полосы частот сиг­
нала.

4.2.4. Практические соображения, связанные с реализацией 
алгоритма адаптации МСКО

Для получения сигнала ошибки в адаптивном процессоре при ис­
пользовании алгоритма МСКО необходимо иметь ожидаемый полезный 
сигнал. Если этот сигнал совпадает с полезным, то выходной сигнал 
адаптивной антенной решетки является наилучшей оценкой полезного 
сигнала (по минимуму СКО); при этом шум подавляется в максималь­
ной степени. Однако на практике необходимая информация о полез­
ном сигнале отсутствует, иначе не требовался бы приемник с антенной 
решеткой.

В реальных адаптивных антенных системах, в которых реализу­
ется алгоритм МСКО, в качестве ожидаемого полезного сигнала искус­
ственно вводится полностью известный «опорный» или «пилот-сигнал». 
Пилот-сигнал (называемый также контрольным сигналом) должен 
иметь такие же, как у полезного входного сигнала (или по крайней ме­
ре близкие), пространственные и спектральные характеристики. Та­
кие характеристики иногда априорно известны, но чаще всего имеются 
в распоряжении только их оценки. Во многих практических системах 
связи опорный сигнал формируется из выходного сигнала антенной ре­
шетки, при этом характеристики адаптивной решетки должны быть сов­
местимы с параметрами принимаемых сигналов. В общем случае это 
непростая задача, так как [131:

1) весовые коэффициенты адаптивной антенной решетки являются 
случайными процессами, модулирующими полезный сигнал, а для то­
го чтобы эта модуляция не ухудшала качество системы, необходимо со­
ответствующим образом выбрать форму полезного сигнала и алгоритм 
адаптации;

2) для распознавания полезного сигнала и сигнала помехи с по­
мощью адаптивной решетки необходимо, чтобы эти сигналы имели оп­
ределенные различия;

3) разработчик должен располагать способом формирования опор­
ного сигнала.
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Опорный сигнал не обязательно должен быть точной копией полез­
ного сигнала, но он должен удовлетворять следующим условиям [13]:

1) он должен быть сильно коррелирован с выходным полезным 
сигналом антенной решетки;

2) он не должен быть коррелирован с составляющими сигнала по­
мехи на выходе антенной решетки.

Если указанные условия выполняются, то адаптивная решетка бу­
дет работать в заданном режиме, поскольку на весовые коэффициенты 
влияет лишь степень корреляции между опорным сигналом и сигнала­
ми Xi (t) на выходах элементов решетки. Влияние фазового сдвига в це­
пи формирования опорного сигнала на работу системы (в случае, когда 
опорный сигнал получается из выходного сигнала антенной решетки) 
рассмотрено в работе[14].

Адаптивная антенная решетка, в которой реализуется алгоритм 
МСКО с пилот-сигналом, формирует луч в направлении, определяемом 
параметрами пилот-сигнала. В пределах полосы частот пилот-сигнала 
амплитудно-частотная характеристика этого луча постоянна, а фазо­
частотная — линейна. К тому же в этой полосе частот адаптивная ре­
шетка будет формировать нули диаграммы в направлении на точечные 
источники шума.

Поскольку сильный пилот-сигнал блокирует приемник (снижая его 
чувствительность), то для преодоления этого недостатка разработаны 
специальные схемы адаптации. Две такие схемы рассмотрены в следую­
щем разделе.

4.2.5. Одно- и двухрежимный алгоритмы адаптации МСКО

Структурная схема устройства, реализующего двухрежимный ал­
горитм адаптации МСКО [10], при котором с помощью контрольного 
сигнала формируется основной луч, а затем при выключенном конт­
рольном сигнале осуществляется адаптация по принимаемым сигналам 
с целью подавления шума, изображена на рис. 4.9. Идеальные линии 
задержки б1; 62. выбраны так, чтобы сформировалась совокуп­
ность входных сигналов, соответствующих плоской волне, пришедшей 
с ожидаемого направления. Входы адаптивного процессора под­
ключаются либо к выходам элементов решетки (в режиме подавления 
шума), либо к выходам указанных линий задержки (в режиме формиро­
вания основного луча).

В режиме подавления сигналы, поступающие на входы адаптивного 
процессора, определяются действительным шумовым полем. В процес­
се адаптации в указанном режиме осуществляется подавление всех 
принятых сигналов, так как опорный сигнал устанавливается равным 
нулю.

В режиме формирования основного луча входные сигналы адаптив­
ного процессора формируются из контрольного сигнала. Например, ес­
ли в качестве контрольного сигнала служит синусоидальный сигнал с 
частотой /0, то минимизация СКО приведет к тому, что коэффициент 
передачи антенной решетки в заданном направлении будет иметь оп­
ределенные амплитуду (не равную нулю) и фазу на этой частоте. Если 
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же контрольный сигнал представляет собой сумму нескольких синусо­
идальных сигналов различных частот, то для заданного направления 
в процессе адаптации будут вырабатываться определенные значения 
амплитуд и фаз коэффициентов передачи решетки для каждой из этих 
частот. Наконец, если просуммировать несколько контрольных сигна­
лов, соответствующих различным ожидаемым направлениям, то коэф­
фициент передачи зафиксируется одновременно для всех заданных час­
тот и направлений. Таким образом, при двухрежимном процессе адап­
тации минимизируется суммарная мощность всех принятых сигналов,

Выход

Рис. 4.9. Структурная схема устройства, реализующего двухрежимный алгоритм 
адаптации МСКО

некоррелированных с контрольным сигналом, при фиксированных 
(комплексных) коэффициентах передачи антенной решетки для задавае­
мых контрольным сигналом частот и угловых направлений.

Структурная схема устройства, реализующего однорежимный ал­
горитм адаптации МСКО, для подавления составляющих шума, не кор­
релированных с контрольным сигналом, и формирования основного лу­
ча показана на рис. 4.10. В этой схеме недостаток предыдущего устрой­
ства, обусловленный невозможностью приема реального сигнала при 
подключенном к процессору контрольном сигнале, устраняется вве­
дением вспомогательного адаптивного процессора. В качестве ожида­
емого полезного сигнала дополнительного адаптивного процессора слу­
жит контрольный сигнал, а на его входы подается сумма действитель­
ного входного и контрольного сигналов. Второй (ведомый) процессор 
не участвует в адаптации (его весовые коэффициенты регулируются 
адаптивным процессором). Его роль сводится к формированию реаль­
ного выходного сигнала. На входы ведомого процессора не поступает 
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контрольнй сигнал, в результате чего обеспечивается непрерывный 
прием сигналов.

При использовании однорежимного метода адаптации контрольный 
сигнал присутствует постоянно и поэтому адаптивный процессор вос­
производит на выходе этот сигнал с минимальной СКО, подавляя (на­
илучшим образом) все другие некоррелированные с ним сигналы. Та-

Рис. 4.10. Структурная схема устройства, реализующего однорежимный алго­
ритм адаптации МСКО

ким образом, адаптивный процессор обеспечивает сохранение желае­
мой формы диаграммы направленности антенной решетки в заданных 
направлениях (в полосе частот контрольного сигнала), в то же время 
формируя нули диаграммы в направлениях на источники шума (в пре­
делах полосы частот шума).

1з. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЙ АЛГОРИТМ НАИСКОРЕЙШЕГО СПУСКА

Ранее было показано, что если градиент точно известен па каждой 
итерации, то в процессе адаптации весовой вектор сходится к оптималь­
ному весовому вектору. На практике точное измерение градиента не­
возможно и приходится довольствоваться оценками градиента, полу­
ченными по выборке ограниченного объема. В данном разделе рассмат­
ривается дифференциальный алгоритм наискорейшего спуска (ДНС) 
[15], отличающийся от других способом получения оценки градиента.
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В случае, когда имеется только один весовой коэффициент w, СКО 
можно записать в виде

11ш (£)] Д | (k) = gm)n + аа>2 (k). (4.84)

Зависимость СКО от одной составляющей весового вектора w показана 
на рис. 4.11. Первая и вторая производные СКО определяются как

= 2aw(k), (4.85)
|_ dw Jt« = to (fe) 

г rf3 ё (fe) 1
L dw2 Ja> = o>(4)

= 2a. (4.86)

Эти производные можно приближенно вычислить следующим образом:

w = w (/г)

Цц, (fe) + 6]g[a, (fe)6]

26

g [ш (fe) + 6] - 2g [m, (fe)l + £ [a. (fe) - 6]

52

(4-87)

(4.88)

Процедура вычисления первой производной, иллюстрируемая 
рис. 4.11, требует изменения весового коэффициента на ± б относи­
тельно текущего значения w (/г). Среднее значение СКО, полученных

Рис. 4.11. Определение гради­
ента в одномерном случае

при w (/г) + б и w (&) — б, будет больше значения СКО в точке w = 
= w (£) на величину у. Следовательно, изменение весового коэффици­
ента приводит к ухудшению эффективности при таком способе нахож­
дения производной. •

4.3.1. Ухудшение эффективности, обусловленное 
применением метода измерения градиента

Как видно из рис. 4.11, в одномерном случае
у = + б12 + к = ---- aw2 — = аб2, (4.89)

>
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откуда видно, что у зависит только от а и не зависит от w (/?). Для того 
чтобы характеризовать ухудшение эффективности, вызванное примене­
нием метода вычисления градиента, удобно ввести безразмерную вели­
чину Р — возмущение, определяемое следующим образом:

РД-Г_ = ^_. (4.90)
Sinln ?mln

Возмущение характеризует увеличение СКО по отношению к мини­
мальной достижимой СКО.

Для того чтобы перейти к двухмерному случаю, сначала запишем 
корреляционную матрицу сигнала

ги

Cl

О 2

Г 22
(4.91)

Средняя квадратическая ошибка, соответствующая этой корреляцион­
ной матрице, может быть записана в виде

£ = rn w'l + r22 wl + 2r12 ioj w, + (4.92)
Возмущение, соответствующее частной производной СКО по коорди­
нате wlf определяется формулой

P = (4.93)
Аналогично для производной по w2 имеем

Р = r2262/gmln. (4.94)
Среднее возмущение равно

п Гц-ргаа
^ср— £ 9

Smln
(4.95)

В ЛСмерном случае определим общее возмущение как среднее всех 
возмущений, соответствующих составляющим градиента, т. е.

&
?mln

tr (Ryx)
N

Р (4.96)

где символом tr Rxx обозначен след матрицы Rxx, равный сумме ее ди­
агональных элементов. Нетрудно убедиться в том, что след матрицы 
Rxx равен сумме ее собственных значений х.

Обозначив

^ср=~

i— 1
получим

P = 62V^mln- (4.97)
В практических системах используются также другие методы изме­

рения градиента. Производная может быть определена на основе из­
мерения взаимной корреляции значений весового коэффициента и СКО

1 Для этого необходимо воспользоваться формулами (4.11) и (Г.2), соглас­
но которым tr Rxx = tr (Q-!AQ) = tr (AQQ-1). (Прим, ped.) 
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при синусоидальном возмущении (модуляции) этого коэффициента. 
В многомерном случае составляющие градиента можно получить ана­
логичным образом, модулируя весовые коэффициенты синусои­
дальными сигналами различных частот. Процедура, иллюстрируемая 
рис. 4.11, соответствует модуляции прямоугольными импульсами.

4.3.2. Шум, связанный с измерением градиента, 
и расстройка весового вектора

Значения градиента, полученные методом конечных разностей 
случайны, так как они основаны не на истинных значениях СКО, а на 
их статистических оценках. Оценка СКО полученная по выборке 
объема К, определяется как

T = (4-98)
Л *=1

На основании известных формул [16] дисперсию оценки £ можно запи­
сать как

var [11 = <£{е4 (/г)} — [£{с2 (/г)}12Ж. (4.99)

Если случайная величина е (k) распределена по нормальному зако­
ну с нулевым средним и дисперсией о2, то ее четвертый момент равен 
Зет4 и поэтому

var fl ] =(За4 —а4) = (4.100)
л д л

откуда видно, что дисперсия оценки £ прямо пропорциональна квадра­
ту СКО и обратно пропорциональна объему выборки. В общем случае

var 11 = т) т, (4-101)

где коэффициент р = 2 для гауссовского распределения е (/г) с ну­
левым средним значением. При негауссовских распределениях обычно 
р С 2, но близка к этому значению. Поэтому в дальнейшем будем счи­
тать, что формула (4.100) верна.

При алгоритме ДНС производные измеряются по формуле (4.87). 
Так как оценки СКО в (4.87), соответствующие различным по знаку 
приращениям, формируются из различных выборочных отсчетов, то 
погрешность измерения производной состоит из двух независимых со­
ставляющих (поскольку значения е (k) полагаются независимыми). Дис­
персия каждой из указанных составляющих определяется выраже­
нием (4.100). Предположим, что производная измеряется в точке, близ­
кой к точке минимума СКО, и возмущение Р невелико. Тогда диспер­
сии обеих составляющих будут практически одинаковыми и общая дис-
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Персия погрешности измерения производной будет равна их сумме. 
Из (4.87) и (4.100) следует, что

var Г '
L dw

(ZQ + 6]
К

+ К .Г ' К& (4.102)

w = w (/?)

При измерении всех составляющих градиента полагают, что по­
грешности для различных составляющих независимы. Определим век­
тор шума градиента g (k) соотношением

g(fe)A V(fc)-V(fc), (4.103)

где V (k) — оценка градиента V (k). При принятых допущениях ко­
вариационная матрица вектора g (k) примет вид

= L (4-104)

Перейдя к нормальным координатам, получаем

g'(£)=Qg(^)- (4.Ю5)

Поскольку согласно (4.104) ковариационная матрица g (7г) является 
скалярной, то таковой же будет и ковариационная матрица после ор­
тогонального преобразования

cov [g' (&)] -Е {Qg (k) ёт(*) О"1} = 1- (4.Ю6)

Этот результат говорит о том, что вблизи точки минимума СКО кова­
риационная матрица шума градиента приблизительно постоянна и 
не зависит от w (/г).

Из-за наличия шума градиента весовые коэффициенты, получае­
мые в процессе адаптации, будут также содержать шумовую состав­
ляющую. При использовании вместо градиента его оценок метод наи­
скорейшего спуска можно описать следующим векторным разностным 
уравнением:

v (k + 1) = v (k) + As (- V (k)) =
= v (£) + As [- V (k) - g (£)], (4.107)

где v (&) A w (&)—wonT. Так как согласно (4.63) истинное значе­
ние градиента

V (£) = 2Rxxv (£), (4.108)

то уравнение (4.107) можно переписать в виде

v (fe + 1) = [I - 2ASRXX] v (k) - Asg (k). (4.109)
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Это уравнение является разностным уравнением первого порядка со 
случайной возбуждающей функцией —Asg (Е). В нормальных коор­
динатах получим

v' (k + 1) = [I - 2ASA] v'(fc) - Asg' (E). (4.110)

После затухания переходных составляющих наступает установив­
шийся режим и изменение весового вектора v' (Е) в ответ на возбуж­
дающую функцию —Asg'(£) будет стационарным случайным процес­
сом. Поскольку в нормальных координатах составляющие весового 
вектора не связаны друг с другом, а компоненты g' (Е) не коррелирова­
нии то компоненты вектора v' (/?) будут также взаимно некоррелирован­
ными и ковариационная матрица v'(Е) будет диагональной. Эта 
ковариационная матрица будет описывать шумовую составляющую ве­
сового вектора, возникающую в результате случайного воздействия. 
Найдем выражение для ковариационной матрицы v' (Е). Так как 
cov [v' (/г)] Д Е {v' (Е) v'T (Е)}, то для v' (k + 1) v'T(k + 1) с уче­
том (4.110) запищем

v' (k ф-1) v'7(k + 1) = (I — 2As A) v' (k) v' 7(/г) (I — 2As A) +
4- As2 g'W g'7 (*)- As (• -2As A) v' (E) g' (E) v 'г (E) - As g' (k) у’ЦЕ).

(4.И1)

Вычислив математическое ожидание для обеих частей выражения 
(4.111) и учтя некоррелированность v' (Е) и g' (Е), обусловленную 
тем, что v' (Е) зависит только от предыдущих значений шума градиента, 
получаем в установившемся режиме

cov [(v' (Е)] = (I — 2ASA) cov [v' (/г)] (I —
— 2ASA) + As cov Ig' (E)] = (I - 4ASA +

+ 4AjAa) cov [v' (fe)l + A2S cov [g' (E)]. (4.112)

После несложных преобразований в (4.112) запишем

cov [v'(&)J = A2 [4ASA — 4AIA2]-1 cov [g' (&)]. (4.113)

На практике значение шаговой постоянной при методе наискорейшего 
спуска выбирается так, чтобы выполнялось неравенство

ASA « I. (4.114)

В силу (4.114) квадратичными членами в выражении (4.113) можно пре­
небречь, и поэтому

cov[v'(£)]~-^-A-1cov[g'(Z!)] (4.115)
4

или с учетом (4.106)

cov [v' (й)1 ~ А"1. (4.116)
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Напомним, что Rx? = Q-IA^Q и v' = Qv. Поэтому (4.116) экви­
валентно соотношению

cov [V (Лг)] = Е {Q-1 v' (k) v (k) Q) = R7? (4.117)
4ЛО3

в исходной системе координат.
При отсутствии шума весового вектора метод наискорейшего спус­

ка обеспечивает сходимость в установившемся режиме к точке, соот­
ветствующей минимуму СКО, т. е. £mln. Из-за неизбежно присутст­
вующего шума весового вектора решение в установившемся режиме 
будет флуктуировать около точки минимума СКО. В результате этих 
флуктуаций установившееся значение СКО будет превышать £Illtn. 
Оценим это превышение.

Как было показано в разд. 4.1.3, СКО определяется выражением
5 (k) = gmin + у’т(1г) Av'(£), (4.118)'

где v' (k) = w' (k) — Won?- Следовательно, среднее значение искомо­
го превышения СКО будет

Е{у'Цк)Ау’ (й)}=2 М«}- (4.119)
1

Однако согласно (4.116) можно записать

(4.120)

Поэтому (4.119) можно переписать в виде
£{v'4fe)Av4fe)}= -^lin ■ (4.121)

Если учесть, что рассогласование М определялось как отношение 
среднего превышения СКО к минимальной СКО, то для алгоритма ДНС

N&s UminМ
4Л'6а

(4.122)

Более удобно выразить полученный результат через постоянную вре­
мени обучающего процесса и возмущение Р.

Для определения каждой составляющей градиента используется 
2/( выборочных отсчетов. Поскольку на каждой итерации требуется 
N составляющих градиента, то общее число отсчетов равно 2KN. 
Как было показано в разд. 4.2.2, постоянная времени, соответствую­
щая р-й нормальной составляющей весового вектора, определяется 
как

1
4 Д s ХрСКО

ТР

2 ’
(4.123)

Целесообразно ввести новую постоянную времени Тр ско, характери­
зующую переходный процесс, где единицей измерения времени являет­
ся период выборки. Тогда для алгоритмаДЩС

ТрС1!0 А 2КАтрсн0. (4.124)
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Реальный временной интервал (в секундах), соответствующий i рск0, 
можно легко определить, если известна частота дискретизации.

При алгоритме ДНС рассогласование получа ется подстановкой 
выражения для £mln из (4.93) в формулу (4.122):

(4.125) 
4ЛР

Подставив (4.123) в (4.124), получим
т NK

РСК°~ 2АЛР
(4.126)

откуда

так что

Ж /_1__
2As \Трско

(4.127)

(4.128)

Подставив (4.128) в (4.125), определим рассогласование как
М = ~ (——'j .

8Р \ 7Ско /ср
(4.129)

Таким образом, для алгоритма ДНС рассогласование прямо про­
порционально квадрату числа весовых коэффициентов и обратно про­
порционально возмущению. Кроме того, рассогласование обратно 
пропорционально скорости адаптации (чем выше скорость, тем больше 
рассогласование). Поскольку алгоритм ДНС основан на методе наи­
скорейшего спуска, то при его реализации также возникает проблема 
распределения собственных значений, рассмотренная в разд. 4.2.2.

Здесь будет уместно сравнить уровни рассогласования для алго­
ритмов ДНС и МСКО, определяемые выражениями (4.129) и (4.83) со­
ответственно. При заданном уровне рассогласования с ростом числа 
весовых коэффициентов N постоянная времени процесса адаптации 
при алгоритме МСКО возрастает линейно в то время, как при алгорит­
ме ДНС — по квадратичному закону. Кроме того, при алгоритме МСКО 
отсутствуют возмущения. Следовательно, в типовых условиях скорость 
адаптации алгоритма МСКО может быть выше скорости адаптации ал­
горитма ДНС.

Рассогласование М определяется как нормированные потери в эф­
фективности, обусловленные наличием шума весового вектора. В ре­
альных адаптивных системах, где используется алгоритм ДНС, по­
грешность при определении весового вектора содержит не только слу­
чайную составляющую, обусловленную шумом, но и добавочную си­
стематическую составляющую, вызванную применением метода из­
мерения градиента. В связи с этим возникают дополнительные потери 
в эффективности, мерой которых является значение возмущения Р, 
также характеризующее нормированное превышение СКО. Таким обра­
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зом, общее превышение СКО является суммой указанных составля­
ющих и будет называться в дальнейшем полным рассогласованием 
Л4П. Полное рассогласование определяется выражением

Ми = М + Р

или с учетом (4.129)

(4.130)

(4.131)

Так как параметр Р, определяемый формулой (4.90), является кон­
структивным, то его можно выбрать, варьируя значение б. Жела­
тельно минимизировать полное рассогласование Л1П соответствующим 
выбором значения Р. В результате такой оптимизации получим

^опт ~ (Л4п)пнп> (4.132)

(4.133)

В отличие от алгоритма МСКО алгоритм ДНС чувствителен к кор­
реляции между выборочными значениями сигнала ошибки е (k), по­
скольку такая корреляция фактически означает уменьшение эффек­
тивного объема выборки при вычислении оценки градиента. Следствием 
этого является увеличение фактического рассогласования по срав­
нению с величиной, определяемой формулой (4.133), полученной в 
предположении о статистической независимости выборочных значений 
ошибки.

4.4. УСКОРЕННЫЙ ГРАДИЕНТНЫЙ МЕТОД

Алгоритмам, основанным на методе наискорейшего спуска, свойст­
венна нежелательная зависимость скорости сходимости от распределе­
ния собственных значений ковариационной матрицы входного сигнала. 
Существует много способов увеличения скорости сходимости алго­
ритмов наискорейшего спуска, основанных на методе сопряженных 
градиентов [17—22]. Несмотря на то, что эти способы нашли практиче­
ское применение в задачах управления [23], пока не было сведений об 
их применении в адаптивных антенных решетках. Это объясняется 
следующими причинами:

1) сложностью технической (аппаратурной) реализации алгоритма;
2) возможностью получения более высокой скорости сходимости 

с помощью других методов (рассматриваемых в последующих гла­
вах);

3) чувствительностью всех ускоренных градиентных методов (хотя 
и в разной степени) к искажениям сигналов из-за шума;

4) увеличением (по сравнению с методами наискорейшего спуска) 
количества вычислений и объема памяти.

Несмотря на это, представляется целесообразным рассмотреть один 
из ускоренных градиентных алгоритмов, чтобы определить возможности 
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увеличения скорости сходимости с помощью таких методов. С этой це­
лью будет проанализирован метод спуска, предложенный Пауэллом 
(Powell) [18]. Достоинством указанного метода является его низкая 
чувствительность к погрешностям, вызванным шумом. Вместе с тем, 
следует иметь в виду, что другие методы теоретически могут обеспе­
чить более высокую скорость сходимости. Метод Пауэлла основан на 
том, что при квадратичном критерии эффективности Ф (w) любая 
прямая, проходящая через точку минимума, пересекает семейство по­
верхностей уровня под одинаковым углом. Это свойство в двухмер­
ном случае иллюстрируется рис. 4.12, на котором линия AD, соеди-

Рис. 4.12. Геометриче­
ские соотношения для 
метода Пауэлла в двух­

мерном случае

пяющая точку А с точкой минимума D, пересекает линии уровня под 
одинаковыми углами. Вследствие этой особенности (неизменности угла 
пересечения) прямая, соединяющая точки Л и С на рис. 4.12, прохо­
дит через точку D, в которой градиент критерия равен нулю.

Процедура отыскания минимума критерия эффективности описы­
вается далее. Для заданного исходного значения w0 в точке А внача­
ле определяется направление градиента, перпендикулярное касатель­
ной к поверхности уровня в этой точке. Затем при движении от точки 
А в направлении антиградиента, т. е. в направлении, обратном направ­
лению градиента, достигается точка В, в которой производная ф (w) 
по этому направлению равна нулю. В принципе можно взять любую 
точку на этой прямой, находящуюся на конечном расстоянии от точки 
Л; однако сходимость процедуры гарантируется лишь при указанном 
способе выбора точки В.

Определив положение точки В, аналогичным способом находим на­
правление антиградиента в этой точке. Найденное направление парал­
лельно направлению касательной в начальной точке А. Перемещаясь 
от точки В по прямой линии в направлении антиградиента, находим 
точку, в которой производная критерия Ф(уу) по этому направлению 
равна нулю (точка С на рис. 4.12). Прямая, проходящая через точ­
ки Л и С, проходит также и через точку D. Точка минимума D может 
быть определена как точка, в которой производная ф (w) по направ­
лению прямой АС равна нулю.
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Предыдущую процедуру можно распространить на Af-мерный слу-- 
чай, имея в виду, однако, что геометрические соотношения, иллюстри­
руемые рис. 4.12, справедливы только в двухмерном случае. Первый 
шаг (от точки А к точке В) осуществляется просто путем перемещения 
в Af-мерном пространстве в направлении антиградиента. Определив 

Рис. 4.13. Последовательность шагов 
одного полного цикла алгоритма спуска 

методом Пауэлла (при N=5)

мерном случае иллюстрируется рис 
вляется перемещение от точки А к

положение точки и, можно най­
ти (N — 1) векторов, взаимно 
ортогональных и ортогональных 
предыдущему направлению гра­
диента. С помощью этих векто­
ров отыскиваются последова­
тельно^— 1) точек С, В, Е, ... 
Последние три точки, получен­
ные таким способом, играют ту 
же роль, что и точки Л, В, С на 
рис. 4.12. При перемещении по 
линии, соединяющей точки А и 
С, можно определить новую 
точку D. Эта точка D затем 
снова рассматривается как точ­
ка С на рис. 4.12 и проводится 
новая прямая линия, соединяю­
щая эту точку с точкой, получен­
ной тремя шагами ранее.

Последовательность шагов 
одного полного цикла алгоритма 
спуска методом Пауэлла в пяти- 
4.13. На первом шаге осущест- 

точке В в направлении антигра­
диента vx с размером шага а, удовлетворяющим условию

-—{$[w(0) +«iVi]} = О, (4.134)

так что
w (1) = w (0) + «iVi. (4.135)

Затем определяется положение точки С перемещением от точки В в 
направлении антиградиента v2 (которое также ортогонально направле­
нию vj с шагом а2, удовлетворяющим условию

— {^[w(l)+a3v2l}-0. (4.136)
da2

Используя указанную процедуру, находят положение точки D, и 
этот процесс продолжается до тех пор, пока не будут найдены все пять 
точек (от В до F, как показано на рис. 4.13).

Направление спуска ve определяется прямой, соединяющей точ­
ки D и F (аналогично линии АС на рис. 4.12). Точка G находится в 
результате перемещения по этой прямой с шагом ае, который удов­
летворяет условию

-^-{5₽[w(5)+a6v6]}=0. (4.137)
tZCtg
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Новое направление спуска v7 характеризуется линией, соединяющей 
точки С и G, при этом а7 должен удовлетворять условию

-±_{sp[w(6) + a7v7]} = 0. (4.138)

В результате перемещения получается точка Н. Этот процесс продол­
жается, пока не будет найдена последняя точка J цикла. Таким обра­
зом, для выполнения одного цикла в алгоритме Пауэлла для Димер­
ного случая требуется N + N — 1 = 2N — 1 шагов. В общем случае 
может потребоваться повторение рассмотренной процедуры, при этом 
в качестве исходного весового вектора в новом цикле используется его 
последнее значение, найденное в предыдущем цикле.

4.4.1. Алгоритм, основанный на методе Пауэлла

Как уже было показано, на каждом шаге ускоренного градиент­
ного алгоритма Пауэлла (алгоритма УГП) производится перемещение 
в направлении v с величиной перемещения (шага) а, удовлетворяющей 
условию

— [1P(w + ccv)] = 0. (4.139)
da

Для комплексных весовых коэффициентов СКО определяется соотно­
шением

£ (w) = Е {d2} — w+r^ — r+rfw + w+R^xW.

Градиент £ (w av) no a равен

Va [g (w + av)] = — v+ rxd + rtd V +

+ vt Rxa. w + w+ Rxx v + 2av'f Rxx v.

Положив Va [£ (w + av)] = 0, получим
— vtrTd<-vt W

V+ Rx.T V

Поскольку rxd и Rxx неизвестны, то для определения шага а необ­
ходимо оценить выражение, стоящее в числителе (4.142). Так как 
—rxd + RxxW = V (w)}/2, то можно считать, что числитель в 
(4.142) приближенно равен v+Av {е (k) х (/г)}. Заметим, что величину 
vtx можно рассматривать как выходной сигнал процессора с весовым 
вектором v, а Av {(v+x) (x+v)}— как приближенное значение вели­
чины v+RxxV, где Av {•} — среднее арифметическое, вычисленное по 
К выборочным отсчетам. Поскольку необходимо учитывать изменения 
условий приема сигналов, оценивать выражения в числителе и знамена­
теле (4.142) следует одновременно1. Для одновременного получения оце-

1 Точнее выражения в числителе и знаменателе должны оцениваться по од- 
1111X1 и гем же выборочным значениям. (Прим, иерее.)

(4.140)

(4.141)

(4.142)
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нок V,„ и Av (v+xx'f’v} требуется два параллельно работающих про­
цессора, один из которых имеет весовой вектор w (k), а другой — v (/г).

Рассмотрим теперь последовательность шагов полного цикла ал­
горитма Пауэлла.

Шаг 1. Для начального значения весового вектора w (0) оценива­
ется антиградиент v (0) по выборке объемом К и после вычисления шага 
а согласно (4.135) получается w (1). Для вычисления а по формуле 
(4.142) требуется дополнительно К выборочных отсчетов.

Шаги 2 -> N. На этом этапе оценивается антиградиент в точке 
w (/г) по выборке объемом К- Если градиент и предыдущие шаги оце­
нены безошибочно, то текущий градиент будет автоматически ортого­
нален предыдущему градиенту. Так как оценки градиента неточны, то 
для определения нового направления v (k) (которое должно быть ор­
тогональным всем предыдущим направлениям v (0), v (1), ..., v (k — 1)) 
используется процедура ортогонализации Шмидта1. При этом

1 Эта процедура известна как процедура Грама—Шмидта. (Прим, ред.)

v(A) = V(A)~2
i = 0

lvf (0 V (fell 

[vf (i) v (i)J v (0- (4.143)

Зная v (k) и размер шага а, получаем w (k 4- 1) = w (k) + av (k).
Шаги N + 1 -> 2N— 1. На этом этапе алгоритма определяется но­

вое направление по формуле

v (А) = w (А) — w 12 (N — 1) — k]. (4.144)

Вектор w (А 4* 1) находится по v (А) и а так же, как и на предыдущих 
шагах. Поскольку здесь уже не требуется оценивать градиент, то необ­
ходимый объем выборки равен Д.

4.5. ГРАДИЕНТНЫЕ АЛГОРИТМЫ С ОГРАНИЧЕНИЯМИ

Первоначально адаптивная обработка сигналов РЛС применялась 
для подавления помех, поступающих по боковым лепесткам диаграм­
мы направленности антенны, без учета сигналов, принимаемых по 
главному лепестку. Это было вполне обоснованным, поскольку адап­
тивные процессоры в то время не обладали достаточным числом степе­
ней свободы. Однако в последнее время в связи с повышением требова­
ний к эффективности радиолокационных систем необходимо приме­
нять адаптивные процессоры с большим числом степеней свободы. 
Такие процессоры можно построить так, чтобы избежать ухудшения 
эффективности обработки сигналов, принимаемых по главному лепе­
стку, за счет введения ограничений;

В системах с адаптивными решетками, характеризующихся большим 
числом степеней свободы и высокой скоростью настройки, может про­
являться нежелательная реакция адаптивного процессора на протяжен­
ные отраженные сигналы со сравнительно высокой энергией. Это мо­
жет привести к искажению сигнала и его подавлению. К тому же, так
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как уровень мощности помехи может влиять на реакцию решетки в на­
правлении главного лепестка, помехи «мерцающих» источников будут 
модулировать сигнал, снижая тем самым эффективность последующей 
когерентной обработки. Поэтому далее будет рассмотрена процедура 
оптимизации с ограничениями, предложенная в работе [24] для гра­
диентных алгоритмов. Ограничения здесь сводятся к тому, чтобы в

Элементы

Выход 
антенной 
решетки

венный 
фильтр

Подстраиваемое I

Рис. 4.14. Структурная схема широкополосной адаптивной Л^-элементной антен­
ной решетки с подстройкой / весовых коэффициентов в каждом канале

процессе адаптации сохранялись неизменными некоторые харак- 
теристики главного луча диаграммы направленности. Оказывается, 
что адаптивная система с ограничением состоит из двух частей: 1) пред- 
процессорной части, называемой «корректирующим пространственным 
фильтром» и предназначенной для согласования геометрии антенной 
решетки с плоским волновым фронтом сигналов, и 2) сигнального 
процессора с адаптивными весовыми коэффициентами, выполняющего 
основную функцию системы с адаптивной решеткой.

Предположим, что в заданном направлении необходимо обеспечить 
требуемую частотную характеристику широкополосной антенной ре­
шетки, показанной на рис. 4.14. Априорное задание направления и ча­
стотной характеристики в алгоритме МСКО с ограничениями необхо­
димо для правильного выбора налагаемых ограничений. При этом pac­
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сматриваемый алгоритм будет обеспечивать минимизацию мощности 
выходного шума. Предположим, что выбранное направление перпенди­
кулярно прямой, вдоль которой расположены элементы решетки 
(в этом случае времена задержки, устанавливаемые в корректирующем 
пространственном фильтре, равны нулю). Тогда на входах линий за­
держки (ЛЗ) основного процессора появляются одинаковые состав­
ляющие сигнала (хг (7) = х2 (0 — ... = xn (t) на рис. 4.14), которые 
затем распространяются «параллельно» по многоотводным ЛЗ, подклю­
ченным к элементам антенной решетки (так что xw-pi (t) = xw_j_2 (0 = 
= ... = X2N (t) И (t) — (/) = ... = XNJ (/))• Co-
ставляющие шума, поступающие к элементам решетки с других на­
правлений, в вертикальных столбцах отводов ЛЗ имеют, как правило, 
различные значения. Поэтому для сигнала адаптивный процессор 
представляет собой одну эквивалентную многоотводную ЛЗ, каждый 
весовой коэффициент которой равен сумме весовых коэффициентов 
в соответствующем вертикальном столбце исходного процессора. Эти J 
весовых коэффициентов эквивалентной многоотводной ЛЗ должны ус­
танавливаться так, чтобы обеспечивалась требуемая частотная харак­
теристика в заданном направлении. Их задание будет определять J 
ограничивающих условий (ограничений). В том случае, когда инте­
ресующее нас направление не перпендикулярно линии, вдоль которой 
расположены элементы решетки, времена задержки в корректирующем 
пространственном фильтре должны выбираться так, чтобы обеспечить 
синфазность сигнальных составляющих на выходе предпроцессора.

Адаптивный процессор, представленный на рис. 4.14, имеет N 
элементов решетки и J отводов ЛЗ для каждого элемента и поэто­
му общее число подстраиваемых весовых коэффициентов равно NJ. 
Как отмечалось, для задания частотной характеристики в интересую­
щем нас направлении требуется наложить ./ ограничений так, чтобы для 
минимизации мощности выходного шума осталось (NJ — J) степеней 
свободы. Поскольку указанные ограничения фиксируют частотную ха­
рактеристику в заданном направлении, то минимизация суммарной 
мощности выходного шума эквивалентна минимизации мощности шу­
ма, поступающего с других направлений при условии некоррелирован­
ности сигнала и составляющих шума. Если шум коррелирован с сигна­
лом, то часть или все сигнальные составляющие на выходе процессора 
могут быть подавлены. Указанная ситуация встречается не часто. Кор­
релированный с сигналом шум появляется при многолучевом распро­
странении сигналов, а также при отражениях от местных предметов 
в радио- и гидролокаторах.

Для возможности подавления шума необходимо, чтобы шумовые 
составляющие были коррелированы между собой. Источниками таких 
шумовых составляющих могут быть атмосферные электрические раз­
ряды, передатчики помех, шум транспортных средств, пространствен­
но сосредоточенные пассивные помехи и др. Некоррелированные со­
ставляющие шума (например, тепловой шум усилителя) могут быть ча­
стично подавлены адаптивной антенной решеткой в результате накопле­
ния (суммирования) или уменьшения весовых коэффициентов для эле­
ментов, обусловливающих наибольший шум,
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4.5.1. Оптимальней весовой вектор при ограничениях

Для получения оптимального весового вектора рассмотрим дискрет­
ный вариант аналогового процесса, показанного на рис. 4.14. При 
этом будем полагать, что напряжения на каждом из отводов появляют­
ся в дискретные моменты времени, следующие с интервалом в А се­
кунд, где для простоты А считается кратным т. Вектор напряжений 
па отводах для /г-го момента времени обозначим через

х7 (/г) л [хх (/гА), х2 (/гА), ..., xnj (/гА)]. (4.145)
Напряжение на каждом отводе может рассматриваться как сумма сиг­
нала s, поступившего с заданного направления, и шума п, поступив­
шего с других направлений, т. е.

х (k) = s (k) + n (k), (4.146)
где AfJ-мерный вектор сигнала есть

s (/г) Д

s (&А)

s (/гА) 
s(£A—т)

s (&А — т) 
s[k\ — (J— 1)т]

s[k\—(J — 1) т]

N отводов

N отводов ,

N отводов

(4.147)

а вектор шума
пт (к) Д (/гА), п2 (/гА), ..., riNj (feA)J.

Вектор весовых коэффициентов w определяется как
wr A [to1, w2, ..., wnj].

(4.148)

(4.149)
Предполагаем, что как сигналы, так и шумы являются случайными 

процессами с нулевым средним и неизвестными статистиками второ­
го порядка. Ковариационные матрицы х, s и п обозначим следующим 
образом:

Е {х (к) хт (k)} = R„, (4.150)
Е {s (к) sT (k)} = Rss, (4.151)

E {n(£)n^)} = Rnn- (4.152)
Поскольку векторы сигнала и шума, по предположению, не коррели- 
рованы между собой, то

Е {п (/г) sH/г)} = 0. (4.153)
Будем считать также, что для рассматриваемых условий приема сигна­
лов матрицы R.^ и Rnn симметричны и положительно определены.

Выходной сигнал адаптивной решетки (представляющий собой 
оценку сигнала) в /г-й момент времени определяется как

у (к) = wrx(/e) = хг(/г) w. (4.154) 
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Из выражения (4.154) следует, что математическое ожидание выход­
ной мощности

Е {У2 (k)} = Е {wrx.(k) хг(/г) w) = wTRxxw. (4.155)
Будем считать теперь, что весовые коэффициенты в /-м вертикаль­

ном столбце отводов удовлетворяют условию
cfw = Л; / = 1, 2, .... 7, (4.156)

где AfJ-мерный вектор с7- определяется формулой

о

6
1

i 
о

о

/-й столбец, состоящий из N элементов. (4.157)

° 1
I

Определим J X A/J-матрицу ограничений С и J-мерный вектор f 
следующим образом:

С Д [сх ... cj ... cjl, (4.158)

fi 

h

(4.159)

где cj и fa такие же, как в (4.156). Нетрудно видеть, что условие (4.156) 
можно записать в матричном виде как

Crw = f. (4.160)

Задача оптимизации с ограничениями теперь сводится к следующей: 
минимизировать WrRxxW (4.161)
при условии Crw = f. (4.162)
Решение этой задачи можно найти методом множителей Лагранжа

[25]. Суммируя целевую функцию (4.161) с левой частью уравнения 
ограничений (4.162), домноженной на J-мерный вектор неопределен­
ных множителей Лагранжа X (и вводя для простоты коэффициент 0,5 
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при целевой функции), сведем задачу оптимизации с ограничениями 
к следующей задаче без ограничений:
минимизировать ф (w) = у w^R^w + Хг [(7w — f]. (4.163)
Градиент функции Лагранжа $ (w) по w определяется как

VwW) = RxxW 4- СХ. (4.164)
Необходимым условием минимума (4.163) является равенство нулю 
градиента, т. е.

RxxW + СХ = О, (4.165)
откуда

™опт = — Rxx1 СХ. (4.166)
Остается найти вектор множителей Лагранжа X. Он может быть полу­
чен из уравнения ограничений

CrwonT = f = (7 [-R7/CX], (4.167)
откуда следует, что

X = —[С^СЬЧ, (4.168)
где существование [C^Ry^C]"1 гарантируется положительной опре­
деленностью матрицы Rxx и тем, что ранг матрицы С равен J. Объе­
динив (4.166) и (4.168), получим оптимальный весовой вектор:

wonT = R7?C [CrR7x1C]_1 f, (4.169)
и подставив wonT в (4.154), запишем

= Wom-x (k). (4.170)
Если вектор f выбирается так, что амплитудно-частотная характе­

ристика в заданном направлении постоянна, а фазочастотная — ли­
нейна, то выходной сигнал адаптивного процессора, работающего по 
методу МСКО с ограничениями, является оценкой максимального 
правдоподобия стационарного процесса в гауссовском шуме (при 
условии, что направление прихода сигнала известно) [261. Можно также 
получить и ряд других оптимальных процессоров, выбирая соответст­
вующим образом вектор f [27]. Следует отметить, что решение (4.169) 
зависит от отклонений действительного направления на источник 
сигнала от заданного направления, определяемого матрицей С, и от 
случайных вариаций параметров антенной решетки [28].

4.5.2. Алгоритм адаптации

Будем полагать, что корреляционная матрица Rxx априорно не­
известна и должна быть определена в процессе обучения адаптивного 
процессора. При стационарных в процессе обучения, но тем не менее 
изменяющихся во времени условиях, оценки оптимальных весовых ко­
эффициентов адаптивного процессора должны периодически обновлять­
ся. Начальное значение весового вектора должно удовлетворять усло­
вию (4.162). Поэтому

(4-171)w (0) = С [(7С1-1 f,
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где матрица С [СУС]1 является псевдообратной матрице Ст 
129]. После выполнения /г-й итерации градиентных алгоритмов следую­
щее значение весового вектора будет

w (k + 1) = w (/г) — [w (/г)] =
= w(/?) — As[R.„w(&) + СХ (/?)], (4.172)

где А, — шаговая постоянная, а ф — критерий эффективности. Для 
того чтобы w (k + 1) удовлетворяло условию (4.160), необходимо вы­
полнение равенства

f = Crw (k + 1) = Ст {w (k) —
- AjR^w^) + С1(А)]}; (4.173

откуда следует, что множитель Лагранжа определяется соотношением
X (k) - -[Сг С]-1 СУ Rxx w (k)----1- [(7 С Г [f - С? w (й)]. (4.174)

Подставив (4.174) в (4.172), получим рекуррентное соотношение 
w (fe + 1) = w (fc) - As [I - С (С^С)-1 СП Rxxw (k) +

+ С (СУС)-1 [ f— Crw (fe)]. (4.175)
Определив A/J-мерный вектор

fAC^Q-U (4.176)
и матрицу размером NJ X NJ

Р A I — С ((7С)-1 Сг, (4.177)
перепишем соотношение (4.175) в виде

w (k + 1) = Р [w (k) - AsRXTw (fe)] + f. (4.178)
В реальной системе корреляционная матрица Rxx входного сигнала 
неизвестна, поэтому необходимо получить некоторую оценку этой ма­
трицы для использования ее вместо Rxx в рекуррентном соотношении 
(4.178). В качестве оценки Rxx на k-м шаге можно взять х (/г) х7’ (k). 
Подставляя эту оценку в (4.178) и учитывая, что у (/г) = хт (fe) w (k), 
получаем алгоритм МСКО с ограничениями в виде

w(/H- 1) — Р [w (/г) —- Asz/(/?)x(/e)]-H‘- J
Если требуется обеспечить только единичный коэффициент переда­

чи адаптивной антенной решетки для нормированного входного сиг­
нала, приходящего с заданного направления, то можно обойтись без 
корректирующего пространственного фильтра, а необходимую компен­
сацию фазового рассогласования выполнять непосредственно в адап­
тивном процессоре [30]. Обозначим комплексный коэффициент переда­
чи антенной решетки через Y (0), где 0 — угол, отсчитываемый от 
нормали к плоскости раскрыва решетки. Ограничения, налагаемые на 
адаптивные весовые коэффициенты, определяются из соотношений 
Re {Y (0)} = 1 и Im {У (0)} = 0, где 0 = 0С — заданное направле­
ние.
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4.5.3. Условия сходимости к оптимальному решению

Весовой вектор w (fe), определяемый соотношениями (4.179), явля­
ется случайным. Сходимость среднего значения весового вектора к 
оптимальному эквивалентна сходимости разностного вектора (получае­
мого вычитанием из среднего значения весового вектора оптимально­
го вектора) к нулю.

Запишем рекуррентное соотношение для весового вектора 
w (k + 1) = Р [w (/г) — Asx (k) у (/?)] + f. (4.180)

Вычислим математическое ожидание обеих частей (4.180), учитывая, 
что у (/г) = х7' (/г) w (й),

Е [w (k + 1)1 = Р {Е [w (k)\ — ASRXX£ lw (k)]} + f. (4.181)
Определим разностный вектор

v (k + 1) Л Е [w (k + 1)1 — wonT. (4.182)
Подставляя (4.181) в (4.182) и учитывая соотношения f = (I — Р) X 
X w0UT и PRxxwonT — 0 [которые вытекают из (4.169) п (4.177)1, 
можно показать, что разностный вектор удовлетворяет уравнению

v (k + 1) = Pv (/г) - AsPRxxv (/г). (4.183)
Поскольку матрица Р — идемпотентна (т. е. Р2 = Р), то, умно­

жив обе части (4.183) на Р, получим Pv (/г 4- 1) = v (k + 1) для 
всех k. В результате уравнение (4.183) можно записать в виде

v (fe + 1) = [I - ASPRXXP] v (k) =
= [1 — AsPRxxP]<H-i) у (0). (4.184)

Из (4.184) следует, что матрица PRXXP определяет как скорость 
сходимости среднего значения весового вектора к оптимальному, так 
и отклонение весового вектора от оптимального в установившемся 
режиме. Матрица PRXXP имеет J нулевых собственных значений 
(соответственно числу столбцов матрицы ограничений С) и NJ — J 
ненулевых собственных значений ог, i = 1, 2, ..., NJ — J [31]. Ве­
личины NJ — J ненулевых собственных значений удовлетворяют не­
равенствам:

°mln Oj O'max ^тах> (4.185)
где Хт1п, Хтах — наименьшее и наибольшее собственные значения ма­
трицы Rxx, a crmin, Отах — наименьшее и наибольшее ненулевые соб­
ственные значения матрицы PRXXP.

Начальный разностный вектор v (0) = f — w0I1T можно пред­
ставить в виде линейной комбинации собственных векторов матрицы 
>‘К,лР, соответствующих ненулевым собственным значениям [311. 
Следовательно, если v (0) просто равен собственному вектору ег ма­
трицы PRXXP, соответствующему ненулевому собственному значе­
нию оу, то

v (/г 4- 1) - II — A.J>R.YXP]C I 1)С;
= [1 — AsoJC-l бе,-. (4.186)
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Из (4.186) следует, что в направлении собственного вектора матри­
цы PRXXP среднее весового вектора сходится к оптимальному векто­
ру по закону геометрической прогрессии со знаменателем прогрессии 
(1 — Aso;). Следовательно, время, за которое длина разностного век­
тора уменьшается до 1/е своего первоначального значения (постоян­
ная времени), будет

ы м■ _ ____
1п(1—Д8ог) А3ог

если Л.. Oi < 1, (4.187)

где А/ — интервал времени, соответствующий одной итерации. 
Если шаговая постоянная As удовлетворяет неравенствам

О <С As <Z. 1/<Тща х > (4.188)
то длина (норма) для любого значения разностного вектора будет удов' 
летворять условиям

(1 - AsamaX)<"+1> llv (0)|| < l|v (k + 1)|| < 
< (1 - 4samln)(*+1> l|v(0)||. (4.189)

Отсюда следует, что при конечной длине начального разностного век­
тора среднее весового вектора сходится к оптимальному значению,

lira ЦЕ {w (&)} — wonT|| = 0. (4.190)
k—>со

Алгоритм МСКО предназначен для непрерывной подстройки весо­
вых коэффициентов сигнального процессора в нестационарных усло­
виях. Однако в стационарных условиях эта подстройка приводит к то­
му, что весовой вектор испытывает нежелательные флуктуации около 
оптимального значения. Это обусловливает появление дополнитель­
ного шума па выходе адаптивной антенной решетки.

Минимальный (оптимальный) уровень шума на выходе определяет­
ся соотношением

Е {уопт (&)} WonTRxxWonT
= Г ((KR^C)-1 f. (4.191)

Дополнительный шум, вызванный флуктуациями весовых коэффи­
циентов, определяет потери, связанные с данным адаптивным алгорит­
мом (в стационарных условиях). Естественной мерой этих потерь явля­
ется «рассогласование» М, определяемое формулой (4.55). Если ша­
говая постоянная As удовлетворяет неравенствам

0< A.s <------------ , (4.192)
Пщах-Ь-^- tr (PRx.v Р)

то можно показать [32], что для рассогласования в установившемся 
режиме справедливы неравенства

М_____________ tr (PR-cx Р)___________<-

2 1—(Д8/2) [tr(PRxxP)+2amln]

А,. ___________ tr(PR.,.xP)___________

2 ’ ! -(Д8/2) [tr (PR VX Р) + 2<г,цах]
(1.193)
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Если

(1.194)

то условия (4.192) будут автоматически выполняться. Следует также 
отметить, что верхняя граница в (4.194) может быть рассчитана по при­
нятым данным, поскольку

tr (Rx.J = Е {х'г (/г) х_(/г)} = х? (Л).
/= 1

4.5.4. Геометрическая интерпретация

Алгоритм МСКО с ограничением (4.179) имеет простую геометриче­
скую интерпретацию [24], позволяющую отчетливо увидеть присущее 
ему свойство коррекции погрешностей, которое заставляет весовой 
вектор изменяться только так, чтобы не нарушались ограничения. Бла­
годаря этому свойству устраняются даже неизбежные погрешности вы­
числений, обусловленные операциями округления, усечения или 
квантования.

Прт отсутствии погрешностей значения MJ-мерного весового век­
тора w точно удовлетворяют уравнению ограничения (4.162) и поэ­
тому располагаются на плоскости ограничения Л, определяемой со­
отношением

Л = {w : C7w = f}. (4.195)

Эта (NJ — 7)-мерная плоскость ограничения может быть условно по­
казана так, как на рис. 4.15.

Любые векторы, направление которых перпендикулярно плоскости 
ограничения, представляют собой линейные комбинации вектор- 
столбцов матрицы ограничения С и поэтому все имеют форму Са, 
где а — постоянный вектор, составляющие которого определяют эту 
линейную комбинацию. Следовательно, начальный весовой вектор в 
алгоритме (4.179) ( = С ((КС)-1 f ориентирован в направлении,
перпендикулярном плоскости ограничения. Кроме того, этот вектор 
будет соответствовать точке на плоскости ограничения, поскольку 
Сг( = f, т. е. ( будет вектором наименьшей длины, как показано 
на рис. 4.15.

Положив f = 0, получим однородную форму уравнения ограниче­
ния

Crw = 0, (4.196)
определяющего вторую плоскость [которая также является (NJ — J)- 
мерной], проходящую через начало координат и называемую «под­
пространством ограничений». Эта плоскость также условно показана 
на рис. 4.15.

Алгоритм МСКО с ограничением (4.179) содержит операцию пред­
варительного умножения вектора w-пространства на проекционную 
матрицу р. Операция умножения вектора на матрицу Р приводит к 
исключению составляющих вектора, перпендикулярных плоскости
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Рис. 4.15. Условное изображение плоско­
сти ограничений, подпространства ограни­
чений и начального весового вектора в 

w-пространстве

Рис. 4.16. Иллюстрация операции
проецирования

2, тем самым проецируя начальный весовой вектор на подпространст­
во ограничений, как показано на рис. 4.16.

Единственной не рассмотренной составляющей выражения (4.179) 
является вектор у (k) х (/г), представляющий собой оценку градиента 
критерия эффективности. Напомним, что согласно (4.163) критерий 
эффективности равен у wTR:-x\v, а из (4.164) следует, что градиент име­
ет вид RxjW. Поскольку корреляционная матрица Rxx заранее не из­
вестна, в алгоритме используется оценка градиента у (k) х (/г).

Задача оптимизации с ограничениями, определяемая выражения­
ми (4.161) и (4.162), может быть проиллюстрирована графически в w- 
нространстве, как это сделано на рис. 4.17. При этом согласно алго­
ритму должно производиться перемещение весового вектора по пло­
скости ограничения Л от начального значения f к оптимальному 
wonT. Рассмотрим работу алгоритма МСКО с ограничением (4.179) 
при решении указанной задачи оптимизации.

Рис. 4.17. Графическая интерпрета­
ция задачи оптимизации с ограниче­

нием

Рис. 4.18. Графическое представле­
ние операций алгоритма МСКО с 

ограничением
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Как видно из рис. 4.18, текущее значение весового вектора w (k) 
преобразуется путем сложения его с оценкой антиградиента—y(k)x(k), 
умноженной на As. В общем случае в итоге такого преобразования полу­
чается новый вектор, лежащий вне плоскости ограничения. Умноже­
ние вектора [w (k) — a>sy (k) x (k)] на матрицу P дает проекцию на 
подпространство ограничений. Суммируя вектор f с этой проекцией, 
получаем новый весовой вектор, лежащий на плоскости ограничения. 
В результате выполнения указанной процедуры новый весовой вектор 
w (k + 1) удовлетворяет заданному ограничению с погрешностью, за­
висящей только от точности выполнения арифметических операций. 
За счет этого корректирующего свойства алгоритма МСКО с ограниче­
ниями можно избежать накопления любых погрешностей.

Свойства сходимости алгоритма МСКО с ограничением близки к 
рассмотренным ранее свойствам сходимости алгоритма МСКО без ог­
раничений. Аналогичным образом те же процедуры повышения скоро­
сти сходимости, которые использовались в алгоритме МСКО без огра­
ничений, могут применяться и в алгоритме МСКО с ограничением. 

4.6. РЕЗУЛЬТАТЫ МОДЕЛИРОВАНИЯ

Было показано [151, что алгоритм ДНС характеризуется менее бла­
гоприятным сочетанием уровня рассогласования и скорости адапта­
ции, чем алгоритм МСКО. Поэтому нужно определить возможности 
улучшения этого сочетания параметров (по сравнению с алгоритмом 
МСКО) с помощью ускоренно­
го градиентного алгоритма 
Пауэлла при заданном рас­
пределении собственных зна­
чений корреляционной мат­
рицы входного сигнала.

Для того чтобы проанали­
зировать указанные алгорит­
мы, необходимо выбрать кон­
фигурацию антенной решетки 
и условия приема сигнала. 
Геометрические соотношения 
для антенной решетки и ис­
точников полезного сигнала и 
помех показаны на рис. 4.19. 
Здесь представлено располо­
жение четырехэлементной 
К-образной антенной решетки 
=; 0.787Х), источника полезного

-7,

Рис.
для 
ной

4.19. Геометрические соотношения 
четырехэлементной Г-образной антен- 
решетки и расположения источников 

полезного сигнала и помех

(с межэлементным расстоянием d = 
сигнала (под углом 0°) и трех точеч­

ных источников узкополосных гауссовских помех) (под углами 15, 90 
и 165° соответственно). Корреляционная матрица принимаемого сиг­
нала в этом случае имеет вид

1 р
Кххп (4.197)

г i

S

Л
£

5
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где п — мощность собственного (теплового) шума приемника (берет­
ся равной единице), s/n — отношение сигнал-собственный шум прием­
ника; Jt/n — отношение помеха-собственный шум приемника для 
каждой из трех помех (i = 1, 2, 3). Составляющие опорного сигналь­
ного вектора и и векторов помех v, определяются геометрией антен-
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Ь

Рис. 4.20. Зависимость выходного ОСШ от числа итераций в алгоритме МСКО 
при ZrnaxMmin = 2440 И CtjJ:=zO,l

ной решетки и углами прихода сигналов. Считается, что полезный сиг­
нал является фазоманипулированным и имеет в каждой выборке рав­
новероятно фазовый угол 0 или 180°.

Моделировались две ситуации, соответствующие различным рас­
пределениям собственных значений корреляционной матрицы прини­
маемого сигнала. В первой ситуации разброс собственных значений 
характеризуется отношением Mnax/^min = 2440, во второй — Хтах/ 
/А.т1п = 16 700. Выбрав отношения помеха-собственный шум приемни­
ка jj/n = 500, J2ln = 40 и J3/n = 200, а отношение сигнал-собствен­
ный шум приемника sin = 10, получим собственные значения = 
= 2,44-103, Л2 = 4,94-102, Z3 = 25,62 и = 1, при которых опти­
мальное выходное ОСШ составляет ОСШопт = 15 (11,7 дБ). Анало­
гично, выбрав JJn = 4000, J2ln = 40, J3ln = 400 и сохранив преж­
нее sin = 10, получим Xj = 1,67-Ю4, Х2 = 103, Х3 = 29 и л4 = 1, 
при которых, как и в предыдущем случае, ОСШопт = 15. В обеих 
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ситуациях начальный весовой вектор полагался равным ыт (0) = 
= [0,1; 0; 0; 0]. На рис. 4.20 и 4.21 показаны зависимости выходного 
ОСШ для алгоритмов МСКО и Пауэлла от числа итераций при 
Xmax/^min = 2440 (здесь выходное ОСШ означает отношение мощности 
сигнала к сумме мощностей помехи и собственного шума приемника).
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Рис. 4.21. Зависимость выходного ОСШ от числа итераций в алгоритме Пауэлла 
при Xmax/Xmin = 2440 И К = 9

Математическое ожидание градиента и величины v+RxXv, необходимые 
для алгоритма Пауэлла, определялись по выборке, содержащей 
К = 9 отсчетов. Поэтому одна итерация в алгоритме Пауэлла осущест­
вляется один раз на каждые девять отсчетов, даже если на некоторых 
итерациях не происходила корректировка весового коэффициента. 
Петлевое усиление в алгоритме МСКО выбиралось в соответствии с 
условиями (4.49), где для устойчивости требовалось, чтобы As trR(Xx)< 
< 1. Обозначим М tr (Rxx) = «ь- Значение а/. — 0,1 обеспечивает 
устойчивость системы при сравнительно высокой скорости сходимости 
и приемлемой погрешности рассогласования. В силу изложенного вре­
менной масштаб на рис. 4.21 для алгоритма Пауэлла оказывается в де­
вять раз больше масштаба времени на рис. 4.20. Из рис. 4.21 видно, что 
при использовании алгоритма Пауэлла уровень ОСШ, лежащий на 
■’ ДВ ниже оптимального, достигается после выполнения примерно 
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80 итераций (720 выборочных отсчетов), тогда как из рис. 4.20 сле­
дует, что для достижения такого же уровня при алгоритме МСКО 
потребуется примерно 1500 отсчетов. Кроме того, нетрудно видеть, что 
уровни рассогласования в установившемся режиме для обоих алго­
ритмов примерно одинаковы, так что в этом примере алгоритм Пауэл­
ла обладает вдвое большей скоростью сходимости, чем алгоритм МСКО.

15,0

Оптимальное значение

Число итераций

Рис. 4.22. Зависимость выходного ОСШ от числа итераций в алгоритме МСКО 
При Хшах /Xmin=16 700 и aL=0,l

Результаты моделирования алгоритмов МСКО и Пауэлла для тех 
же самых параметров, что и на рис. 4.20 и 4.21, но при Xmax/Xmln = 
— 16 700 представлены на рис. 4.22 и 4.23. Как показано на рис. 4.23, 
алгоритм Пауэлла достигает уровня, лежащего на 3 дБ ниже опти­
мального значения, после выполнения примерно 200 итераций (1800 
выборочных отсчетов). Из рис. 4.22 видно, что при алгоритме МСКО 
этот уровень не достигается даже после обработки 4500 отсчетов. Та­
ким образом выигрыш в скорости сходимости, обеспечиваемый алго­
ритмом Пауэлла, возрастает пропорционально разбросу собственных 
значений.

Однако следует с осторожностью подходить к выводам относитель­
но сходимости, ожидаемой при использовании алгоритма Пауэлла. 
Представленные здесь результаты моделирования были получены для 
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антенной решетки, Имеющей только четыре элемента. С ростом числа 
элементов решетки число шагов, которые необходимо будет сделать 
в направлениях, ортогональных направлению градиента, также возра­
стает, что приводит к значительным погрешностям на последующих 
шагах, так как погрешности оценивания накапливаются. Следователь­
но, для заданного уровня рассогласования постоянная времени кри-

75,0

Число и iг;

Рис. 4.23. Зависимость выходного ОСШ от числа итераций в алгоритме Пау?л- 
ла при Xmax/^min= 16 700 И /(=9

вой обучения будет увеличиваться не линейно с ростом N (как при 
адаптации по алгоритму МСКО), а значительно быстрее, и это приве­
дет к тому, что при М > 10 алгоритм Пауэлла на самом деле может 
сходиться медленнее алгоритма МСКО.

4.7. выводы

Алгоритм МСКО основан на применении метода наискорейшего 
спуска при использовании в качестве критерия эффективности СКО 
и служит для получения простой реализации адаптивной антенной ре­
шетки, наиболее подходящей для систем связи с непрерывными сиг­
налами. Для реализации алгоритма МСКО необходимо вырабатывать 
опорный сигнал, который сравнивается с выходным сигналом антен­
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ной решетки и используется для получения сигнала ошибки. Этот ме­
тод целесообразно применять для адаптивных решеток, когда можно 
ожидать различий в модуляционных характеристиках полезного сиг­
нала и помехи. Основной частью системы, реализующей алгоритм 
МСКО с обратной связью, является коррелятор (умножитель), форми­
рующий произведение е (/) х, (/), необходимое для получения оценки 
градиента. Поэтому в случае М-элементной антенной решетки при реа­
лизации алгоритма МСКО потребуется N корреляторов для управле­
ния каждым элементом.

В некоторых практических приложениях может оказаться нежела­
тельным использование корреляторов, как при алгоритме МСКО. 
В таких случаях можно использовать алгоритм ДНС, при котором 
требуется непосредственное измерение критерия эффективности (на­
пример, мощности сигнала ошибки, когда критерием эффективности 
является СКО). По сравнению с алгоритмом МСКО алгоритм ДНС ха­
рактеризуется менее благоприятным сочетанием уровня рассогласова­
ния и скорости адаптации. Оба указанных алгоритма обладают одина­
ковой чувствительностью скорости сходимости к распределению соб­
ственных значений корреляционной матрицы входного сигнала.

Одним из путей уменьшения чувствительности скорости сходимости 
к разбросу собственных значений является использование ускорен­
ного градиентного метода при условии, что число степеней свободы про­
цессора не очень велико. Был рассмотрен алгоритм, основанный на ме­
тоде Пауэлла, показавший возможность увеличения скорости сходи­
мости. Однако ускоренные градиентные методы обладают определен­
ными недостатками, связанными с их реализацией. Поэтому могут ис­
пользоваться и другие методы (обсуждаемые в последующих главах), 
обладающие малой чувствительностью скорости сходимости к разбро­
су собственных значений.

В приложениях, связанных с обработкой сигналов больших энер­
гии и длительности, часто бывает желательно ввести ограничение на 
форму главного лепестка диаграммы направленности решетки, уст­
раняющее возможность искажения в нем из-за помехи. Для этой цели 
был рассмотрен алгоритм МСКО с ограничениями. В следующей главе 
приводится еще ряд методов с ограничениями.

ЗАДАЧИ

1. Рассогласование и скорость адаптации в алгоритмах МСКО и ДНС 
[15]. Для алгоритма МСКО полное рассогласование в установившемся режиме 
определяется выражением (4.83), а для алгоритма ДНС — формулой (4.133).

А. Считая все собственные значения корреляционной матрицы входного 
сигнала одинаковыми так, что (Т’рско)ср ~ Т’ско, постройте зависимость Деко 
от N для алгоритма МСКО при N = 2, 4, 8, ..., 512 и М = 10 %.

Б. Полагая, как и в п. А, все собственные значения одинаковыми так, что 
(Трско)ср = Т’ско, постройте зависимость Тст от N для алгоритма ДНС при 
М = 2, 4, ..., 512 и (Mn)min = 10 %. Сравните полученную зависимость с ана­
логичной зависимостью из п. А.

2. Формирование опорного сигнала для адаптации согласно алгоритму 
МСКО при использовании поляризационных различий сигналов [33]. При адап­
тации согласно алгоритму МСКО формируемый опорный сигнал должен быть 
достаточно сильно коррелирован либо с полезным сигналом, либо с помехой, 
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чтобы адаптивная система сохраняла полезный сигнал на выходе. Обычно для 
создания опорного сигнала используются такие характеристики полезного сиг­
нала, как частота, длительность и вид модуляции. Однако если полезный сигнал 
и помеха различаются по поляризации, то и этот параметр можно учесть при фор­
мировании опорного сигнала.

Пусть s — полезный линейио-поляризовапиый сигнал, имеющий известный 
угол поляризации 0, а п — линейно-поляризованная помеха с углом поляриза- 
зации а (причем известно лишь, что а 0). Предположим, что эти сигналы по-

Рис. 4.24. Структурная схема адаптивной антенной решетки с подавлением по­
мехи при использовании поляризационных различий сигнала и помехи. Для 

адаптации применяется алгоритм МСКО

ступают на две лннейно-поляризованиые антенны, углы поляризации которых 
отличаются на В (рис. 4.24). Сигналы на выходах антенн va и vg можно предста­
вить в виде

va = s cos 0 -ф- п cos а,
vg = s cos (р — 0) -[- п cos (Р — а).

Л. Покажите, что за счет введения весового коэффициента (см. рис. 4.24) 
можно получить сигнал v'. = vg — ®K'a, не содержащий полезного сигнала при

cos (Р— 9)

та к что

гД = п ——sin (а— 0) = nf (а, р, 0).
° cos 9

Б. Используя результат, полученный в п. Л, покажите, что о0 — va — 
— W2V6 ~ s cos 9 + и [cos а — wj (а, р, 0)].

Поскольку выходной сигнал t’o содержит составляющие как полезного сиг­
нала, так и помехи, то, вычисляя корреляцию t'o с составляющей v'6 (не содер­
жащей полезного сигнала), можно определить уровень помехи, остающейся в вы­
ходном сигнале, и затем с помощью подстройки адаптивного весового коэф­
фициента аа2 уменьшить уровень помехи на выходе системы.

В. Погре шность в выходном сигнале о0 представляет собой составляющую по­
мехи, остающуюся после вычитания ш>2с'б из va. Предположим, что полезный сиг­
нал и помеха не коррелированы, тогда

Е Uo) Е {s2} cos2 0 + Е {п2} [cos а — w2f (а, Р, О)]2.
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Покажите, что если скорость изменения w.2 пропорциональна дЁ {v^}/dw2, to 
весовой коэффициент в установившемся режиме, когда дЕ }/<9ffi'3 = 0, будет

со; а
f(a, Р,0)

Г. Покажите, что выходной сигнал в установившемся режиме будет опре­
деляться выражением

<?0 — s cos 9
при значении шг таком же, как в и. В. Это означает, что в установившемся режи­
ме на выходе системы отсутствует помеха. При получении этого результата пред­
полагается: 1) точное знание угла 0 и безошибочная (точная) установка весо­
вого коэффициента гсу; 2) отсутствие шума в устройстве; 3) равенство числа 
входных сигналов числу антенн. Указанные идеальные условия не выполняются 
на практике; в [33] приводится анализ работы системы в реальных условиях.

3. Относительная чувствительность процессора, реализующего алгоритм 
с ограничением, г: искажениям формы сигнала, поступающего с заданного направ­
ления [28]. Решение задачи минимизации среднего значения выходной мощности 
антенной решетки )]■-/:' {w^xx’^'w} при ограничении x^w = f (или, что экви­
валентно, т| =- /2) определяется выражением (4.169). Поскольку х0 соответст­
вует сигналу с плоским волновым ффонтсм, приходящему с направления 60, то 
процессор, работающий согласно такому алгоритму, может рассматриваться как 
фильтр, пропускающий плоские волны с направления 0О и подавляющий волны 
с других направлений.

Пусть сигнал с искаженным волновым фронтом описывается вектором х 
с составляюющими

xk = л/!а (!+«*) exp [j (срА.о-Нё*)],

где ад и сд характеризуют амплитудные и фазовые отклонения от номинальных 
значений, соответствующих вектору х0. Предположим, что для каждого из эле­
ментов антенной решетки с?д, 5ft являются некоррелированными гауссовскими 
случайными величинами с пулевым средним и дисперсиями о^, <т|.

А. Используя выражение Т] = уЛе {хх-^} w и учитывая, что

/: {х;х)} = Чх;оехр (--о|) при i^j,

/Ч-П' /}^Ч|2('+а£) i=~i’

покажите, что
т] = ехр ( — о|) уЛ Хо xj w-ф [1 —exp (—oj + <?£)] w* w

или т] ~ p + (o| + o£) wAv для малых значений o|, oj, при условии |x(.J2 =1, 
которое выполняется для плоской волны.

Б. Результат, полученный в п. А, можно переписать в виде 

n=/2[i+§^i+^)]>

где § <pv/^v//p.
Поэтому отношение § можно рассматривать как относительную чувстви­

тельность процессора к искажениям. Покажите, что при весовых коэффициентах, 
определяемых (4.169),

Относительная чувствительность 5 может быть большой, если собственные зна* 
чения Rxx имеют значительный разброс.
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Глава 5. АДАПТИВНЫЙ ПРОЦЕССОР
ХАУЭЛСА — АППЕЛЬБАУМА

Способ адаптивного подавления помехи, поступающей по боковым 
лепесткам диаграммы направленности, реализованный в радиолока­
ционном устройстве, работающем на промежуточной частоте, описан 
в патенте Хауэлса [1]. Аппельбаум проанализировал указанный под­
ход и разработал теорию управления работой контура адаптивной 
подстройки для каждого элемента антенной решетки. Алгоритм Аппель- 
баума максимизирует обобщенное ОСШ в предположении о том, что 
полезный сигнал отсутствует в течение большей части времени приема 
(как в импульсных радио- или гидролокационных системах) и на­
правление прихода полезного сигнала известно. Ввиду относительной 
простоты технической реализации процессор Хауэлса—Аппельбаума 
широко использовался в радиолокационных системах для подавления 
помех и отражений от местных предметов 13—6]. Приведенные здесь 
анализ процессора, максимизирующего ОСШ, и иллюстративные при­
меры основаны на результатах работы [7]1.

1 Здесь частично использован перевод данной статьи, опубликованный ра- 
нее в журнале ТИИЭР. (Прим, перев.)

5.1. ВВОДНЫЕ ПОНЯТИЯ

Прежде чем приступить к анализу адаптивного процессора Хауэл­
са—Аппельбаума, максимизирующего ОСШ, представляется целесо­
образным вначале рассмотреть как предпосылку фазовое сопряжение, 
а также работу корреляционных интерферометров и интегрирующего 
7?С-фильтра. Ознакомившись с этими вводными представлениями, 
можно приступить к анализу простой двухэлементной антенной ре­
шетки с одним аналоговым адаптивным контуром управления. Изуче­
ние характеристик такой наиболее простой системы способствует по­
ниманию принципа действия многоэлементной адаптивной антенной 
решетки и позволяет проанализировать влияние изменяющихся пара­
метров на ее эффективность. Для простоты изложения будут рассма­
триваться аналоговые устройства, однако в сложных системах зача­
стую оказывается более предпочтительной цифровая обработка.

5.1.1. Фазовое сопряжение

В адаптивных антенных решетках пространственная фильтрация 
заключается в автоматическом определении направления прихода сиг­
нала от источника помехи, формировании дополнительной диаграм­
мы направленности с максимумом в этом направлении и последующем 
вычитании сформированной диаграммы из исходной. Данный способ 
формирования нуля результирующей диаграммы в направлении на 
источник помехи иллюстрируется графиками на рис. 5.1. При этом 
максимум дополнительной диаграммы при приеме автоматически ори­
ентируется в направлении на источник помехи. Для формирования до-
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полнительной диаграммы направленности необходимо задержать сиг­
нала с выхода каждого элемента решетки так, чтобы обеспечивалось 
одновременное появление принятого сигнала на выходах всех элемен­
тов задержки. Поскольку время задержки для узкополосных сигналов 
эквивалентно фазовому сдвигу (с точностью до ±2л), то устройства 
задержки можно заменить фазовращателями, причем фазовый сдвиг, 

Рис. 5.1. Графики, иллюстрирующие 
способ формирования диаграммы на­
правленности адаптивной антенной 
решетки при одном источнике поме­
хи с использованием дополнительной 

диаграммы направленности [7]
Рис. 5.2. Функциональная схема корре­

ляционного интерферометра [7]

обеспечиваемый на выходе каждого элемента решетки, должен быть ра­
вен фазе принимаемого этим элементом сигнала, взятой с обратным зна­
ком. Это условие будет в дальнейшем называться условием фазового 
сопряжения.

Как известно [8], необходимое фазовое сопряжение можно легко 
получить с помощью смесителя. При этом, если на выходе смесителя 
выделяется сигнал разностной частоты, то частота опорного синусо­
идального сигнала (создаваемого гетеродином) должна быть выше ча­
стоты принимаемого сигнала или равна ей.

5.1.2. Корреляционный интерферохлетр
В адаптивной антенной решетке с процессором Хауэлса—Аппель­

баума значения весовых коэффициентов, необходимые для обеспечения 
фазового сопряжения (с целью формирования дополнительной приемной 
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диаграммы), находятся в результате взаимной корреляционной обра­
ботки опорного сигнала и выходных сигналов элементов решетки. В 
качестве опорного сигнала может быть выбран выходной сигнал как 
отдельной антенны, так и всей антенной решетки, в которой находит­
ся регулируемый элемент. В каждом из этих случаев принцип работы 
устройства оказывается таким же, как и в корреляционном интерферо­
метре [9, 10], схема которого показана на рис. 5.2. Далее будет пока­
зано, как с помощью корреляционного интерферометра может быть 
извлечена информация, необходимая для получения фазового сопря­
жения с принимаемым сигналом.

Пусть одиночный точечный источник, расположенный под углом 
Q относительно нормали к раскрыву антенной системы, излучает сиг­
нал, волновой фронт которого поступает на антенны А и В с разностью 
фаз и (см. рис. 5.2). Эта разность фаз определяется выражением

u = (2л<//Х) sin 0, (5.1)
где d — расстояние между фазовыми центрами антенн; X — длина 
волны принимаемого сигнала. Высокочастотные (ВЧ) сигналы с вы­
ходов антенн А и В преобразуются в сигналы более низкой и удобной 
для обработки промежуточной частоты (ПЧ) с помощью двух смеси­
телей, на которые подается сигнал от общего гетеродина. После пре­
образования сигналы на ПЧ имеют те же амплитудно-фазовые соот­
ношения, что и исходные ВЧ сигналы. Если комплексный сигнал ан­
тенны В на ПЧ обозначить через х2, то его вещественная часть может 
быть записана в виде

х2 = b cos (at — u), (5.2)
где b — амплитуда принятого сигнала; ю — промежуточная частота; 
и — опережение по фазе сигнала антенны В относительно сигнала 
антенны А. Комплексный сигнал антенны А (на ПЧ) преобразуется в 
сигнал высокой промежуточной частоты с помощью второго смесите­
ля, на который подается также сигнал генератора опорной частоты 
w0. За счет второго преобразования частоты удается избежать труд­
ностей, которые возникли бы в дальнейшем в связи с необходимостью 
выделения постоянной составляющей малого уровня, балансировки 
усилителя постоянного тока и устранения фликер-шума. Веществен­
ную часть комплексного сигнала хг на выходе второго смесителя мож­
но представить в виде

(5-3)
где а — амплитуда сигнала антенны А; со + <о0 — вторая промежу­
точная частота; <р0 ■— постоянный фазовый сдвиг генератора частоты а>0.

Сигналы xt и х2, как показано на рис. 5.2, подаются на оконеч­
ный смеситель, на выходе которого выделяется сигнал разностной ча­
стоты й)0. Таким образом, выходной сигнал оконечного смесителя мо­
жет рассматриваться как вещественная часть произведения xt на ком­
плексно-сопряженное значение х2, т. е.
выходной сигнал смесителя = Re х?} = -7^- cos (соо t + <р0 — и). (5.4) 
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Следовательно, оконечный смеситель формирует взаимную корреляци­
онную функцию сигналов, принятых антеннами Л и В на частоте не­
сущей ®оХ). При этом амплитуда выходного сигнала смесителя пропор­
циональна произведению амплитуд входных сигналов (а и Ь), а фаза 
(с точностью до постоянной фо) равна разности фаз и этих сигналов.

Выходной сигнал оконечного смесителя усиливается полосовым 
усилителем (с центральной частотой соо и большим коэффициентом уси­
ления G), после чего для увеличения ОСШ интегрируется узкополос­
ным фильтром с высокой добротностью Q. Огибающая выходного сиг­
нала фильтра может быть представлена в виде

Г]-г ~ ~
выходной сигнал фильтра = Re {х, хД dt. (5.5)

t

Таким образом, на выходе корреляционного интерферометра, по­
казанного на рис. 5.2, формируется комплексный сигнал на опорной 
частоте ®0. Амплитуда этого комплексного сигнала пропорциональна 
произведению амплитуд сигналов, принятых антеннами Л и В, а фаза, 
равная разности фаз и этих сигналов, является сопряженной с фазой 
сигнала, принятого антенной В (относительно антенны А). Следова­
тельно, выходной сигнал корреляционного интерферометра содержит 
информацию, необходимую для формирования адаптивных весовых ко­
эффициентов дополнительной диаграммы с максимумом в направле­
нии на источник сигнала.

5.1.3. Интегрирующий фильтр

Интегрирующий фильтр, включенный на выходе адаптивной антен­
ной решетки, показанной на рис. 5.2, должен обладать очень высокой 
фазовой стабильностью, а также регулируемой постоянной времени. 
Эти требования делают более предпочтительным вариант построения 
схемы с разложением высокочастотного сигнала на синфазную I и 
квадратурную Q составляющие, которые в дальнейшем обрабатываются 
в фазовых каналах и сглаживаются с помощью простых RC-фильтров, 
как показано в схеме на рис. 5.3. Биполярные видеосигналы I и Q 
могут использоваться для модуляции гармонического колебания ча­
стоты <в0 (в биполярных умножителях) для получения комплексного ве­
сового коэффициента w на опорной частоте ®0.

Будем полагать, что в качестве интегрирующего фильтра служит 
простая RC-цепь, схема которой показана на рис. 5.4. Дифференци­
альное уравнение, описывающее такую цепь, имеет вид

или

W
~R

V
~R

dw

(5.6)

(5.7)+ W =■- V,

J) Точнее, взаимная корреляционная функция сигналов антенн будет фор­
мироваться на выходе интегрирующего фильтра, включенного после смесителя. 
(Прим, ред.)
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Рис. 5. 4. Схема простого 
интегрирующего RC- 

фильтра [7]

Поскольку рассмотренная операция в RC- 
фильтре осуществляется в обоих квадратур­
ных (I и Q) каналах (рис. 5. 4), то выраже-

(5.11)

(5. 12)

, где αо = 1/τо, ω (0+) — начальное значение 
выходного напряжения ω в момент времени 
/ = 0-|-. Вычислив обратное преобразование 
Лапласа для (5. 10), получим

откуда

Применив к (5.7) преобразование Лапласа, получим
(5-9)

(5.8)

Рнс. 5.3. Структурная схема узкополосного фильтра, реализованного с помощью 
интегрирующих /?С-фильтров в синфазном п квадратурном каналах [7]

где т0 = RC — постоянная времени, a v — входное напряжение в 
виде ступенчатой функции



ние (5.12) можно переписать с учетом комплексных величин w и v0 в 
следующем виде:

щ(/) = [ау(0 ф)—и0] е~а«‘ у0. (5.13)

Уравнение (5.13) описывает переходный процесс изменения комплек­
сного весового коэффициента w. Знак ~, обозначающий комплекс­
ную величину, в дальнейшем не используется, так как (если это не 
оговорено специально) будет считаться, что все рассматриваемые вели­
чины представляются их комплексными огибающими.

5.2. ДВУХЭЛЕМЕНТНАЯ АНТЕННАЯ РЕШЕТКА С ОДНИМ КОНТУРОМ 
АДАПТИВНОГО УПРАВЛЕНИЯ

Простейшая адаптивная решетка, которая будет рассматриваться 
в этом разделе, является двухэлементной с одним контуром адаптив­
ной подстройки Хауэлса—Аппельбаума (рис. 5.5). Структура конту­
ра адаптивного управления схемы на рис. 5.5 подобна структуре кон­

Выходной сигнал смеситель
у - IV( .V; + Xj

Рис. 5.5. Структурная схема двухэлементной антенной решетки с одним конту­
ром адаптации Хауэлса—Аппельбаума [7]

тура управления компенсатора помех, действующих по боковым ле­
песткам (КБЛ), описанного в [ 1], за исключением того, что в рассматри­
ваемой схеме сигнал управления диаграммой направленности Ь*2 вво­
дится в контур так, как предложено в работе [2]. Отметим, что устройст­
во, схема которого приведена на рис. 5.5, содержит корреляционный 
интерферометр (см. рис. 5.2). Представляется целесообразным срав­
нить контур адаптации в схеме на рис. 5.5 с аналоговой реализацией 
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алгоритма МСКО, схема которой приведена на рис. 4.6. Нетрудно ви­
деть, что по своей структуре эти два контура адаптации довольно по­
хожи. В контуре адаптации Хауэлса—Аппельбаума вместо интеграто­
ра обычно используется фильтр нижних частот. Кроме того, в конту­
ре адаптации методом МСКО сигнал управления («полезный опорный 
сигнал») вводится до корреляционного смесителя, тогда как в схеме с 
контуром адаптации Хауэлса—Аппельбаума подобный сигнал («сиг­
нал управления диаграммой») вводится после корреляционного сме­
сителя. В разд. 5.3.1 определено соотношение, которому должны удов­
летворять сигналы управления при использовании алгоритмов адап­
тации МСКО и максимума ОСШ (МСШ), чтобы обеспечивались оди­
наковые изменения весового вектора. Поскольку схемы контуров адап­
тации рассматриваемых алгоритмов незначительно отличаются друг от 
друга, то не удивительно, что их характеристики будут также похо­
жи. Тем не менее будет полезно проанализировать характеристики 
схемы на рис. 5.5 в условиях, когда полезный сигнал отсутствует. В 
этом случае условия работы отличаются от условий, рассмотренных 
при анализе алгоритма МСКО. Кроме того, здесь рассматривается ана­
логовый вариант алгоритма адаптации МСКО в отличие от дискрет­
ного варианта, рассмотренного ранее.

Весовой коэффициент щ первого элемента решетки не подстраи­
вается, а устанавливается равным соответствующему значению сигна­
ла управления диаграммой Ь\. Весовой коэффициент w2 второго эле­
мента решетки является адаптивным и равен разности между сигна­
лом управления диаграммой Ь*2 и выходным сигналом z2 интегрирую­
щего Л?С-фильтра. Сигналы элементов решетки, умноженные на соот­
ветствующие весовые коэффициенты, суммируются, формируя выход­
ной сигнал решетки (to1x1 + w2x2), который также подается на кор­
реляционный смеситель, осуществляющий операцию взаимной кор­
реляции этого сигнала с сигналом х2. Схема на рис. 5.5 ведет себя так, 
как система управления с отрицательной обратной связью: соответст­
вие между такой моделью и схемой на рис. 5.5 можно установить на 
основе более детального рассмотрения сигналов и характера их обра­
ботки.

Следует заметить, что показанная на рис. 5.5 схема построена при 
некоторых упрощающих предположениях, которые помогают сконцен­
трировать основное внимание на важных характеристиках системы, 
не останавливаясь на несущественных деталях. Предполагается, что 
все сигналы представляются их комплексными огибающими. Кроме 
того, в схеме на рис. 5.5 не показаны присутствующие в реальной си­
стеме гетеродин, усилители промежуточной частоты и полосовые филь­
тры. Сигналы управления диаграммой и Ь2 вводятся на некоторой 
опорной частоте ©0, однако общий множитель ехр (jcoo0 отсутствует 
как не представляющий интереса для дальнейшего анализа.

Назначением сигналов b*i и Ь2 является управление приемной диа­
граммой так, чтобы ее максимум был ориентирован в заданном азиму­
тальном направлении 0О (это эквивалентно предположению о том, что 
"вправление прихода полезного сигнала известно). При стационарных 
Условиях (когда полезный сигнал отсутствует и имеется только соб­
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ственный шум приемника) адаптивный весовой коэффициент w2 име­
ет некоторое стационарное значение, обозначаемое через wq. Значе­
ния и wq должны быть такими, чтобы обеспечивалась ориентация 
максимума диаграммы в направлении 0О. В качестве опорной точки 
для отсчета фазы выберем центр симметрии двухэлементной антенной 
решетки с межэлементным расстоянием d. Тогда с учетом обозначений 
на рис. 5.2 и в (5.1) wr и wq можно выбрать в виде весовых коэффи­
циентов с единичными амплитудами, соответствующими заданному 
направлению 0О, т. е.

КД = Щ"«, (5.14)
к.1! е -i"», (5.15)

(nd/ty sin 0О. (5.16)

С помощью полученных весовых коэффициентов формируется ста­
ционарная диаграмма направленности Gq (0), определяемая выраже­
нием

Gq (0) = -р С" /(» — “«)] = COS (//. —Ыо), (5.17)

где
и — (лЖ) sin 0, (5.18)

0 — азимутальная координата в дальней зоне. Теперь значение Ъ\ 
устанавливается просто равным кр, а значение Ь2 должно быть про­
порциональным Wq с коэффициентом пропорциональности с2 (его зна­
чение определяется далее) так, чтобы

b* = c2wq = c2e~iu°. (5.19)

Пусть сигналы элементов решетки и х2 состоят из собственно­
го шума каналов п1 и п2 и статистически не зависимых сигналов 
источника узкополосной помехи, расположенного под углом 0;. Пред­
положим также, что изменение помехи характеризуется ступенчатой 
функцией, что эквивалентно «включению» источника помехи в момент 
времени t = 0. Тогда сигналы элементов антенной решетки будут 
определяться выражениями:

Адаптивный весовой коэффициент ".е’2 будет определяться как

W2 = b2 — 2а, (5.23)

| при t < 0 (без помехи), (5.20)

-Г1 = П1 + JiC ,1,‘
д-2 n2-p с7"/

при />0, (5.21)

Ui = (лЖ) sin 0; (5.22)
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где z2 — напряжение на выходе коррелятора. Коррелятор состоит из 
смесителя, усилителя и интегрирующего (сглаживающего) фильтра. 
Для анализа переходных процессов в корреляторе можно восполь­
зоваться подходом, предложенным в разд. 5.1.3 применительно к 
/?С-фильтру. Будем считать, что входное напряжение имеет вид сту­
пенчатой функции. Тогда уравнение (5.7) для выходного сигнала z2 
и входного сигнала Gv2 будет иметь вид

Д-~- + z2 (5.24)
at

где G — коэффициент усиления усилителя; v2 — выходной сигнал 
смесителя. Выходной сигнал смесителя равен

v2 = k2 (щрс! + да2х2) *2, (5.25)
где k — постоянная преобразования смесителя. Из (5.25) видно, что 
любые быстрые изменения сигналов хг и х2 приведут к столь же бы­
стрым изменениям величины v2 (насколько позволит ширина полосы 
пропускания приемного канала). Поэтому для сигналов и х2 с оги­
бающей в виде ступенчатой функции, определяемых (5.20) и (5.21), 
время нарастания v2 приближенно равно величине, обратной ширине 
полосы приемного канала. Таким образом, для того чтобы v2 можно 
было считать ступенчатой функцией для 7?С-фильтра, полоса пропус­
кания этого фильтра не должна превышать 10 % от полосы пропуска­
ния приемного канала. Это соотношение между полосами пропуска­
ния /?С-фильтра и приемного канала будет более подробно рассмотре­
но далее при обсуждении модели следящей системы с замкнутой пет­
лей обратной связи.

Подставляя (5.25) и (5.23) в (5.24), можно записать уравнение для 
выходного сигнала фильтра в следующем виде:

т0 + ,г2 [ 1 Н k2 GI х2121 = k2 G 1 х212 Z4 ф-®1 (*l*2)
Ы2 J

• (5.26)

Решение дифференциального уравнения (5.26) имеет вид, 
ный выражению (5.12):

аналогии-

где
z2 (f) = [z2 (0+) — z2 (oo)] e~at + z2 (oo), (5.27)

■’(■X)) G1 x212 {^2 l-t^i -г2)

1 + k2 G | ,v2 I2
/1*2 Pl] (5.28)

a - (1 + k2G ].v.i|2)/-r0. (5.29)
В выражениях (5.26)—(5.29) чертой сверху обозначена операция 

интегрирования (усреднения) огибающих сигналов в соответствии с 
полосой пропускания фильтра при замкнутой цепи обратной связи. 
Величина z2 (0+) определяет начальное значение выходного напря­
жения фильтра z2 (t) в момент времени t = 0-J-, а величина z2 (оо) — 
значение выходного напряжения фильтра в установившемся режиме 
после затухания переходного процесса. Полученное решение для z2 (t) 
ы<»кно подставить в (5.23) и определить весовой коэффициент ау2 (/).
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Оптимальным значением весового коэффициента &у2(,пт будем счи­
тать такое значение w2, при котором минимизируется мощность шума 
на выходе решетки. Выходной шум решетки представляет собой сум­
му собственного шума канала и внешней помехи, умноженных на ве­
совые коэффициенты tOj и w2. Если выходное шумовое напряжение 
решетки обозначить через уп, то средний квадрат этого напряжения 
будет определяться выражением

I Уп I2 = I И *1) + (^2 Х2)| 2-1 (5.30)

Приравняв частную производную (5.30) по w2 нулю, получим опти­
мальное значение, обеспечивающее минимизацию (5.30):

®2ОПТ
(и»! xj

I х2 |а
(5.31)а>1 (Л х*г)

Обращаясь к материалам разд. 5.1.1, можно заметить, что о^опт явля­
ется (нормированным) значением весового коэффициента, при котором 
в адаптивной диаграмме формируется нуль в направлении на источник 
внешней помехи.

Сравнивая (5.28) и (5.31), нетрудно заметить, что выражение для 
установившегося значения напряжения на выходе коррелятора г2 (оо) 
можно переписать в виде

г2 (оо) = . (5.32)
1 + & G | х212

5.2.1. Модель для контура адаптивного управления

Оказывается, что характеристики контура адаптивного управления, 
показанного на рис. 5.5, аналогичны характеристикам следящей систе­
мы 0-типа, приведенной на рис. 5.6, а. Соответствие характеристик 
следящей системы 0-типа и адаптивного контура Хауэлса—Аппель­
баума может быть установлено на основе рассмотрения уравнений, 
описывающих эти устройства. Прежде всего отметим, что следящая си­
стема 0-типа с обратной связью всегда устойчива. Используя такой же 
подход, как и при анализе переходного процесса в интегрирующем 

Рис. 5.6. Схемы для анализа одиночного контура адаптивной подстройки: 
а — следящая система 0*типа; б — модель эквивалентной следящей системы для контура 

Хауэлса — Аппельбаума [7]
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/?С-фильтре, к следящей системе 0-типа, можно записать дифферен­
циальное уравнение для такой системы в виде

то-^7- +n0 = Pe = H^i— vo) (5-33)

или

(5.34)

где це = р (Vj — п0) — входное напряжение; 
жение. Если и, — ступенчатая функция, то 
уравнения будет иметь вид

Vo
решение

выходное напря- 
полученного

С’о
ро»

1+р ’
(5.35)

где
1 -р |1а = —— (5.36)

То
Сравнивая (5.34)—(5.36) с (5.26), (5.27) и (5.29), нетрудно заметить 

соответствия между

v0 и г2; р и ^2G|o2|2; V; и (Pz~^20Пт)-
На основе указанного соответствия в качестве модели для контура 

адаптации в схеме на рис. 5.5 можно воспользоваться эквивалентной 
схемой на рис. 5.6, б. Тогда выражение для z2 (°°) будет иметь вид

^2 (.££>) (^2 ^2опт)’
1 + Р

(5.37)

где

p = £2G|x2|2. (5.38)
Подход с использованием эквивалентной следящей системы оказы­

вается довольно наглядным, так как позволяет продемонстрировать 
взаимосвязь между значением оптимального весового коэффициента 
ьа2опт, коэффициентом передачи р контура адаптации и степенью при­
ближения действительной величины w2 (i) к оптимальной. В установив­
шемся режиме при р 1 w2 = да20Пт- Следует иметь в виду, что ко­
эффициент передачи усилителя в эквивалентной следящей системе 
рис. 5.6, б, определяемый (5.38), пропорционален среднему уровню 
мощности сигнала второго элемента антенной решетки. Из такой за­
висимости следуют два важных вывода:

1) минимальное значение р должно соответствовать мощности 
собственного шума приемника;

2) максимальное значение р должно соответствовать наибольшей 
мощности помехи, принятой элементами решетки.

Поскольку минималоный уровень сигнала х2 равен напряжению 
собственного шума приемника п2 на выходе смесителей , то

= Р- (5.39)
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Поэтому, выбирая соответствующее значение коэффициента усиления 
G, можно установить любой требуемый уровень ц.ш1п.

Величина Л2|н2|2 в (5.39), представляющая собой выходное напря­
жение смесителя, обусловленное только шумом п2, пропорциональна 
мощности шума. Необходимо обеспечить такое предварительное уси­
ление, чтобы это напряжение превосходило напряжение собственного 
шума самого смесителя.

Уровень собственного шума приемника п2 влияет также на значе­
ние сигнала управления диаграммой Ы, В этом можно убедиться, под­
ставив (5.37) в (5.23). Тогда

^(<х>)=ь;--^-(Й2-®2опт). (5.40)
1 + р.

При отсутствии внешних помех х, = и х2 = п2. Поскольку эти 
шумовые напряжения являются статистически независимыми, то их 
взаимная корреляционная функция равна нулю, т. е.

Е {ПуПг} = 0, (5.41)

и, как видно из (5.31), величина ау20пт ПРИ этом будет равна нулю. 
К тому же при стационарных условиях р = pmln и значение w2 (оо) 
в установившемся режиме будет определяться выражением

^2(00)==-—^-----&2 = —------&д- (5.42)
1 + Pmln 1 + Pmln

Так как в установившемся режиме w2 = wq, то из (5.42) можно полу­
чить следующее соотношение:

с2 == 1 Hmin. (5.43)

Поскольку при стационарных условиях уровень шума п2 определяет 
величину pmln, то, как видно из (5.43), он будет определять также и 
с2, а следовательно, и значение сигнала Ъ2.

Рассмотрим теперь, как влияет на параметр ц уровень мощности 
помехи, принимаемой элементами антенной решетки, для того чтобы 
определить значение цтах. Из выражений (5.36) и (5.38) следует, что 
с увеличением мощности помехи отношение

постоянная времени отклика _  1
постоянная времени интегрирования 1 + ц

уменьшается. Эго приводит к тому, что эквивалентная постоянная 
времени интегрирования для входных сигналов будет уменьшаться и, 
в конце концов, перестанут выполняться условия, при которых было 
получено решение дифференциального уравнения (5.26).

По мере того как отношение (5.44) уменьшается и ухудшается усред­
няющее действие интегрирующего фильтра, на значения ц и w2 начи­
нают оказывать влияние быстрые флуктуации огибающих выходных 
сигналов элементов решетки, вызывая шумоподобные флуктуации ве­
сового коэффициента w2. В разд. 5.3.2 рассмотрено влияние шума в 
цепи управления и приведены выражения для дисперсии весовых 
коэффициентов и уровня дополнительного шума на выходе решетки, 

190



обусловленного флуктуациями весовых коэффициентов. Целесооб­
разно рассмотреть условия, при которых можно пренебречь влиянием 
шума в контуре управления.

Для того чтобы значения р и w.2 не зависели от флуктуаций огибаю­
щих сигналов, двухсторонняя полоса пропускания интегрирующего 
фильтра при замкнутом контуре управления не должна превышать 
примерно 0,1 полосы пропускания каналов отдельных элементов ре­
шетки. При этом условии время интегрирования будет достаточным для 
усреднения любых быстрых флуктуаций параметра р, что обеспечит 
статистическую независимость w2 от любых мгновенных флуктуаций 
огибающих сигналов. В простой следящей системе (рис. 5.6) полоса 
пропускания замкнутого контура управления (фильтра) равна а. Если 
полосу пропускания канала для сигнала отдельного элемента решетки 
обозначить через Вс, то указанное ограничение можно записать в ви­
де

2атах -у- 2лВс (5.45)

или, учитывая (5.36),

(5.46) 

где Umax — максимально допустимый коэффициент передачи контура 
управления.

Параметр р. целесообразно выразить через pmln и отношение мощ­
ностей. Предварительно заметим, что при наличии помехи

Ы2 = Ы3 + |лГ-

С учетом выражения (5.38) для ц можно записать 
и _k2G\ Г212 __ I 72|3 + |7ц = J 17,-12 _

Hmm k2 G | n213 I n213 | n2 |2

(5-47)

(5.48)

Если через PRt обозначить отношение квадратов амплитуд напряжений 
в (5.48), которое можно назвать отношением помеха-собственный шум 
приемника по мощности, то и можно представить в виде

Н Hmin (1 PRi)- (5.49)

Подставив (5.49) в (5.46), получим

Ртах —Hmln(l+^imax)^= ]Q (5.50)

То> :хВ 11 + Ит111(1+Р/?6пах)1- (5.51)

Выражение (5.51) определяет соотношение между постоянной времени 
т0 интегрирующего фильтра и максимальной мощностью принимае­
мого сигнала помехи, так как полоса пропускания Вс канала обычно 
плюет определенную ширину и не изменяется. Рассмотрим в качестве
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примера случаи, когда макси­
мальный уровень помехи на 
40 дБ превышает уровень 
собственного шума приемника 
и полоса пропускания Ве = 
= 50 МГц. При pmin = 1 из 
выражения (5.51) получим 
т0 > 6,37 • 10~3 с. Полоса 
пропускания фильтра, соот­
ветствующая т0, равна (1/2лт0) 
и составляет примерно 25 Гц. 

Связь между коэффициен­
том передачи контура управ­
ления и шириной его полосы 
пропускания проще всего по­
казать с помощью диаграмм 
Боде [11], приведенных на 
рис. 5.7, где показана зави­
симость коэффициента переда­
чи от частоты. Как видно из 
графиков, излом линий с нак­
лоном 20 дБ/декада происхо­
дит на частоте ® = 1/т0, соот­
ветствующей • граничной ча­
стоте полосы пропускания 
7?С-фильтра. Ширина полосы

пропускания контура управления определяется точкой пересечения 
соответствующей диаграммы Боде с осью абсцисс.

При анализе характеристик системы адаптивного управления были 
введены параметры ц, |xmln, PRt и PRimax- Имеет смысл записать вы­
ражения для w2 (/) и ш2опт, используя эти параметры. Из (5.27) по­
лучим

Of 
s 
X 
<D 
q 
03 
<0 
Q. 
E

<0 
Q.

106

10s

.4

1Q<i
I X I \ I 
О3 10“ 10s
Частота 

Максимальная ширина полосы частот 
контура управления = д /ю = 5,1 х iqs-

Ширина полосы пропускания канала 
отдельного элемента решетки = В = 5,1 х Ю6'

1Q7

Рис. 5.7. Диаграммы Боде, иллюстрирую­
щие зависимость ширины полосы пропу­
скания контура управления от уровня мощ­

ности входного сигнала [7]

tt/2 (t) = [wa (0+) — (oo)]e~ai 4- w2 (oo).

Аналогично из (5.23) следует, что

(оо) = t>2 — Z2 (oo).

(5.52)

(5.53)

Подставив (5.37) в (5.53), получим

^2(00) = 77— ^2 + —{■—®2011Т- (5-54)
1+ц 1+ц

Отметим, что согласно (5.54) в установившемся режиме величина w2 
состоит из двух составляющих:

ь*управляемая составляющая = —— , (5.55)
1 4-ц

адаптивная составляющая — —— ь%(,лт. (5.56)
14 ц
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Поскольку b-2 = (1 + pmln)wq = (1 + ЦпипМ, управляемую сос­
тавляющую можно представить в виде

управляемая составляющая — (5.57)
1 + р

Согласно (5.31)

(5.58)

тогда с учетом (5.21) можно записать, что
^ = |7г|2е-/2мг, (5.59)

так как пг и п2 — независимые случайные процессы с нулевым сред­
ним. С учетом соотношений

PPi = IЛ12/1 «2|2, =
выражение для ш2опт примет вид

®2опТ = -a>i PPi е~''> (5-60)

где величина определяется (5.22). Тогда
а = -1+^, И = рга1п(1+Р/?г)- (5-61)

to
Полученные результаты показывают, что когда PRt близко к нулю, 
то ау20пт также близок к нулю и управляемая составляющая являет­
ся преобладающей. Аналогично по мере увеличения PRt значение ц 
также возрастает, что приводит к уменьшению управляемой состав­
ляющей и увеличению адаптивной. При больших значениях отноше­
ния PRt, когда ц )$> 1, управляемая составляющая w2 (сю) становится 
пренебрежимо малой и основной вклад в формирование весового коэф­
фициента w2 вносит адаптивная составляющая.

5.2.2. Иллюстративный пример. Определение характеристик 
системы адаптивного управления

Для иллюстрации понятий, введенных в предыдущем разделе, будет полез­
но рассмотреть характеристики двухэлементной адаптивной антенной решетки, 
схема которой показана на рис. 5.5, при определенных условиях приема сигна­
лов. Полученные результаты помогут определить наиболее важные характери­
стики системы и их зависимость от выбираемых параметров и условий приема 
сигнала.

Начальные условия и допущения. Согласно (5.20) предполагается, что в 
стационарных условиях присутствует только собственный шум приемника, а в 
момент времени t = 0 включается источник узкополосной помехи (процесс вклю­
чения описывается ступенчатой функцией). Отношение мощности помехи к мощ­
ности собственного шума приемника Р7?г = 40дБ. Для полосы пропускания 
канала шириной Вс = 5 МГц и минимального значения коэффициента передачи 
в контуре управления pmin = 1 постоянная времени интегрирующего фильтра 
т0 = 6,37-10-3 с.

Предположим, что оба элемента решетки являются ненаправленными и 
расположены на расстоянии d = 7/2. Это допущение приводит к упрощению вы-
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ражений (5.16), (5.18) и (5.22), определяющих значения и0, пи ut соответственно. 
Начальное значение w2 (Wq) соответствует направлению на источник полезного 
сигнала с Оо = 0.

Изменение весового коэффициента w2 в процессе адаптации. Изменение 
весового коэффициента w2 в процессе адаптации характеризуется выражениями 
(5.52) — (5.61) с учетом указанных ранее предположений и начальных условий.

Переходный процесс установления аа2 будет зависеть от двух факторов: 
1) от отношения помеха-собственный шум PRкоторое входит в формулы как 
для р, так и для ц)2опт и 2) от требуемого угла поворота фазы ш2 при адаптации, 
что является менее очевидным. Графики, иллюстрирующие типичный процесс 
установления w2, показаны на рис. 5.8. При этом предполагается, что имеется

Рис. 5.8. Изменение весового коэффициен­
та w2 в процессе адаптации при PRi = 100, 

0i=ю° и ео=о [7]

один источник помехи, располо­
женный под углом 0; = 10° отно­
сительно нормали коси решетки, 
и отношение помеха-собственный 
шум PRt =100. В этом примере 
фаза ш2 должна в течение пере­
ходного процесса измениться на 
148° для достижения w2 — w2 (оо). 
Если источник помехи переме­
стить из положения 0$= 10° в по­
ложение 0; = 90°, где находится 
нуль диаграммы направленности 
в стационарном режиме, то аа2(0+) 
будет совпадать со значением 
аг>20Пт и переходный процесс будет 
отсутствовать. Изменение отноше­
ния помеха-собственный шум PR, 
приводит лишь к изменению ско­
рости переходного процесса. Так, 
если в рассмотренном примере от­
ношение PRi увеличивается от 

100 до 1000, то форма кривых на рис. 5.8 сохраняется, однако временной масштаб 
уменьшается в 10 раз. Таким образом, увеличение мощности помехи в 10 раз 
приводит к десятикратному уменьшению длительности переходного процесса 
при подстройке весового коэффициента ш2.

Изменение диаграммы направленности антенной решетки в процессе адап­
тации. Изменение формы диаграммы направленности двухэлементной решетки 
в процессе ее адаптивной подстройки можно легко оценить, фиксируя значения 
весового коэффициента о>2 в определенные моменты времени и вычисляя резуль­
тирующие диаграммы (в виде выходного напряжения решетки у), соответствую­
щие этим моментам времени. Диаграмма направленности прямо пропорциональ­
на lyl и при графическом изображении ее для удобства, как правило, нормируют 
к максимальному значению у. Диаграмма направленности может быть представ­
лена в виде

G (0, t) = -^- [шх е у“ + к>2 (/) e!U\. (5.62)

Графики функции G (0, t) в различные моменты времени /ив установившемся 
режиме представлены на рис. 5.9. На каждом из рисунков показана также ис­
ходная диаграмма, соответствующая стационарному состоянию при t — 0. При­
веденная последовательность графиков демонстрирует постепенное формирова­
ние адаптивной диаграммы с нулем в направлении на источник помехи с 0г- = 
= 15°.

Изменение мощности шума на выходе антенной решетки в процессе адапта­
ции. Конечной целью при использовании алгоритма Хауэлса-Аппельбаума яв­
ляется увеличение выходного ОСШ по сравнению с выходным ОСШ в обычной 
решетке, работающей в той же помеховой ситуации. Уровень сигнальной состав­
ляющей при вычислении ОСШ можно легко определить, зная диаграмму G (0, /). 
Мощность шума на выходе решетки оказывает наибольшее влияние на выходное
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Рис. 5.9. Изменение диаграммы на- 
1равленности антенной решетки в 
процессе адаптации при W?i = 100, 

9о = О и 0; = 15°:
а — 1 = 20 мкс; б — 1 = 50 мкс; в — 1= 100 мкс; 
г — 1 = 200 мкс; д — установившийся ре­

жим [7]

ОСШ и поэтому часто используется в качестве самостоятельной меры эффектив­
ности.

Мощность выходного шума представляет собой сумму мощностей собствен­
ного шума приемника и помехи. Согласно выражениям (5.21), определяющим 
сигналы xt и х2, напряжение выходного шума можно записать как

7* 195

Поскольку п± и п2 являются независимыми составляющими собственного шума 
приемных каналов, то среднее квадратическое отклонение + w2n2) равно
I 1^12 +" |ш2и212- Выражение под знаком корня можно упростить, если учесть, 

что средние квадратические значения амплитуд nL и п2 одинаковы, а амплитуды 
':г и (0 + ) являются единичными:

(5.64)

(5.63)



Увеличение мощности выходного шума, обусловленное включением источни­
ка помехи, равно отношению квадрата амплитуды напряжения уп к квадрату 
напряжения выходного собственного шума приемника до ее включения, т. е.

Ilfal2 _ 1
2 | п2 |3 2 1 + I w2 |3

Uil2
+ I «2 I2 wte ! ■ ic'2

= — [1 +|ш2 |2 + W?d Ui е + w2 е'“1) |“]. (5.65)

Графики зависимости отношения (5.65) от времени, иллюстрирующие изме­
нение мощности выходного шума после включения источника помехи в момент 
времени t = 0, приведены па рис. 5.10. Эти графики показывают сильную зави­
симость скорости переходного процесса от отношения PRi-

Рис. 5.11. Геометрические соотноше­
ния для определения разности хода 
лучей в двухэлементной антенной ре­

шетке [7]

Рис. 5.10. Изменение мощности вы­
ходного шума в процессе адаптации 
при 0о = О, 0;=15° и РЯ. = 10, 20, 

30 и 40 дБ [7]

Влияние ширины полосы частот помехи. Ширина полосы частот помехи влия­
ет на характеристики адаптивной антенной решетки, поскольку последние явля­
ются частотно-зависимыми. В любой момент времени адаптивный весовой коэф­
фициент w2 характеризуется определенными значениями амплитуды и фазы. За­
держка (или опережение) приходящего сигнала по фазе в одном элементе решетки 
по отношению к другому зависит от фактического расстояния, определяемого раз­
ностью путей прохождения сигналов, как показано на рис. 5.11. Величина 
отсчитывается относительно фазового центра решетки. Для заданной длины вол­
ны X значение п; определяется по формуле (5.22). При этом предполагается, что 
межэлементное расстояние d = Х/2. Теперь же

d = Ло/2, (5.66)

где /.() соответствует центральной частоте f0 полосы частот помехи. Для сигнала 
с другим значением X получим

л; . f л . с
= — 81пОг = — — SinOj. (5.67)

Частоту / можно представить в виде суммы центральной частоты /0 и некоторой 
расстройки ДД при этом

иг = (1 + -^)^81п0г. (5.68)

Полученное соотношение для п, зависит от частоты. Представим теперь широ­
кополосную помеху в виде ряда дискретных спектральных линий, равномерно 
распределенных по шкале частот. При этом m-й спектральной линии соответст-
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вует расстройка по частоте Д/т, амплитуда напряжения на смесителях состав­
ляет Jm и отношение помеха-собственный шум — PRm. Для вычислений удобно 
считать, что спектр помехи является равномерным, как показано на рис. 5.12. 
Будем считать также, что от­
дельные спектральные состав­
ляющие не коррелированы 
друг с другом. Полагая, что 
общее число спектральных ли­
ний равно М, выражения 
(5.21), определяющие сигналы 
элементов xL и х2, примут вид

Л4 _.
*1 = «1+ 2 Jm е !“т

т= 1
М

х2 = п2+ 2 Jme!Um
т=1

при I 0. (5.69)

Мощность

Учитывая, что между отдельными составляющими сигналов в (5.69) корреляция 
отсутствует, можно записать, что

______ М _ _
Ui4)= 2 Pmh ‘ "т- (5-70)

/п== 1

Тогда из (5.58) и (5.60) получим

и>1 (*1 х*2) 
^2оПТ — —

|Х2 I2
Pm in

М2 PRmB-/2u^.
т=1

(5.71)—0»!
Р

Заметим, что выражение для параметра р остается таким же, как и в (5.61), где 
величина PRi является суммой отношений помеха-собственный шум приемника 
для всех спектральных составляющих, т. е. PRi = ~2>PRm.

т
Несмотря на то, что весовой коэффициент йа2опт в (5.71) является оптималь­

ным, для отдельных спектральных линий он не оптимален, поскольку теперь каж­
дая спектральная линия имеет свой фазовый сдвиг 2ит и результирующий весо­
вой вектор получается суммированием его отдельных составляющих. Поэтому 
“’зонт характеризует адаптацию по «центру тяжести» спектра мощности помехи, 
а не по его отдельным составляющим.

Увеличение выходной мощности шума, наблюдаемое при включении источ­
ника помехи, по аналогии с (5.65) можно представить в виде отношения

I Уп I2
2 ) n2 I2

Л1
1 +1 12 + PRm I U1 е /Um • I- w-z е!и'п) |

т — 1
(5.72)

Как видно из (5.72), выходная мощность шума содержит сумму мощностей не- 
скомпенсированных остатков отдельных спектральных составляющих широко­
полосной помехи.

Графики зависимости отношения (5.72) от ширины полосы частот помехи 
представлены на рис. 5.13. На рисунке показаны также зависимости фазы уста­
новившегося значения весового коэффициента w2 и мощности выходного шума до 
адаптации. По оси абсцисс отложены значения относительной ширины полосы 
частот помехи в процентах. При этом расстояние между соседними спектраль­
ными линиями равно 0,2%. Например, в начале координат, где присутствует 
только одна спектральная линия, отношение помеха-собственный шум приемника 
наибольшее и составляет PRi = 2000. В результате адаптации весовой коэффи­
циент to2 (оо) в установившемся режиме принимает такое значение, при котором
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Ширина полосы частот помехи, %

5.13. Зависимость относительной мощ-Рис.
ности выходного шума от ширины полосы 
частот помехи при PR, = 2000, 01 = 45° и

Оо = О [7]

нуль диаграммы устанавливается 
в направлении на источник поме­
хи и мощность нескомпенсирован- 
ных остатков помехи на выходе 
антенной решетки становится пре­
небрежимо малой. Вторая точка 
на оси абсцисс соответствует до­
бавлению еще одной спектральной 
линии, в результате чего резуль­
тирующая «ширина полосы час­
тот» увеличивается до 0,2%; при 
этом общая мощность делится по­
ровну между этими двумя состав­
ляющими так, что PRt = 1000. 
Аналогично следующая точка на 
оси абсцисс соответствует добав­
лению третьей спектральной ли­
нии к совокупности из двух имею­
щихся, увеличению результирую­
щей «ширины полосы частот» до 
0,4% и равномерному распределе­
нию мощности между тремя со- 

спектра помехи, равной 10%,соот- 
помеха-собст-

ставляющими, так что PRf = 666. Ширине 
ветствует наличие 51 спектральной линии, при этом отношение 
венный шум приемника для каждой спектральной линии составляет PR;=39,2.

Результаты расчетов, представленные на рис. 5.13, ясно показывают, что с 
увеличением ширины полосы частот помехи при сохранении неизменной ее об­
щей мощности мощность выходного шума возрастает. При этом предполагается, 
что ширина полосы частот помехи не превосходит фиксированного значения ши­
рины полосы пропускания канала Вс.

5.2.3. Схема с использованием ограничителя в контуре 
адаптивного управления

Схема двухэлементной антенной решетки с адаптивным контуром 
управления, приведенная на рис. 5.5, имеет два недостатка, связанные 
с тем, что выходное напряжение корреляционного смесителя и2 про­
порционально мощности сигналов, принятых элементами решетки.

1. Динамический диапазон напряжения v2 равен квадрату диапа­
зона сигнала отдельного элемента. Следовательно, при изменении 
мощности помехи в диапазоне 40 дБ динамический диапазон элементов 
контура адаптивного управления должен составлять 80 дБ, что до­
вольно близко к предельно допустимому на практике значению. Эта 
особенность системы сильно ограничивает динамический диапазон 
входных сигналов.

2. Поскольку скорость подстройки при адаптации пропорциональ­
на мощности помехи (см. рис. 5.10), то при малых уровнях мощности 
помех процесс адаптации становится довольно продолжительным.

Для того чтобы уменьшить требуемый динамический диапазон и 
увеличить скорость адаптации при малом уровне помехи, необходи­
мо ослабить зависимость выходного напряжения корреляционного 
смесителя от мощности входного сигнала. Одним из лучших известных 
способов устранения таких недостатков является введение ограничи­
теля в цепь сопряженного сигнала [6]. Модифицированный вариант 
двухэлементной антенной решетки с использованием ограничителя в

198



контуре адаптивного управления показан на рис. 5.14. Постоянный 
уровень выходного сигнала ограничителя обозначен через h.

Введение в контур адаптации ограничителя приводит к изменению 
уравнений, полученных в предыдущем разделе, так как выходное 
напряжение корреляционного смесителя теперь будет определяться 
выражением

v-2 k2 (аг>1 х1 + w., х2) /lX2 ■ . (5.73)
I *г I

В этом случае амплитуда напряжения, поступающего на вход корре­
ляционного смесителя из цепи комплексно-сопряженного сигнала, 
будет постоянна и останутся лишь изменения фазы (так как после огра-

Рис. 5.14. Структурная 
схема двухэлементной 
антенной решетки с ис­
пользованием ограничи­
теля в контуре адаптив­

ного управления [7]

у - W + W2X2

ничения сохраняется только фазовая информация). Выражение (5.38) 
для коэффициента передачи контура адаптивной подстройки в исход­
ной схеме теперь будет иметь вид

u' =k2G'Xi^-~~=hk2G'\7хг\, (5.74)
I *2 I

т. е. величина р' пропорциональна уровню напряжения, а не мощно­
сти. Значение 6', как и ранее, выбирается в соответствии с (5.39).
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Д,ля удобства сравнения, как и ранее в (5.48), выразим р' через 
Pmin и отношение помеха-собственный шум приемника. Тогда

fil-±Si! = FrrpR?. (5.75) 
Рш(п hk2G'\n2] * |n2p

Нетрудно видеть, что отношение p'/pmin равно квадратному корню из 
выражения, полученного ранее для схемы без ограничителя.

По аналогии с (5.50) можно записать соотношение между максималь­
ной мощностью помехи и постоянной времени RC-фильтра т0 в виде

Ртах = Prnin V1 + - 1 ■ (5.76)

Если вновь считать, что отношение Г/?, = 40 дБ и ширина полосы про­
пускания канала Вс = 5 МГц, то при p(nin = 1 значение т0 будет рав­
но примерно 64,3 мкс, а соответствующая ширина полосы пропускания 
фильтра — 2475 Гц. Заметим, что поскольку значение р^ах пропор­
ционально 1/7:>7?(тах, а не 7’7?lmax, как в исходной схеме без ограни­
чителя, то постоянная времени фильтра уменьшается примерно в 100

раз, что позволяет увели­
чить скорость адаптации.

Выражение (5.31) для 
оптимального весового 
коэффициента да2опт остает­
ся тем же самым, однако 
в нем должно использо­
ваться новое значение па­
раметра р'. Тогда

Рис. 5.15. Изменение относительной мощ­
ности выходного шума в схеме с ограни­
чителем в процессе адаптации при 0о=О, 

бг= 15° и PRi = lO, 20, 30 и 40 дБ [7] (5.77)

Можно получить также соответствующие выражения для (/), ана­
логичные (5.52) и (5.54), заменяя р на р'.

Введение ограничителя приводит к сильному изменению а' и 
пУз (°°)- Характер этих изменений лучше всего проиллюстрировать с 
помощью графиков зависимости мощности выходного шума в процес­
се адаптации, полученных при тех же условиях, что и для рис. 5.10. 
Соответствующие графики при использовании в контуре адаптации 
ограничителя показаны на рис. 5.15, где 0О = 0, 0; = 15° и отноше­
ние помеха-собственный шум приемника = 10, 20, 30 и 40 дБ. Из 
сравнения кривых на рис. 5.10 и рис. 5.15 видно, что при PRi — 40 дБ 
зависимости совпадают, так как этот случай является предельным для 
обоих вариантов схем и приводит к одинаковому значению параметра
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Отношение помеха-собственный шум 
приемника по мощности — PR.

Рис. 5.16. Изменение относительной мощ­
ности выходного шума от PR, в устано- 
новившемся режиме в схеме с ограничите­
лем при 00 = 01 И |x'min=l, 3, 10 и 100

[7]

а'т = а = 1,58 • 106 (1/с). Однако при PRi < 40 дБ переходный про­
цесс в схеме с ограничителем затухает значительно быстрее. Может 
показаться, что введение в контур адаптации ограничителя неизбеж­
но приведет к увеличению скорости переходного процесса. Однако при 
использовании в системе нескольких контуров адаптивной подстройки 
не всегда удается обеспечить увеличение скорости переходного про­
цесса при адаптации.

Другое важное различие рассматриваемых вариантов схем заклю­
чается в том, что в установившемся режиме шум на выходе в схеме с 
ограничителем выше, чем в 
исходной (7 дБ по сравнению 
с 1 дБ на рис. 5.10). Это объ­
ясняется в основном тем, что 
коэффициент передачи р' про­
порционален VPRt (а не зна­
чению PRi, как в исходной 
схеме), и поэтому значительно 
меньше соответствующего зна­
чения р для одних и тех же 
значений PRt.

Для уменьшения мощности 
шума на выходе схемы с огра­
ничителем до приемлемого 
уровня необходимо лишь 
иметь значение коэффициента 
Pmin больше, чем в схеме без 
ограничителя. Хотя из выра­
жения (5.76) видно, что при 
увеличении pmin также (почти 
прямо пропорционально) возрастает то, суммарное влияние этого па­
раметра на а' (и следовательно, на скорость переходного процесса 
при адаптации), как видно из (5.61), не велико. Поэтому, увеличивая 
Рты, можно усилить влияние адаптивной составляющей г»2 (°°) без уве­
личения длительности переходного процесса. Графики изменения 
уровня мощности выходного шума в установившемся режиме в схеме с 
использованием ограничителя в зависимости от отношения помеха- 
собственный шум приемника приведены на рис. 5.16. Результаты рас­
четов на рис. 5.16 показывают, что для обеспечения на выходе систе­
мы приемлемого уровня шума необходимо обеспечить р^ы > Ю.

5.3. /V-ЭЛЕМЕНТНАЯ АНТЕННАЯ РЕШЕТКА С N КОНТУРАМИ 
АДАПТИВНОГО УПРАВЛЕНИЯ

Рассмотрев основные принципы работы и характеристики двухэле­
ментной антенной решетки с одним контуром адаптации Хауэлса— 
Аппельбаума, можно перейти к анализу A-элементной линейной ре­
шетки с несколькими контурами, каждый элемент которой имеет свой 
контур адаптивной подстройки. В начале будет рассмотрена схема 
антенной решетки с несколькими контурами адаптации, включенными 
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так же, как в схеме на рис. 5.5. Пример такого построения системы 
показан на рис. 5.17 для шестиэлементной линейной антенной решетки.

Обозначим вектор сигналов от элементов решетки через х, в кото­
ром k-я составляющая xh имеет вид (5.21) и состоит из напряжения 
собственного шума канала приемника nh в стационарном режиме (при 
отсутствии сигналов), с которым суммируются напряжения помехи от 
/ внешних узкополосных источников, т. е.

хт = [%1, х2, ..., Xjv), (5.78)

i= 1
(5.79)

— (л<Ж) sin 0г. (5.80)

Предполагается, что источники помех статистически независимы, при 
этом Jt характеризует амплитуды напряжений в каналах отдельных 
элементов решетки при воздействии /-го источника помех, а 0,- — ази­
мутальную координату этого источника, отсчитываемую от направления

\/ V" V” V V 
Элементы

Х/ антенной 
решетки

Выходной сигнал

Рис. 5.17. Структурная схема линейной шестиэлементной адаптивной антенной 
решетки с управляемой диаграммой направленности [7]
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нормали к раскрыву решетки. Кроме того, предполагается, что каждый 
источник помехи создает напряжения с одинаковой амплитудой во всех 
каналах решетки. Фазы сигналов, принятых отдельными элементами 
решетки, отсчитываются относительно ее геометрического центра.

Как и ранее, сигналы управления диаграммой выбираются так, 
чтобы максимум приемной диаграммы ориентировался в заданном ази­
мутальном направлении 0О. В стационарном состоянии (когда присут­
ствует только собственный шум приемника) адаптивные весовые ко­
эффициенты стремятся к стационарным установившимся значениям

w,y = [ау?|, w<l2, ..., (5.81)
где

w (5.82)

ип = (2лЖ) sin 0О. (5.83)

Значения коэффициентов ah должны подбираться так, чтобы резуль­
тирующая диаграмма направленности имела необходимую форму и 
заданный уровень боковых лепестков. В исходном состоянии резуль­
тирующая диаграмма направленности определяется выражением

Gq (6) = (s?w9) = v exp [/(ы— u0)(2k — N — 1)], (5.84)
k = 1

где s — вектор сигналов единичной амплитуды от отдельных элемен­
тов решетки:

sr = Isl s2, ..., sxl; (5.85)
sh = exp [ju (2k — N — 1)1, (5.86)

а фаза сигналов и связана с азимутальной координатой 0 в дальней 
зоне соотношением

и = (ndlty sin 0. (5.87)

Составляющие вектора управления диаграммой Ь*

Ь*г = [^, (5.88)

связаны с составляющими вектора весовых коэффициентов wq соотно­
шением

bk = chwqh. (5.89)

Выбор значений ck обсуждается в следующем разделе.

5.3.1. Уравнения для весовых коэффициентов

Поскольку каждый из контуров адаптивной подстройки весовых 
коэффициентов в схеме на рис. 5.17 аналогичен рассмотренному ранее 
единственному контуру адаптации в схеме на рис. 5.5, то для состав­
ления уравнений в многоконтурном случае используется та же самая 
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методика. Тогда весовой коэффициент w!{ для k-ro элемента решетки 
будет определяться выражением

wh = b*k-zk. (5.90)
Выходное напряжение корреляционного смесителя равно произведе­
нию сигнала /г-го элемента х\ и суммарного выходного сигнала решетки: 

vk = k*[x'k ^wiX^, (5.91)

где, как и ранее, напряжение vk удовлетворяет дифференциальному 
уравнению интегрирующего /?С-фильтра. Поэтому

где
у = FG.

(5.92)

(5.93)
Параметр у характеризует коэффициент передачи смесителя и кон­

тура управления и полагается одинаковым для всех контуров. В отли­
чие от уравнения (5.26) для схемы с единственным контуром, содержа­
щего только одну неизвестную z2, уравнение (5.92) содержит М неиз­
вестных гъ z2, ..., zN. С помощью (5.90) выразим wk через zk, тогда 
уравнение (5.92) примет вид

(5.94)

Используя матричную форму записи, полную систему дифференциаль­
ных уравнений вида (5.94) для N контуров управления можно предста­
вить в виде

то
dw
ПГ ф W =Ь*~у [X* W^XJ. (5.95)

N
Поскольку (wrx) = (xrw) — 2i wtxi> то выражение в квадратных скоб- 

1=1
ках из (5.95) можно представить в виде

[x*wrx] = [x*xr]w. (5.96)
Математическое ожидание произведения х*хт, по определению,

равно корреляционной матрице входных сигналов
R., а £ {х*х^}. (5.97)

Значения элементов корреляционной матрицы Rxx определяются вы­
ражениями:

4 xt = 2 Ш2 exp [/2«i (/—£)] При l^=k-, (5.98)
i = l
KI2 = I«J2 + f \Ji\* при l = k, (5.99) 
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где (5.99) определяет диагональные элементы матрицы Rx*. При от­
сутствии полезного сигнала корреляционную матрицу можно предста­
вить в виде суммы матрицы собственного шума приемника Rnn и 
матриц внешних помех R„„

где I — единичная матрица.
Решение для (5.103) легко находится в случае, когда матрица Rnn 

диагональна. В общем случае матрица Rnn оказывается недиагональ­
ной, но в силу того, что RxX является положительно определенной 
эрмитовой матрицей, всегда можно найти простое преобразование ко­
ординат, приводящее Rnn к диагональному виду. Матрица Q, обеспе­
чивающая необходимую диагонализацию, является ортогональной. 
Диагональные элементы преобразованной матрицы равны собственным 
значениям исходной матрицы Rnn и находятся из уравнения
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где

(5.100)

(5.101)

(5.102)

Подставив Rnn из (5.100) в (5.95) и перегруппировав слагаемые, полу­
чим матричное дифференциальное уравнение для адаптивных весовых 
коэффициентов в виде

(5.103)

где — соответствующие собственные значения; I — единичная 
матрица. Каждому собственному значению соответствует собственный 
вектор, удовлетворяющий соотношению

(5.104)

(5.105)

(5.106)

Нормированные собственные векторы взаимно ортогональны и их ком­
поненты совпадают со строчными элементами матрицы Q:



Приводя матрицу R„n к диагональному виду с помощью преобразова­
ния Q, получим

IQ* R™Qrl-

к
0
0

0

о А3

0
0
0 (5.107)

...................

Поскольку Rnn = Е {х*хг}, выражение (5.107) можно записать в 
виде

[Q* Rnn СИ] = [Q* х* х7' Qr] = [х* х'П = Л, (5.108)
где

х'= Qx. (5.109)
Выражение (5.109) можно рассматривать как преобразование дей­

ствительного сигнального вектора х в новый вектор х'. Составляющие 
вектора х' определяются собственными векторами матрицы Rnn

x'k = (е*х). (5.110)
Заметим, что составляющие x'k вектора х' обладают двумя особенно­
стями:

1) они не коррелированы между собой, т. е.
Е = 0 при I ф k\ (5.111)

2) их амплитуды равны корню квадратному из соответствующих 
собственных значений

Е {хЭД = ^- (5-112)

Таким образом, преобразование Q эквивалентно действию некоторой 
диаграммообразующей схемы, формирующей ортогональные парци­
альные диаграммы направленности.

Аналогично определим новый вектор управления диаграммой 
направленности b '* с помощью соотношения

K=Qb, (5.113)
где k-я составляющая вектора Ь' определяется &-м собственным век­
тором.

Применение преобразования координат Q к векторам х и Ь* при­
водит к эквивалентной схеме «ортонормированной адаптивной решет­
ки», показанной на рис. 5.18, б. Для сравнения на рис. 5.18, а приве­
дена упрощенная схема реальной системы. Весовой вектор в экви­
валентной схеме w' удовлетворяет матричному дифференциальному
уравнению

dw'
то dt

T-H+yRnnlw^= Ь'*, (5.114)

где
R™ = Е {х'*х'г} = Л. (5.115)
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6

Рис. 5.18. Структурные схемы шестиэлементных адаптивных антенных решеток: 
а — реальной; б — эквивалентной ортонормированной 17]
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Так как Rnn является диагональной матрицей, то уравнение (5.114) 
представляет собой систему независимых линейных дифференциальных 
уравнений. Зная собственные значения, нетрудно найти решения этих 
уравнений. Независимость уравнений, входящих в систему, означает, 
что каждый контур управления в ортогональной антенной решетке 
работает независимо от других, так как входные сигналы x'k не корре­
лировании Дифференциальное уравнение, описывающее работу й-го 
контура управления в ортонормированной системе, имеет вид

dw'h 
то—^ + (1 (5.116)

ас

Коэффициент передачи k-ro контура управления согласно (5.116) мож­
но записать в виде

Ма = Аь (5.П7)

т. е. коэффициенты передачи различных контуров управления, теперь 
определяются соответствующими собственными значениями ковариа­
ционной матрицы входных сигналов. Сравнение (5.117) с (5.38) пока­
зывает, что положительные действительные собственные значения 
соответствуют квадрату амплитуды напряжения сигнала, и на самом 
деле любое собственное значение пропорционально мощности.

Выходная мощность полезного сигнала будет определяться векто­
ром управления диаграммой Ь* согласно формуле

Р, = |wrb|2. (5.118)

Аналогично мощность шума на выходе решетки можно записать как

(5.119)

где предполагается, что сигнальный вектор х образован только собст­
венным шумом канала приемника и шумом, обусловленным внешним 
источником помехи. Тогда отношение сигнал-шум будет определяться 
отношением квадратичных форм:

S

п
j w7 b |2 _ w’t’ [b* br] w 

w^Rnn w
(5.120)

где Rnn—ковариационная матрица шума. Согласно результатам гл. 3 
выражение для оптимального весового вектора, обеспечивающего мак­
симум ОСШ в (5.120), будет иметь вид

WonT = -~ Ь*. (5.121)

где К — постоянный коэффициент.
Из сравнения (5.121) с (4.45) видно, что при отсутствии полезного 

сигнала алгоритмы МСКО и МСШ с точностью до постоянного множи­
теля дают одинаковое значение для оптимального весового вектора при 
условии гЖ(; = Ь*. Таким образом, выбор вектора гжсг при алгоритме 
МСКО эквивалентен выбору вектора Ь* при алгоритме МСШ.
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С учетом изложенного можно считать, что оптимальные весовые 
коэффициенты в ортонормированной системе будут определяться (с 
точностью до скалярного множителя) выражением

(5.123)

Полученное дифференциальное уравнение имеет такую же форму, как 
и уравнение (5.34). Поэтому при входном сигнале в виде ступенчатой 
функции решение (5.123) имеет

Рис. 5.19. Модель k-ro контура адаптив­
ной подстройки ортонормированной ре­
шетки в виде следящего устройства 

0-типа [7]

Здесь w'k (оо) — значение весового коэффициента в установившемся 
режиме; w'k (0) — начальное значение; ак — постоянная затухания 
переходного процесса установления wk. Переходные процессы адап­
тивной подстройки весовых коэффициентов теперь определяются соб­
ственными значениями. Рассматриваемый здесь k-й контур подстройки 
ортонормированной решетки можно представить моделью следящей 
системы 0-типа, схема которой приведена на рис. 5.19.

Определим теперь взаимосвязь между весовыми коэффициентами 
w'k ортонормированной системы и коэффициентами wh реальной систе­
мы. Так как системы, показанные на рис. 5.18, должны быть полностью 
эквивалентны, то

где eik — k-я составляющая первого собственного вектора; e2k — k-я 
составляющая второго собственного вектора; ... едг — k-я составляю­
щая Af-ro собственного вектора.
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где
(5.124)

(5.125)

(5.126)

(5.122)

Подставив (5.117) и (5.122) в (5.116), получим

или

Поэтому

Из (5.129) можно получить выражение для wk в виде

(5.127)

(5.128)

(5.129)

(5.130)



Для вычисления коэффициентов ch, определяющих взаимосвязь 
между векторами Ь* и wQ в (5.89), будем снова считать, что в стацио­
нарном состоянии в каналах системы присутствует только некоррели­
рованный собственный шум приемника. В этом случае в качестве Q 
можно выбрать единичную матрицу и тогда векторы w' и w будут сов­
падать. При Q,; = 1 ковариационная матрица шума в стационарном 
состоянии R„n уже является диагональной, и если предположить, что 
мощности составляющих собственного шума приемника во всех кана­
лах одинаковы и равны |п0|2, то из (5.107) следует, что

QJ Rn„g Q, = [Хо 6U], (5.131)

где

X0 = KI2. (5.132)

т. е. наименьшее собственное значение равно мощности собственного 
шума канала приемника. Это наименьшее собственное значение опре­
деляет минимальный коэффициент передачи в контуре подстройки

Prnm = (5.133)

Поскольку, по определению, весовой вектор в установившемся режи­
ме w (оо) при стационарных условиях должен совпадать с вектором 
wQ, то из (5.125), (5.122) и (5.89) следует

и>„, =----- ----- bl = ——— w„
‘ 1 I'Hmln 1 + Hmln

ИЛИ

Ck = 1 + Hmln- (5.134)

Из (5.124)—(5.126) и (5.117) видно, что эффективная постоянняа 
времени, с которой /г-я составляющая вектора w' сходится к своему 
оптимальному значению, равна т0/(1 + yXft). Таким образом лт|п оп­
ределяет скорость, с которой адаптивная решетка может отслеживать 
изменения уровня шума. Выражение (5.130) показывает, что каждый 
действительный весовой коэффициент может быть представлен в виде 
взвешенной суммы экспоненциальных зависимостей, при этом наи­
более медленно изменяющаяся экспоненциальная зависимость опре­
деляется величиной Xmln.

При работе в условиях распределенного внешнего шумового поля 
адаптивная решетка, построенная по схеме типа показанной на рис. 5.17, 
может в отдельных случаях характеризоваться очень низкой скоро­
стью сходимости [6]. При увеличении у или уменьшении т0 с целью 
повышения скорости сходимости будет увеличиваться уровень шума в 
контуре управления. Медленная сходимость характерна при большом 
значении tr (Rnn)/Xmln, и в этом случае не удается, выбирая у и т0, уве­
личить скорость сходимости без существенного увеличения шума в 
контуре управления.
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5.3.2. Шум контура управления

Адаптивнее весовые коэффициенты, вырабатываемые в системе с 
контурами Хауэлса—Аппельбаума, в установившемся режиме не яв­
ляются постоянными, а содержат также составляющие, меняющиеся 
случайным образом. Можно математически описать изменения весовых 
коэффициентов и вычислить их дисперсию в установившемся режиме. 
Такой «шум» весовых коэффициентов приводит к появлению дополни­
тельной шумовой составляющей на выходе всей решетки. В этом раз­
деле приводятся выражения для дисперсии весовых коэффициентов и 
дополнительного шума на выходе решетки. Более полно приводимые 
здесь результаты рассматриваются в работе [6].

Пусть £ — случайная (шумовая) составляющая адаптивного весо­
вого вектора w и пусть 91 — случайная составляющая матрицы Rnn, 
т. е.

w = w = |, (5.135)

Rn„ = Rnn + ^ (5.136)

где w и Rnn — средние значения. Поскольку адаптивные весовые ко­
эффициенты должны удовлетворять дифференциальному уравнению 

To4r+(, + VR™)w==b*, (5.137)
at

то можно, подставив значения w и Rnn в (5.137) и вычтя полученное 
уравнение из уравнения, найденного в результате подстановки (5.135), 
(5.136) в (5.137), записать

To-J+a+YRnJI^-Y^w. (5.138)

Умножив (5.138) слева на матрицу преобразования Q* и учтя, что 
Q*Qr = I, получим

JL + _L (1+тД)£= —[3Q*SRw = u, (5.139)
dt То

где
£=Q*1 (5.140)
₽ = т/т0. (5.141)

Выражение (5.139) представляет систему N линейных независимых 
дифференциальных уравнений, n-е уравнение которой можно записать 
в виде

(5.142)

оп = (1 + тЛ,п)/т0; (5.143)

ип — ип(х, w, £) = ( —pQ*91w)„, (5.144)

составляющая вектор-столбца и.
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где N — размерность весового вектора w (число степеней свободы 
адаптивной антенной решетки).

Поскольку g = Q*|, то (5.147) принимает вид

Элементы ковариационной матрицы £ (t) в (5.148) с учетом (5.146) 
и определения для ип можно записать как

(5.149)

При выводе этой формулы учитывалось, что Е (S, (/)} = 0 и 31 (/) и 
| (t) — независимые случайные процессы.

Вычисление двойных интегралов в (5.149) оказывается довольно 
трудоемким. Приведем результаты работы 16], где нижняя граница 
для var (w) найдена в виде

212

Умножив (5.142) на ехр(оп/) и проинтегрировав результат в пре­
делах ОТ ta ДО t, ПОЛУЧИМ

Если рассматривать только установившийся режим, то значения ве­
совых коэффициентов будут близки к средним значениям в установив­
шемся режиме. Флуктуации весовых коэффициентов в установившем­
ся режиме можно вычислить по формуле (5.145), полагая t0 — — оо 
и пренебрегая влиянием начального значения tn (Q- Тогда

(5.145)

(5.146)

Важным параметром, характеризующим шум в контурах адап­
тивного управления, является дисперсия весового вектора, опреде­
ляемая соотношением

(5.147)

(5.148)

(5.150)



Здесь параметр Л определяет временной интервал между последова­
тельными независимыми выборочными значениями вектора входного 
сигнала. Для импульсного радиолокатора величина Л примерно рав­
на длительности импульса. Для систем связи А » 1/В, где В — ши­
рина полосы частот сигнала.

Граничное значение для var (w) (5.150) оказывается полезным при 
выборе значений параметров контуров адаптивной подстройки Хауэл- 
са—Аппельбаума. Очевидно, что при больших значениях нижней гра­
ницы для var (w) флуктуации весовых коэффициентов будут велики. 
В практически интересных случаях, когда значение var (w) мало по 
сравнению с произведением w+w, правая часть (5.150) будет близка 
к var (w). Выражение (5.150) можно упростить и привести к виду

var (w) ^РА РА у 1
2 2% Zi Jin+l/T

П — 1

wt Rnnw, (5.151)

где Xn — п-е собственное значение Rnn;

^ = A/₽-(l/T)tr(p); 
Fr = (PH)-1;

H = Rnn~—т

(5.152)
(5.153)

(5.154)

Случайная составляющая адаптивных весовых коэффициентов 
приводит к появлению дополнительного шума на выходе системы. Этот 
шум обусловливает уменьшение эффективности из-за того, что процес­
сор не может устанавливать весовые коэффициенты равными их опти­
мальным значениям. Поскольку полная мощность шума на выходе 
антенной решетки определяется мощностью шума при w = w (равной 
w+Rnnw) плюс мощность дополнительного шума, обусловленная слу­
чайной составляющей весового вектора w, то можно показать, что

Е viT х |2} = wt R„„ w -ф E {V Rn„|}

~ w+ Rn„ w PA
2

N

n — 1

(5.155)H

при yXn 1, n = 1, 2, ..., N. Величина (5A, входящая в выражения 
(5.155) и (5.151), равна уА/т0.

При наличии шума в контурах управления полная мощность вы­
ходного шума увеличивается в (1 + /(«) раз, где согласно (5.155)

(5.156)

А = 112В и В — ширина полосы частот входного сигнала. Таким об­
разом, величина Кп характеризует влияние шума весового вектора.
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При решении уравнения (5.123) было найдено, что эффективная 
постоянная времени самой медленно убывающей составляющей Wk 
равна 

Т8фф т»
1-|-уХ1П!П T^mln

(5.157)

где yXmin '// 1 во избежание смещения установившегося значения ве­
сового коэффициента. С учетом (5.156) и (5.157) получим

.AlAL _1------ У = -life— . (5 д 58)
Л ?v)njn 2Кп ^-лНпи - = 1

Из выражения (5.158) следует, что если наименьшее собственное 
значение Xmln мало по сравнению с tr (Rn„), то для достижения уста­
новившегося режима при малом шуме в контурах управления потре­
буется большое число независимых выборочных значений входного 
сигнала. В этом случае невозможно подбором параметров контуров 
управления обеспечить как малый уровень шума в контурах, так и 
высокую скорость сходимости. В работе [13] дается анализ шума в 
контурах адаптации Хауэлса—Аппельбаума для случая, когда вход­
ные сигналы и весовые коэффициенты статистически зависимы. Этот 
анализ показывает, что характер статистической зависимости влияет 
на шум весовых коэффициентов в установившемся режиме.

5.3.3. Представление адаптивной диаграммы направленности 
антенной решетки с помощью собственных диаграмм

Матрица преобразования Q, определяемая (5.106), образована их 
составляющих нормированных ;и ‘ взаимно* ортогональных собственны - 
векторов корреляционной матрицы. Составляющие собственных век­
торов можно рассматривать как весовые коэффициенты элементов ре, 
шетки, формирующей набор «собственных» диаграмм направленности- 
соответствующих ортонормированным собственным векторам. Поня­
тие «собственной» диаграммы оказывается довольно удобным при рас­
смотрении работы адаптивной решетки. Собственному диаграмму, со­
ответствующую й-му собственному вектору, можно записать в виде 

gfe(0) = (sreft) ^^ehiSi, (5.159)
z — 1

где вектор s и его составляющие в случае линейной A-элементной ре­
шетки определяются выражениями:

sr = [sb s2, ..., swl, (5.160)
st — exp [ju (2i — N — 1)1, (5.161)

и = (nd/A.) sin 0. (5.162)

Введя переменную z, связанную с углом 0 соотношением
z^exp(/2«), (5.163)
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получаем выражение для собственной диаграммы

gft(9) + (5.164)

Выражение в квадратных скобках в (5.164) представляет собой мно­
гочлен, в котором составляющие собственного вектора являются его 
коэффициентами. Представив этот многочлен в виде многочленов пер­
вого порядка, получим

£j£(9) ="(~р7“)Л~1 (2 —Zi)(z—z2)...(z—zw_i)], (5.165)

где корни многочлена zx, z2, ..., z^—i соответствуют нулям собственной 
диаграммы направленности. Зная положения нулей, можно найти со­
ответствующие коэффициенты многочлена либо, зная такие коэффи­
циенты, можно определить положения соответствующих нулей. Все 
корни zr, z2, ..., Zn-\ располагаются на окружности единичного ра­
диуса в z-плоскости. Рассматриваемое представление диаграмм на­
правленности адаптивной антенной решетки с помощью собственных 
диаграмм оказывается особенно полезным по следующим причинам:

1) адаптивные решетки формируют диаграммы с нулями в направ­
лениях на источники помех;

2) антенная решетка с N элементами имеет N — 1 степеней свобо­
ды и поэтому обладает способностью формировать диаграммы направ­
ленности с N — 1 независимыми нулями. Работа адаптивной решетки 
сводится к формированию нулей диаграммы в направлениях на ис­
точники помех;

3) положение нулей диаграммы можно изменять с помощью соот­
ветствующего изменения весовых коэффициентов решетки; пример 
практического использования указанного подхода приведен в работе 
1141;

4) положения нулей определяются соответствующими собственны­
ми диаграммами.

Пусть условия приема характеризуются наличием только одного 
источника узкополосной помехи, расположенного под углом 0Х отно­
сительно нормали к раскрыву решетки. Тогда максимальному собст­
венному значению ковариационной матрицы Rnn соответствует собст­
венный вектор, определяющий собственную диаграмму с максимумом 
в направлении на источник помехи 0Х, как показано на рис. 5.1. Матри­
ца R?lrt в этом случае имеет также и другие собственные значения и 
соответствующие им собственные векторы. Собственные диаграммы, 
определяемые этими векторами, не оказывают существенного влияния 
на работу антенной решетки, и поэтому ее диаграмма направленности 
будет полностью определяться диаграммой, соответствующей макси­
мальному собственному значению.

Результирующую диаграмму направленности антенной решетки 
можно наиболее просто определить на основе анализа эквивалентной 
ортонормированной системы, показанной на рис. 5.18, б, когда вектор 
входного сигнала s определяется выражением (5.161). Поскольку вы­
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ходные сигналы реальной и эквивалентной ортонормированной 
системы должны быть одинаковыми, то

N N
G(0, t')= 2 wisi = 2 wi sd

/=i i=i
(5.166)

или
G (0, i) = w'rs', (5.167)

где
s' = Qs. (5.168)

В данном случае /-я составляющая вектора s' определяется выра­
жением

s/ = efs= У eihsh. (5.169)
fe = i

Это выражение [как следует из (5.159)1 определяет i-ю собственную 
диаграмму, т. е.

s'c = e[s = gi (0). (5.170)

Поэтому результирующую диаграмму направленности можно предста­
вить в виде

G(0, Z)=2^' SdQ), (5.171)
( = 1

т. е. эта диаграмма является взвешенной суммой N собственных ди­
аграмм, весовые множители которой равны адаптивным весовым 
коэффициентам ортонормированной системы.

Поскольку k-я составляющая весового вектора ортонормированной 
системы в стационарном состоянии определяется как

®^ = e^wg, (5.172)

то эта же составляющая в установившемся режиме может быть найдена 
из (5.124) с учетом (5.125), (5.89) и (5.134) в виде

^(<х>)=-1 + Ит1п W' (5.173)

Предположим, как это делалось и ранее, что вплоть до момента 
времени t ~ 0 система находится в стационарном (исходном) состоя­
нии, характеризуемом наличием только собственного шума приемни­
ка, а внешние источники помех включаются в момент времени t = 0. 
Тогда

= (5.174)
и выражение (5.124) можно представить в более удобной форме
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При t = 0 из (5.171) получим
N

G(6, 0) = _2 = (w7s') = (W/Qs).

Из (5.129) видно, что w, = w/Q, и поэтому

G (0, 0) = (wjs) = Gq (0),

(5.176)

(5.177)

где стационарная диаграмма направленности Gq (0) определяется вы­
ражением (5.84).

Подставив (5.177) и (5.175) в (5.171), получим выражение для ре­
зультирующей диаграммы направленности в виде 

где, как уже ранее упоминалось,

И; = (1 4* Pi)/To> = уХг, pmin = Y^min.

Из полученного выражения следует, что результирующая диаграм­
ма адаптивной антенной решетки состоит из двух частей:

1) стационарной (исходной) диаграммы направленности Gq (0),
2) диаграммы в виде взвешенной суммы ортогональных собствен­

ных диаграмм.
Отметим также, что согласно (5.178) весовые коэффициенты при соб­

ственных диаграммах, соответствующих X = А.о, равны нулю, так как 
И; — Pmin = 0. Следовательно, собственные диаграммы, соответст­
вующие Хо, можно не учитывать. Длительность переходного процесса 
формирования результирующей диаграммы (5.178) определяется ве­
личинами ос;, зависящими от соответствующих собственных значений, 
так что большему собственному значению соответствует более быстро 
устанавливающаяся составляющая диаграммы.

Целесообразность использования рассмотренного способа описания 
характеристик адаптивной антенной решетки с помощью собственных 
диаграмм можно проиллюстрировать на примере восьмиэлементной 
линейной решетки с d. = Х/4 при воздействии двух источников узко­
полосных помех, расположенных под углами 0Х = 18° и 02 = 22° и 
характеризуемых примерно одинаковыми отношениями помеха-соб- 
ственный шум приемника РРЛ = 1250 и PR2 = 1200 соответственно. 
Ковариационная матрица Rnn в этом случае имеет два отличных от %0 
собственных значения: X* = 18544,4 и Х2 = 1057,58. Несмотря на то, 
что мощности помех примерно одинаковы, собственные значения 2^ 
и Х2 существенно различаются из-за того, что угловое расстояние меж­
ду источниками мало по сравнению с шириной диаграммы в стационар­
ном состоянии.

Собственным значениям Xi и Х2 соответствуют собственные диаграм­
мы направленности g{ (0) и g2 (0), показанные на рис. 5.20. Как видно 
из рисунка, диаграмма g{ (0) имеет один главный лепесток, в который 
попадают излучения обоих источников помех. Полная выходная мощ­
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ность, определяемая этой диаграммой, равна первому собственному 
значению Д:

41- = 1 + Л Si2 (61) + Рг g? (02) = 18 5 44. (5.179)
Ло

Диаграмма g'z (0) имеет два главных лепестка, и излучения источников 
помех попадают в разные лепестки. Полная выходная мощность, оп­
ределяемая этой диаграммой, равна второму собственному значению 
Z,2 и, следовательно,

I Л^2(02)-1057. (5.180)
Ao

Хотя выходные сигналы, соответствующие обеим собственным диаг­
раммам, содержат составляющие от двух источников помех, они, тем 
не менее, не коррелированы. Корреляционный момент выходных сиг­
налов, опеределяемых собственными диаграммами, равен

Е {%;• хО - Е {| д g; (0t)(О,) -i--e {| д|2} (oz) (o2). (5.1 si) 

Из (5.181) следует, что корреляционный момент может быть равен ну­
лю, если произведение диаграмм Jgf (0)g) (0)1 положительно при 0 =
— 0Х и отрицательно при 0 = 02. На рис. 5.21 представлены диаграм­

мы направленности антенной решетки в стационарном (исходном) и в 
установившемся (после адаптации) состояниях для рассматриваемого 
примера с двумя’ источниками помех.

Рис. 5.20. Две собственные диаграммы и Д (0) (к примеру с. двумя
источниками помех) [7|
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Зависимость изменения мощности выходного шума от времени в 
рассматриваемом примере с двумя источниками помех иллюстрируется 
рис. 5.22. На графике зависимости видны два участка с различной кру­
тизной, что объясняется различием собственных значений и Х2 мат­
рицы Rnn.

5.3.4. Иллюстративный пример. Определение характеристик 
линейной /V-элементной адаптивной антенной решетки

Для иллюстрации основных результатов, полученных в предыдущих разде­
лах, в данном разделе будут рассмотрены характеристики восьмиэлементной ли­
нейной антенной решетки при различных условиях приема сигналов. Этот при­
мер поможет определить зависимость наиболее важных характеристик системы 
от выбираемых параметров и условий приема сигналов.

Начальные условия и допущения. Предполагается, что в стационарном со­
стоянии вплоть до момента времени t = 0 в каналах системы присутствует толь­
ко собственный шум приемника, а в момент времени t = 0 включаются источники 
внешних помех. Среднее квадратичное значение напряжения собственного шума 
в каналах элементов антенны полагается одинаковым и равным п0, поэтому соб­
ственное значение Хо в стационарном состоянии равно |и0|2. Величина Хо в соот­
ветствии с (5.133) будет определять минимальное значение коэффициента переда­
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чи в контуре управления pmln. Для схемы, показанной на рис. 5.17, удобно вы­
брать |хп11п == 1- Будем предполагать, что коэффициенты усиления усилителей 
G устанавливаются соответствующим образом.

После выбора значения рга1п можно, используя формулу (5.117), представить 
(.1; через отношение собственных значений

Pi/Pmin (5.182)
В исходном состоянии диаграмма направленности Gg (0) и соответствующий 

ей весовой вектор wf/ определяются выражениями (5.81)—(5.84). Положив d~ 
— Х/2, и = (л/2) sin 0, = 1, получим

Gg (6) =
sin 8 (и—»о) 
sin (и—и0)

(5.183) 

(5.184)

Тогда составляющие вектора управления диаграммой Ь* можно получить из вы­
ражений (5.134) и (5.82) в виде

ck — (1 + Hmln) — 2, 

b*k = ckWqk^e-^k-^.
(5.185)

(5.186)

Условие получения максимума мощности для каждою из контуров ортонор- 
мированной системы, показанной на рис. 5.18, б, полностью аналогично соответ­
ствующему условию для системы с одним контуром управления. Поэтому по ана­
логии с (5.46) можно получить выражение для максимального коэффициента пере­
дачи контура управления в виде

(^тах )

X /
(5.187)

где Хтах — максимальнее собственное значение. Предполагается, что ширина 
полосы пропускания Вс и постоянная времени фильтра т0 одинаковы для всех 
контуров управления. Постоянную времени т0 можно найти из (5.187) в виде

или

(5.188)

(5.189)

Мощность шума на выходе антенной решетки и уменьшение ОСШ. Показа­
телем эффективности, представляющим наибольший интерес, является выигрыш 
в ОСШ, обеспечиваемый адаптивной решеткой по сравнению с обычной при одной 
и той же помеховой ситуации. Однако для получения представления об эффектив­
ности системы, как правило, вполне достаточно рассмотреть изменение мощности 
выходного шума в процессе адаптации. Поскольку собственный шум прием­
ника и сигналы источников внешних помех статистически независимы, полная 
мощность шума на выходе равна сумме мощностей собственного шума и помех.

Выходная мощность, обусловленная только собственным шумом каналов 
приемника, определяется выражением

N N
I (О I2 = У \®кпк\2= 2 I w'i п» I2- (5.190)

k=l i=i
Подставив в это выражение из (5.175), получим

k
I Уоп (0 I2 = I "о |2 2 [l-^(0]2|<|a, (5.191)

1=1 1 г|
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где

(5.192)

Из (5.192) видно, что А( (/) обращаются в нуль при t = 0 и при р; = р0. 
Поэтому в исходном состоянии при t = О

так как выходная мощность шума в этом случае должна быть одинаковой как в 
реальной, так и в эквивалентной ортонормированной системе. Следовательно, 
(5.191) можно переписать в виде

Форма записи (5.194) особенно удобна тем, что здесь не требуется вычисления 
и>^ , соответствующих собственному значению Хо, так как для них A (t) = 0.

Мощность помех, принимаемых от А? внешних источников, равна сумме мощ­
ностей отдельных составляющих на выходе антенной решетки:

(5.195)

где Рт — отношение помеха-собственный шум приемника по мощности для г-го 
источника; 0Г — его угловая координата; G (0г, t) определяется (5.178).

Полная мощность шума на выходе решетки будет равна сумме мощностей 
(5.194) и (5.195). Отношение этой мощности к мощности шума в стационарном со­
стоянии (5.193) определяется как I

(5.196)

Зависимость этого отношения от времени обычно используется для графической 
иллюстрации переходного процесса. Эта зависимость весьма удобна, так как она 
характеризует «общее» изменение весовых коэффициентов в процессе адаптации.

Степень уменьшения ОСШ по сравнению с его значением в стационарном ре­
жиме определяется соотношением

(5.197)

где второй сомножитель дается формулой (5.196).
Собственные значения и собственные векторы ковариационной матрицы 

шума. Собственные значения эрмитовой ковариационной матрицы шума Rnn на­
ходятся из уравнения

а соответствующие собственные векторы — из
(5.199)

(5.193)

(5.194)

(5.198)

Rnn Cj — е/,
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где матрица Rnn определяется Соотношениями (5.100)—(5.102). Для удобства 
вычислений будем считать, что мощность собственного шума приемника равна 
единице. При этом мощности всех других сигналов будут равны их отношениям 
к мощности собственного шума приемника. Тогда в стационарном состоянии (при 
отсутствии внешних помех) матрица шума Rnnq является единичной. При на­
личии R источников внешних узкополосных помех матрица Rnn принимает вид

К
Rnn = I+SPrMr> (5.200)

г=1

где Мг — ковариационная матрица r-й помехи.
Спектр широкополосной помехи можно представить в виде набора некорре­

лированных дискретных спектральных линий, как показано на рис. 5.12. Если 
через Рг обозначить полную мощность помехи, то мощность, соответствующая од­
ной спектральной линии (полагая, что общее число таких линий составляет Lr), 
будет

PTl~Pr]LT. (5.201)

Пусть Вг—ширина полосы частот r-й помехи в процентах, тогда для Z-й спект­
ральной линии относительный сдвиг частоты будет

(5.202)

Ковариационную матрицу Rnn при наличии R внешних источников широкополос­
ных помех можно записать теперь в виде

Я Lr
Rnn = 1+2 Priori- (5.203)

r==l ! = 1
Элемент m-й строки и и-го столбца матрицы Mrj определяется соотношением 

(Mrl)mn = e'2“rl{n~m), (5.204)

где

II
f0

Л -
— sinOr. (5.205)

Поскольку адаптивная антенная решетка не может реагировать на сигналы 
вне полосы пропускания каналов Вс, то считается, что Вг не превышает Вс.

Характеристики антенной решетки при различных условиях приема сигналов.
Используя полученные соотношения для ковариационной матрицы сигналов, 
можно рассчитать характеристики адаптивной решетки для любого заданного 
распределения источников как узкополосных, так и широкополосных помех. 
Как было уже показано, при наличии одиночного источника узкополосной поме­
хи в области бокового лепестка исходной диаграммы направленности имеется 
лишь одно, отличное от Ло = 1, собственное значение, а результирующая диа­
грамма направленности после адаптации характеризуется незначительными иска­
жениями в главном лепестке. При наличии в области бокового лепестка диаграм­
мы двух близко расположенных источников узкополосных помех, обладающих 
примерно одинаковыми мощностями, имеются два существенно различных соб­
ственных значения, не равных Х.о. Из характеристик системы для рассмотрен­
ного примера с двумя источниками помех (рис. 5.21 и 5.22) видно, что искаже­
ния главного лепестка малы.

При наличии в области боковых лепестков четырех источников узкополос­
ных помех имеются четыре, отличных от Ло, собственных значения и для формиро­
вания нулей адаптивной диаграммы в направлениях на эти источники помех по­
требуются четыре степени свободы. В этом случае возможны значительные иска­
жения главного лепестка результирующей диаграммы направленности.
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Схема адаптивной антенной решетки, в которой на каждый элемент прихо­
дится один контур Хауэлса — Аппельбаума, наиболее пригодна для обработки 
узкополосных сигналов. Однако она может использоваться и при широкополос­
ных помехах с относительной полосой до 20%.

В случае очень широкополосных помех потребуется трансверсальный фильтр 
на базе многоотводной ЛЗ в каждом канале, при этом к каждому отводу ЛЗ под­
ключается контур Хауэлса — Аппельбаума.

При наличии одиночного источника узкополосной помехи в области главного 
лепестка исходной диаграммы направленности для удовлетворительного подав­
ления помехи на выходе системы потребуется одна степень свободы (один нуль 
в диаграмме), однако результирующая диаграмма после адаптации будет сильно 
искажена по сравнению с исходной. В тех случаях, когда направление излучения 
источников помех совпадает с областью главного лепестка диаграммы направ­
ленности, мощность шума па выходе системы не может служить мерой, характе­
ризующей ее эффективность, так как па результирующее ОСШ будут сильно вли­
ять искажения формы главного лепестка диаграммы. В этих случаях могут быть 
введены ограничения па форму главного лепестка диаграммы направленности 
(см. разд. 5.4).

5.3.5. (V-элементная антенная решетка с ограничителями 
в контурах адаптивного управления

В разд. 5.3.2 было показано, что характеристики адаптивной решет­
ки зависят как от внешнего шумового поля, так и от параметров кон­
туров адаптивного управления. Уровни мощности внешних источ­
ников помех и их угловые положения определяют ковариационную 
матрицу шума и ее собственные значения. В свою очередь, собственные 
значения непосредственно влияют на характеристики решетки, так 
как и длительность переходного процесса при адаптации и шум кон­
тура адаптивного управления целиком зависят от этих собственных 
значений. При нестационарных условиях приема сигналов могут на­
блюдаться значительные изменения характеристик решетки, прояв­
ляющиеся в чрезмерном возрастании уровня шума контура адаптив­
ного управления в случае сильной помехи или в очень низкой скорости 
сходимости в случае слабой помехи. Введя в контур адаптивного уп­
равления ограничитель, можно значительно снизить влияние изменяю­
щегося уровня шума и уменьшить динамический диапазон сигналов в 
контуре адаптации без ухудшения рабочих характеристик системы [12].

В многоэлементной антенной решетке ограничители вводятся в 
цепи сопряженных сигналов аналогично тому, как это делалось в схе­
ме с одним контуром адаптивного управления в разд. 5.2.3. Схема шес­
тиэлементной адаптивной решетки с использованием ограничителей 
показана на рис. 5.23.

При использовании ограничителей входные сигналы корреляци­
онных смесителей (обозначаемые ранее х*) теперь будут определяться 
как uf = при этом амплитудные флуктуации сопряженных
сигналов будут устранены и останутся только фазовые. Выходное 
напряжение корреляционного смесителя vk, определяемое ранее (5.91), 
теперь запишется как

v’k=k2(u*k 2 (5.206)
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Выходной сигнал X и: л.

i = 1 1 1

Рис, 5.23. Структурная схема шестиэлементной адаптивной антенной решетки 
с использованием ограничителей [7]

Из сравнения (5.206) н (5.91) видно, что Uk заменяет xk- При этом ре­
зультирующее матричное дифференциальное уравнение для модифи­
цированной схемы принимает вид

т0—+[I + y'Mlw=b*. (5.207)
dt

Это уравнение аналогично уравнению (5.103), если учесть, что М за­
меняет Rnn и / = k2G'. Матрица М является модифицированной (с 
учетом ограничения) ковариационной матрицей шума, элементы кото­
рой определяются формулой

Мтг = £[^ЦЦ. (5.208)
I Iхт | ]

Полагая, что квадратурные составляющие каждого сигнала хк являют­
ся гауссовскими случайными величинами с нулевым средним и дис­
персией о2, элементы ковариационной матрицы М можно вычислить не­
посредственно из элементов матрицы Rnn, используя соотношение [12]

(5.209) 
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Следовательно, элементы матриц М и R,ln отличаются лишь множите­
лем (1/о)|Лл78. Поэтому эффективные постоянные времени, определяю­
щие скорость сходимости и уровень шума контура управления, долж­
ны умножаться на этот же коэффициент, в результате чего уменьшает­
ся зависимость характеристик антенной решетки от мощности внеш­
него шумового поля.

Заметим, что при идентичных каналах введение ограничителей не 
приводит к изменению относительных величин элементов ковариаци­
онной матрицы входного сигнала и соответствующих собственных зна­
чений. Поэтому в случаях, характеризуемых большим разбросом соб­
ственных значений, введение ограничителей не приводит к уменьше­
нию этого разброса, которое необходимо для обеспечения как малой 
длительности переходного процесса, так и малого уровня шума кон­
тура адаптивного управления. Тем не менее использование ограничи­
телей всегда уменьшает динамический диапазон сигналов в контурах 
адаптивной подстройки, тем самым упрощая их техническую реализа­
цию.

5.4. ВВЕДЕНИЕ ОГРАНИЧЕНИЙ НА ФОРМУ ДИАГРАММЫ 
НАПРАВЛЕННОСТИ

Несмотря на то, что с помощью антенной решетки, максимизирую­
щей ОСШ, формированием нуля диаграммы в направлении источника 
помехи последняя может подавляться при некоторых положениях ис­
точника помехи (особенно соответствующих области главного лепест­
ка диаграммы направленности), форма главного лепестка диаграммы 
может быть настолько искажена, что ОСШ фактически будет ухуд­
шаться. Кроме того, полезные сигналы иногда могут иметь такой уро­
вень мощности, который может вызвать появление нежелательных 
реакций адаптивного процессора, приводящих к искажению формы 
полезного сигнала или его подавлению. Для предотвращения возмож­
ности такого ухудшения характеристик можно ввести ограничения 
так, чтобы адаптивный процессор сохранял неизменными параметры 
полезных сигналов, принимаемых главным лепестком диаграммы на­
правленности, и обеспечивал одновременно хорошее подавление по­
мехи, поступающей на боковые лепестки. Рассматриваемые здесь ме­
тоды ограничений были предложены в работе [15].

Основные методы введения ограничений для главного лепестка ди­
аграммы направленности антенной решетки можно классифицировать 
следующим образом.

1. Во временной области. При отсутствии полезного сигнала в 
главном лепестке диаграммы процессор осуществляет адаптацию для 
подавления помехи. Полученные при этом адаптивные весовые коэф­
фициенты поддерживаются неизменными до следующего периода адап­
тации. Несмотря на то, что при таком подходе с помощью адаптивного 
процессора параметры полезных сигналов в главном лепестке диаг­
раммы сохраняются неизменными, в системе могут возникать искаже­
ния из-за воздействия помехи в направлении главного лепестка. Кро-
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ме того, такая система будет неудовлетворительно работать при дейст­
вии мерцающих помех. 

2.  В частотной области. Если все помехи более широкополосны, 
чем полезный сигнал, то при введении соответствующего ограничения 
адаптивный процессор не будет реагировать на полезный сигнал и бу­
дет производить адаптацию лишь по тем частотным составляющим, 
которые находятся вне полосы полезного сигнала. При таком подходе 
эффективность подавления может до некоторой степени уменьшаться, 
а форма главного лепестка диаграммы - существенно искажаться. 

3.  В пространственной области (по углу), Можно выделить три 
метода введения ограничений для главного лепестка диаграммы на­
правленности в установившемся режиме на основе использования: 
а) пилот-сигналов; б) пространственных фильтров до адаптивного 
процессора; в) управляемых пространственных фильтров. Эти мето­
ды также полезны при Воздействии сигналов малой длительности, так 
как они уменьшают скорость адаптации для сигналов, принимаемых 
по главному лепестку диаграммы направленности антенной решетки. 

Характеристики систем при использовании методов ограничений 
как во временной, так и в частотной областях в значительной степени 
зависят от типа радиолокационной системы и помеховой ситуации. 
Применение этих методов не позволяет избежать искажений диаграм­
мы, если помеха действует в направлении главного лепестка. Поэтому 
наибольший интерес представляют методы ограничений в пространст­
венной области. Далее рассматривается каждый из трех указанных 
методов ограничения по углу. 

Для иллюстрации методов введения ограничений с использованием 
пилот-сигнала рассмотрим многоканальное устройство компенсации 
помех, принимаемых по боковым лепесткам диаграммы направлен­
ности (КБЛ), схема которого приведена на рис. 5. 24. Отметим, что 
представленные здесь интеграторы с цепями обратной связи в каждом 
канале аналогичны интегрирующим фильтрам, используемым в кон­
турах адаптивного управления в схеме Хауэлса-Аппельбаума. 

Пилот-сигналы служат для формирования диаграммы направлен­
ности и сохранения неизменного значения КНД (тем самым позволяя 
избежать уменьшения ОСШ). Такие пилот-сигналы вводятся в каж­
дый канал устройства и представляют собой сигналы непрерывного 
излучения, которые могут быть легко выделены из полосы частот по­
лезного сигнала. В данном случае для управления диаграммой направ­
ленности нет необходимости использовать фазовращатели, показан­
ные на рис. 5. 24, так как вводимы пилот-сигналы могут иметь опре­
деленные фазовые соотношения соответствующие требуемому направ­
лению максимума диаграммы. Амплитуды и фазы вводимых пилот- 
сигналов S1-S4 могут быть представлены вектором μs, где s - вектор 
единичной длины и μ скалярный множитель. Опорный сигнал пред­
ставляется пилот-сигнадом s0. 
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Рис. 5.24. Структурная схема многоканального К.БЛ с использованием пилот- 
сигнала для управления диаграммой направленности

Дифференциальное уравнение для весового вектора показанного 
на рис. 5.24 устройства с контурами адаптивного управления можно 
записать в виде

= и* (/) е (/) — w (/). (5.210)
dt

Поскольку е = |xs0 — xTw, то, учтя результаты разд. 5.3.5 и вычислив 
математическое ожидание обеих частей (5.210), получим

=№s, — [I + gRxx]w, (5.211)
dt

где g — коэффициент усиления, учитывающий прохождение сигнала 
через корреляционный смеситель и ограничитель. Решение уравнения 
(5.211) в установившемся режиме имеет вид

wss = П + gR.vJ_1glir's0- (5.212)

При отсутствии полезного сигнала

х = n + |is, (5.213)

где п и ps — векторы шума и пилот-сигнала соответственно. Поэтому

Rxx А Е {х*хг} = R,in + ps*sr, (5.214)
r«0 Е {x*s0} = ps*s0. (5.215)
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Подставив формулы (5.214) и (5.215) в (5.212), можно показать, что

wSS
К-1 s* gp2 So

1+gp2 s^K-1 s* ’

где К = I + gRnn. Подстановка выражения для К-1 в (5.216) дает
(l + gRnnl^s* gp-2 so

1 + gP2 s? (I + gRnn)_1 s*
(5.217)

Для сильных нилот-сигналов р2-+оои выражение (5.217) принимает 
вид

wss ~ s0. (5.218)
L sr (I-PgRnn)-1** J

Из выражения (5.218) следует, что если вектор s имеет составляющие с 
одинаковыми амплитудами (соответствующими выходным напряжени­
ям элементов), то значение главного луча диаграммы направленности 
будет определяться как

srwss ~ s0, (5.219)

т. е. будет равно постоянной величине, не зависящей от ковариацион­
ной матрицы шума Rnn (и, следовательно, не зависящей от любого 
принимаемого сигнала).

В схеме на рис. 5.24 используется только одна совокупность пилот- 
сигналов для реализации единственного ограничения. Можно реали­
зовать также и многие ограничения, вводя соответствующие совокуп­
ности пилот-сигналов на разных частотах. Пилот-сигналы могут вво­
диться непосредственно на входе каждого канала, при этом будет осу­
ществляться компенсация любых амплитудных и фазовых погрешно­
стей, что является достоинством данного метода. В случае сильных пи­
лот-сигналов элементы в каналах должны обладать большим динами­
ческим диапазоном, а сами такие сигналы должны отфильтровываться 
на выходе антенной решетки.

5.4.2. Использование предварительной пространственной 
фильтрации

Совершенно иной метод введения ограничений в адаптивной ан­
тенной решетке основан на использовании «предварительной (до адап­
тивного процессора) пространственной фильтрации», при которой с 
помощью фазовращателей формируются два управляемых луча. Об­
щая структура такой системы показана на рис. 5.25. В этой системе 
главный луч формируется с помощью фиксированных весовых коэф­
фициентов, представляемых вектором s* (единичной длины). Второй 
луч (называемый «компенсирующим») является адаптивным и форми­
руется многоканальным КБЛ, входные сигналы каждого канала ко­
торого образуются с помощью пространственного фильтра, характе­
ризуемого матрицей преобразования А. Число выходных каналов 
пространственного фильтра на единицу меньше числа входных кана­
лов. Преобразование А выбирается таким, чтобы в направлении глав-
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Рис. 5.25. Общая структурная 
схема пространственной фильтра­
ции е предварительной адапта­

цией

С о

ного луча сохранялся постоянный коэффициент передачи, а для этого
необходимо, чтобы As = 0. 

Для схемы на рис. 5.25 имеем:
ет = s+x = xrs*, (5.220)
е0 = ет - уги, (5.221)

и = Ах. (5.222)
Поэтому

е0 = s+x — угАх = (s* — А’у)7 х = wrx. (5.223)

Общий весовой вектор для системы в целом может быть записан в виде 
w = s* — Агу. (5.224)

Следовательно,
srw = sT (s* — Агу) = ||s||2 — srAry. (5.225)

Поскольку матрица А была выбрана так, чтобы As = 0, то

srw = ||s||2 = 1. (5.226)

Обозначим ковариационную матрицу вектора и через

RI(U Л Е {и*и7} = Е {А*х*хОИ} = А* ИЖЛАГ. (5.227)

Блок многоканального КБЛ вырабатывает весовой вектор у, удов­
летворяющий матричному дифференциальному уравнению [соответст­
вующему (5.210)1

А-=^и*е0—У- (5.228)

В установившемся режиме (когда dyldt = 0) получим
II + gRuJy = gE {U*em}, (5.229) 
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где g — коэффициент усиления. Правая часть выражения (5.229) ха­
рактеризует взаимную корреляцию вектора ет с каждой составляющей 
вектора и. Используя формулы (5.220), (5.222) и (5.227), определяющие 
величины, входящие в (5.229), можно получить

(I + gA*RxxA7’)y = gA*Rxxs*. (5.230)
Умножив (5.230) слева на А7' и учтя (5.224), можно показать, что ве­
совой вектор w в установившемся режиме удовлетворяет уравнению

(I + gA7A*Rxx)wss = s*. (5.231)
Если вектор х не содержит полезного сигнала, то матрица Rxx может 
быть заменена матрицей Rnn.

В том случае, когда g очень велико, из (5.230) получим
A* RxxAry = A* Rxxs* (5.232)

или
A*RXX (s* — Агу) = A*Rxxwss = 0. (5.233)

Поскольку As = 0 и матрица преобразования А имеет ранг N — 1, 
то из выражения (5.233) следует, что Rxxw пропорционально s*, т. е.

Rx«wss = ps* (5.234)
или

wss = p.R«s*, (5.235)

где р — коэффициент пропорциональности, который можно найти из 
формулы (5.226). Подставив р = (s^RE^s*)-1 в выражение (5.235), 
получим

W,s = R-~----- (5.236)
s/ R7?s*

в качестве решения, к которому приближается общий весовой вектор, 
когда величина g становится очень большой.

Несмотря на то, что предварительная пространственная фильтра­
ция, в отличие от рассмотренного случая, не связана с проблемами 
обеспечения динамического диапазона, тем не менее она требует соз­
дания нескольких лучей, что может оказаться дорогостоящим. Кроме 
того, точность фазовращателей, используемых для управления диаг­
раммой, будет влиять на эффективность вводимых ограничений, од­
нако это влияние характерно для всех трех рассматриваемых здесь 
методов.

В работе [151 рассмотрены два конкретных способа реализации пред­
варительной пространственной фильтрации по схеме, приведенной на 
рис. 5.25, с использованием: 1) матрицы преобразования Батлера 
(Butler) для получения ортогональных лучей, один из которых пола­
гался «главным» и 2) матрицы преобразования А, соответствующей 
поэлементному вычитанию сигналов. Несмотря на отдельные разли­
чия, суть способа, с помощью которого в таких системах вводятся ог­
раничения, оказывается той же самой, что и в общей структуре, соот­
ветствующей схеме на рис. 5.25.
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5.4.3. Использование управляемых пространственных 
фильтров

На рис. 5.26 показан контур адаптивного управления Хауэлса— 
Аппельбаума с ограничениями, вводимыми непосредственно в контур 
с помощью пространственного матричного фильтра. Назначением та­
кого пространственного фильтра является устранение любых состав­
ляющих сигнального вектора v, коллинеарных управляющему векто-

wk

1_ £jLLd_
Пространственный 
матричный фильтр р

ик

Рис. 5.26. Структурная схема адаптивного процессора с пространственным 
фильтром в контуре управления

ру Ь* (единичной длины), с помощью операции проектирования. Уст­
ранение таких составляющих приведет к тому, что коэффициент пере­
дачи антенной решетки в направлении, задаваемом вектором Ь, будет 
постоянным.

Для схемы на рис. 5.26
v (/) = u*(0xr(0w(/). (5.237)

Вычислив математические ожидания всех величин из (5.237), можно 
заметить, что в установившемся режиме

v = gRxawss, (5.238)
где g—коэффициент усиления. Теперь

z P V g'PR.v.v vvss. (5.239)
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С учетом равенства w = b* — z выражение (5.239) можно перепи­
сать в виде

Проекционная матрица, соответствующая пространственному фильт­
ру, устраняющему составляющие сигнала в направлении Ь, определя­
ется выражением

Подставив (5.241) в (5.240), получим

Перепишем (5.243) в виде

(5.241)

(5.242)

(5.243)

(5.244)
где Q Л (I + gRxaJRxA Применив формулы для обращения матриц 
из приложения Г, получим

(5.245)

Знаменатель выражения (5.245) можно упростить следующим образом:
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(5.240)

Подставив выражения (5.245) и (5.246) в (5.244), получим соотно­
шение, которому должен удовлетворять весовой вектор в установившем­
ся режиме:

(5.247)

Введение проекционной матрицы вида Р = I — Ь*ЬГ накладывает 
ограничение на значение диаграммы антенной решетки только для 
направления, задаваемого вектором Ь. Если ограничения должны рас­
пространяться на определенную область главного лепестка диаграм­
мы, а не только на одно направление, то потребуется введение допол­
нительных ограничений. Кроме этого, желательно, чтобы эти ограни­
чения представлялись ортогональными векторами, что позволит сни­
зить требования к точности пространственного матричного фильтра. 
Матрица проектирующего фильтра для семейства ограничений в орто­
гональном виде может быть записана как

где cmcn = 6m,i — символ Кронекера. Здесь ст — векторы огра­
ничений.

(5.248)
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Ограничение, обеспечивающее сохранение неизменным значение 
КНД в максимуме луча, обычно называют ограничением «нулевого 
порядка». Решение, получаемое для весового вектора при ограниче­
нии нулевого порядка, будет отличаться от решения, найденного без 
ограничений (Р = I), только постоянным скалярным множителем.

Ограничение только в одном направлении обычно не оказывает 
достаточного влияния на диаграмму и поэтому не находит широкого 
применения. Рассмотрим использование множественных ограничений 
для увеличения области главного луча (на которую распространяются 
указанные ограничения) с помощью фиксаций нескольких первых 
производных по углу диаграммы в интересующих направлениях. Ог­
раничение, основанное на управлении /n-й производной, обычно на­
зывается ограничением «m-го порядка».

Для того чтобы получить вектор ограничения ст, соответствую­
щий т-й производной функции, описывающей диаграмму, заметим, 
что такая функция в случае линейной антенной решетки может быть 
записана как

N
G(0) = 2 wheike- (5.249)

fc=i

Отсюда следует, что m-я производная функции G (0) определяется вы­
ражением

Gm (9) = 2 wh е'ш. (5.250)
t=i

Поэтому составляющие вектора ст (для т = 0, 1 и 2) записываются 
как

со; ~ ^о> (5.251)
Cii = e0 + clf, (5.252)

C2i==f0 + fit + f2i2. (5.253)

Постоянные, определяющие составляющие вектора ст, выбираются
так, чтобы все ст были единичной длины и взаимно ортогональными.

Представим вектор wQ (вектор весовых коэффициентов требуемой

1 = 0

диаграммы) в виде
wg = а0 с0 + й! q + а2 с2 + аг q, (5.254)

где сг — некоторый «остаточный» вектор, ортогональный с0, Cl, C2>

а
= wjq при i = 0, 1,2, (5.255)

2
arq = wg— at fz- (5.256)

Соответствующая введенным ограничениям матрица Р имеет вид

Р = 1—сос? -qct—с2с| —(5.257)
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Пространственный матричный фильтр, построенный в соответствии 
с (5.257), формирует сигнальный вектор z, не содержащий составляю­
щих в направлении векторов с0, сь с2. Затем снова прибавляется 
вектор wq (на схеме рис. 5.26 в точке, где вводится Ь*) для формирова­
ния результирующего весового вектора w.

5.5. ОГРАНИЧЕНИЕ ДЛЯ СЛУЧАЯ ИЗВЕСТНОГО УРОВНЯ 
ПОЛЕЗНОГО СИГНАЛА

На практике встречаются случаи, когда может отсутствовать ап­
риорная информация либо о структуре полезного сигнала, либо о на­
правлении его прихода. Тем не менее за счет использования способ­
ности адаптивной антенной решетки распознавать уровни сигналов 
возможно решение задачи приема слабого полезного сигнала при на­
личии сильных помех. Такая задача может быть решена введением ог­
раничения в алгоритм адаптации с целью исключения возможности 
подавления всех сигналов (включая помехи), уровень которых не пре­
восходит определенной величины. За счет выбора порогового уровня, 
превышающего уровень мощности входного полезного сигнала, сла­
бый полезный сигнал подавляться не будет, тогда как все помехи, пре­
высившие этот пороговый уровень, будут подавлены.

Наиболее распространенный метод распознавания сигналов по 
уровню их мощности сформулирован в 116] и основан на введении в 
контур адаптивного управления Хауэлса—Аппельбаума обратной свя­
зи. Для получения такого же результата в [17] предложен другой ме­
тод, основанный на использовании вектора управления диаграммой 
направленности наряду с дополнительным сигналом смещения. В ка­
честве иллюстрации первого метода рассмотрим антенную решетку 
с адаптивным управлением нулями диаграммы направленности, пока­
занную на рис. 5.27. Работа контуров управления подстройкой весо­
вых коэффициентов осуществляется в соответствии с дифференциаль­
ным уравнением

= а {х (/) [х0 (/) —х+ (/) w] —aw}, (5.258)
dt

где а — скалярный множитель. С помощью дополнительной ветви об­
ратной связи, минующей интегратор, обеспечивается установка поро­
гового уровня (по мощности).

При достаточно малом значении а можно считать, что вектор w в 
(5.258) аппроксимируется своим математическим ожиданием так, что

-37-= «(rxxo — [Rxx + «5] w). (5.259)
at

Тогда весовой вектор в установившемся режиме будет
W = [Rx.x + al]-1 r„„. (5.260)

При наличии полезного сигнала выходное отношение сигнал-помехаф- 
Дшум можно записать как

ОСШ = l/[(Pe/|s0- wt s|2) — 1], (5.261)
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где Ре — общая выходная мощность; s — вектор направления для 
полезного сигнала; s0 — составляющая полезного сигнала в основном 
канале. Если ввести обозначение

TO

Можно показать, что

SN'

| So— wt s I2
Ре

ОСШ =------- !------- .
(1/S/V')- 1

Л'

1 = 1

I (Qr.r.v,)i I2 

-Ч (М + а)2

(5.262)

(5.263)

(5.264)
.-2

где Q — унитарное преобразование, приводящее матрицу Ижя. к диа­
гональному виду; Аг- — собственные значения Rxa:; Ре — минимальная 
мощность выходного сигнала антенной решетки е (7), когда а — 0.

На основе полученных результатов и уравнения (5.258) нетрудно 
показать, что за счет выбора параметра а можно исключить подавле­
ние полезного сигнала и обеспечить одновременно компенсацию помех 
с высоким уровнем мощности. Поэтому выходное отношение сигнал- 

Рис. 5.27. Структурная схема антенной решетки с адаптивным управлением 
нулями диаграммы направленности, содержащая N вспомогательных каналов

Выходной 
сигнал е (г)
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помеха + шум будет выше, чем в случае использования в контуре об­
ратной связи только интегратора.

Для максимизации выходного ОСШ параметр а выбирается таким, 
чтобы максимизировалась величина SN'. Для иллюстрации выбора 
параметра а рассмотрим случай воздействия помехи, излучаемой од­
ним источнико ■, при котором

Rxx = 7vjVj + Psvsvs, (5.265)
Гхх„ = Vh J vj ei<Pj + VPSa Ps vs e‘\ (5.266)

где Jo — мощность помехи в основном канале; J — мощность помехи 
во вспомогательном канале (полагается одинаковой во всех вспомога­
тельных каналах); Vj — вектор, определяющий направление на ис­
точник помехи. Для полезного сигнала аналогично определяются ве­
личины PSa, Ps и vg. Обозначения фу и <ps характеризуют относитель­
ные фазовые соотношения между сигналами основного и вспомогатель­
ного каналов для помехи и полезного сигнала соответственно.

Если углы прихода полезного сигнала и помехи таковы, что век­
торы vs и Vj ортогональны (это упрощает анализ), то выражение (5.264) 
принимает вид

Р Г °2+« г
+ J_____________________

д2 Г М_____ _____ JqJ_________ , р
а (М/ + а2+а)2(ЛЛ/ + а2) '

(5.267) 
где о2 — мощность собственного шума приемника вспомогательного 
канала.

При а = 0 (что выполняется при обычном алгоритме МСКО с управ­
ляемым нулем диаграммы)

Полученный результат показывает, что величина SAP будет уменьшать­
ся, как только входная мощность полезного сигнала в дополнитель­
ных каналах NPS превысит уровень собственного шума приемника о3. 
Когда в (5.268) NPS > о2, величина SN' становится обратно пропор­
циональной входной мощности полезного сигнала. В том случае, ког­
да а > (NPS + о2) и а > (NJ + о2), выражение (5.267) принимает 
вид

Р
SN'

NP°_P
NPs-\-o2 s°

NJ
NJ + c2 Jo i P't

Согласно этому результату подавление сигнала основного канала мож­
но предотвратить, выбрав достаточно большое значение а. Однако па­
раметр а в данном примере слишком велик, вследствие чего будет пред­
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отвращено также и подавление помехи, о чем свидетельствует присут­
ствие слагаемого NJJ0/(NJ + о2) в знаменателе выражения (5.269).

Предположим далее, что мощность помехи в основном канале Jo 
номинально равна мощности помехи во вспомогательном канале, и 
выберем а= NPS. Тогда величина SN' будет определяться выражением

, 0,25Ps
SN =---------------------------- :---- . (5.270)

^JV^-g2)2 (NPS-<PF
4NPS (NPs~\-a2) + ;V [1 + (PS//)]2 (Ш + о2) + e°

При J » Ps, Ps » tf2

0,25+ +Pe ’*0 1 %

так что выражение для выходного отношения сигнал-помеха+шум в 
формуле (5.263) будет

ОСШ~— (5.271)
4 р ’

Таким образом, выходное отношение сигнал-помеха+шум теперь про­
порционально мощности сигнала в основном канале, деленной на мощ­
ность выходного сигнала антенной решетки’Л.,, (напомним, что Ре<1 — 
минимальная мощность нескомпенсированных остатков, получающая­
ся при а = 0). Из выражения (5.271) видно, что, когда J > Ps’n Ps
> о2, выходное отношение сигнал-помеха+шум можно значительно 

улучшить, выбрав коэффициент передачи усилителя в цепи обратной 
связи

а ~ NPS.

При таком значении а (когда J и Ps > о2) предотвращается по­
давление относительно слабого полезного сигнала и подавляются по­
мехи с высоким уровнем мощности.

5.6. ВЫВОДЫ

В данной главе рассмотрен адаптивный процессор Хауэлса—Ап­
пельбаума, максимизирующий выходное ОСШ, и показано, что он 
довольно близок к устройству обработки, реализующему алгоритм 
МСКО, из гл. 4. Адаптивный процессор Хауэлса—Аппельбаума, как 
правило, применяется в тех ситуациях, когда полезный сигнал отсут­
ствует, в противоположность процессору МСКО, для которого требу­
ется наличие полезного сигнала. При этом вместо опорного сигнала 
используется вектор управления диаграммой направленности. Было 
показано, что процессор Хауэлса—Аппельбаума характеризуется 
двумя режимами: статическим (когда полезный сигнал отсутствует) 
и режимом адаптации (когда присутствует полезный сигнал). Свойства 
алгоритма в переходном режиме наиболее легко описываются с помо­
щью собственных диаграмм направленности, формируемых в резуль­
тате преобразования к нормальным координатам, приводящим кова­
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риационную матрицу входного сигнала к диагональному виду. Зави­
симость характеристик процессора от распределения собственных зна­
чений ковариационной матрицы такова, что сильные помеховые сигна­
лы подавляются быстрее, а слабые — медленнее. Необходимость в 
расширении динамического диапазона устройств, используемых в про­
цессоре Хауэлса—Аппельбаума, может быть уменьшена с помощью 
введения в контуры управления ограничителей. Это приводит к изме­
нению ковариационной матрицы входного сигнала, однако не влияет 
на распределение ее собственных значений.

Были рассмотрены различные методы введения ограничений для 
алгоритма максимума ОСШ, которые основывались па использовании:

1) пилот-сигналов;
2) предварительных пространственных фильтров;
3) управляемых пространственных фильтров;
4) информации об уровне мощности полезного сигнала.
Близкая взаимосвязь, существующая между алгоритмами МСКО 

и Хауэлса—Аппельбаума, обусловливает сходство характеристик этих 
алгоритмов в переходном режиме. Зависимость эффективности алго­
ритма от распределения собственных значений ковариационной мат­
рицы входного сигнала является недостатком и заставляет искать пути 
уменьшения указанной зависимости. Один из таких способов, обес­
печивающих уменьшение чувствительности к распределению собст­
венных значений и ускорение переходного процесса, основан на ис­
пользовании алгоритма с непосредственным обращением ковариацион­
ной матрицы, который рассматривается в следующей главе.

ЗАДАЧИ

1 [15J. Выведите выражение (5.216) из (5.212) следующим образом:
A. Подставьте (5.214) и (5.215) в (5.212).
Б. Положите К = 1 + g Rnn-
B. Примените лемму обращения матрицы [формула (Г. 10) из приложенияГ] к 

полученному выражению.
2 [15]. Выведите выражение (5.231) из (5.229).
3 [15]. Используя соотношение

Ш + g~le ,
1 + frQ-i е

где Q — невырожденная матрица размером (АХМ); е и f — ^-мерные векторы 
из (5.244), покажите, что в результате указанной операции получается (5.245).

4 [15]. С помощью подстановки выражений (5.245) и (5.246) в (5.244) пока­
жите, что весовой вектор в установившемся режиме будет определяться формулой 
(5.247).

5. Для того чтобы показать, что выражение (5.264) может быть получено из 
(5.262), определим отношение

где

w'tR;xw'

, г — W ] S' [ Ч !w — 1 J [ so . rt !
_ *хха } ро
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Указание. Обратите внимание на то, что Aw+ Rxa.w0IIt4"опт —

с учетом равенства Aw = — «R^Jw.
Указание. Обратите внимание на то, что выражение

где s (/) = s (/) vx — вектор полезного сигнала; g; (i) =g; (i) v;— векторы помех, 
излучаемых точечными источниками; п (/) — вектор собственного шума прием­
ника, образованный независимыми узкополосными составляющими гауссов­
ского шума отдельных элементов антенной решетки.

Векторы V; (/= 1,2, ...,т) могут рассматриваться как управляющие, где
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А. Покажите, что

Б. Покажите, что

В. Поскольку согласно (5.260) покажите, что

где

что

где

(винеровское решение), а
в выражение для Ре из п. Б и покажите,

поскольку
Д. Покажите, что

составлено из диагональных матриц, так как

6. Снижение эффективности из-за неточного знания направления прихода 
сигнала [18]. Вектор принимаемого сигнала можно представить в виде

а — время задержки сигнала i-и помехи на к-м элементе решетки относитель­
но ее геометрического центра; и>с — частота несущей сигнала.

Оптимальный весовой вектор должен удовлетворять соотношению wonT = 
~ R« rx(j, где Rxx — корреляционная матрица входного сигнала и гж(; — век­
тор взаимной корреляции полезного сигнала s и вектора принимаемого сигнала 
х. Информация о направлении прихода сигнала заключена в rxd, и если это на­
правление известно, то величина rxd может быть точно определена и для нахож­
дения wQnT потребуется только вычисление Rxx1. Однако если направление при­
хода сигнала определяется неточно, то w = R« rx(j, где rxd — вектор взаимной 
корреляции, вычисляемый с учетом погрешности в управляющем векторе сиг­
нала Vj.



А. Для описанной модели сигнала оптимальный весовой вектор имеет вид 
wonT = ISvjvj*' + Rnnl-1 (Svj), где R,(,, — ковариационная матрица шума; S — 
мощность полезного сигнала на выходе элемента решетки. Если вектор vx со­
держит погрешность, то ra:d = (Sv1). Покажите, что результирующий весовой век­
тор, вычисленный с использованием величины rxj, определяется соотношением

W=1 ' Sv-t-^R-.v Rn«‘ Vr-SvtR-* vxR-‘ V1],

Б. Используя полученный в и. А результат, покажите, что выходное ОСШ 
(когда присутствуют только полезный сигнал и собственный шум приемника) 
определяется выражением

S \ Е (ss^) w Sw’f (Vj vf) w
N J вых wt Rnn w ~ w+ R„n W

В. Используя тот факт, что Rnn ~ о21, и результат п. Б, покажите, что

Г. Покажите, что для эквидистантной линейной антенной решетки
sin [(ЛггШ/лс) sin 0 j |2 
| sin [(nd/Xc) sin 0 j i2

где d — межэлементное расстояние в решетке; 0 характеризует неопределенность 
углового положения источника.

Глава 6. НЕПОСРЕДСТВЕННОЕ ОБРАЩЕНИЕ ВЫБОРОЧНОЙ 
КОВАРИАЦИОННОЙ МАТРИЦЫ

Практическая полезность многих применений адаптивной антенной 
решетки главным образом зависит от достижимой скорости сходимости. 
Например, быстрая сходимость в установившемся режиме важна в тех 
случаях, когда в адаптивном радиолокаторе требуется подавление 
активных и пассивных помех наряду с автоматической компенсацией 
скорости собственного движения. Широко известные алгоритмы МСКО 
и МСШ могут (в зависимости от собственных значений ковариацион­
ной матрицы шума) давать медленную сходимость весового вектора 
к установившемуся значению. В этом случае, когда собственные зна­
чения ковариационной матрицы могут отличаться на порядок и бо­
лее, время сходимости алгоритма становится крайне большим и, кро­
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ме того, сильно зависит от конкретной реализации шума. Одним из 
путей ускорения сходимости и преодоления зависимости ее от распре­
деления собственных значений является использование прямого ме­
тода вычисления адаптивных весовых коэффициентов, основанного на 
непосредственном обращении выборочной ковариационной матрицы 
(НОМ) входных сигналов.

6.1. МЕТОД, ОСНОВАННЫЙ НА НЕПОСРЕДСТВЕННОМ ОБРАЩЕНИИ
МАТРИЦЫ

Представим сигналы, принимаемые М-элементной адаптивной ан­
тенной решеткой, М-мерным сигнальным вектором х, ковариационная 
матрица которого определяется соотношением

RXJC = Е {хх+}. (6.1)

При отсутствии полезного сигнала, когда на входе имеется только шум 
и помехи,

Rx.x = Rnn. (6.2)

Как показано в гл. 3, при наличии полезного сигнала оптимальный 
весовой вектор должен быть

^опт Rax (6-3)
где rxd — вектор взаимной корреляции случайного вектора х (/) и 
опорного сигнала d (t). При отсутствии полезного сигнала оптималь­
ный весовой вектор дается формулой

"Ъпт ~ Rnn Ev<Z“Rnn Ь', (6.4)

где b*—вектор управляющих сигналов, согласованный с доплеровской 
частотой и угловыми координатами цели. Отметим, что задание век­
тора rxd полностью эквивалентно заданию вектора Ь*.

Если бы характеристики сигнала и помех были известны заранее 
(априори), то можно было бы определить ковариационную матрицу 
и вычислить оптимальный весовой вектор по формулам (6.3), (6.4) с 
помощью операции обращения матрицы. Однако на практике парамет­
ры сигнально-помеховой ситуации априорно известны и, кроме того, 
сама ситуация меняется из-за движения отражателей и антенны, а 
также из-за изменения характеристик активных помех. Поэтому адап­
тивный процессор должен постоянно обновлять значения весового 
вектора, чтобы подстраиваться под изменяющиеся условия. Требова­
ние подстройки весового вектора при отсутствии подробной априорной 
информации заставляет находить оценки матрицы Rxx(wih Rnn) и век­
тора rxd на конечном интервале времени наблюдения и подставлять их 
в выражение (6.3) или (6.4) для получения оценки весового вектора. 
Зтот метод реализации адаптивного процессора известен под названи­
ем метода непосредственного обращения матрицы (НОМ). Используе­
мые при этом оценки Rxx, Rnn и rxd получаются согласно методу мак­
симального правдоподобия [4].
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Хотя алгоритм, основанный на методе НОМ, как можно показать, 
теоретически дает более высокую скорость сходимости, чем алгоритмы 
МСШ и НСКО, всегда необходимо иметь в виду практические трудно­
сти, связанные с его осуществлением. Для получения оценки элемен­
тов Rxx (или Rnn) аппаратурным способом необходима более сложная 
(чем при алгоритмах МСШ и МСКО) схема устройства. Формиро­
вание выборочной ковариационной матрицы требует выполнения 
KN (N + 1)/2 комплексных умножений, где Д’ — число независимых 
выборок, а N — число весовых коэффициентов. Обращение результи­
рующей эрмитовой матрицы требует ЛД2 + N~ комплексных умноже­
ний, а вычисление весовых коэффициентов требует еще № умножений 
[2]. Таким образом, размерность сигнального вектора (которая опре­
деляется числом степеней свободы процессора антенной решетки) яв­
ляется определяющим фактором при решении вопроса о практичес­
ком применении этого метода в конкретной ситуации. Обращение мат­
рицы, если она плохо обусловлена, может привести к дополнительным 
вычислительным проблемам, так что распределение собственных зна­
чений ковариационной матрицы имеет значение и для этого метода. 
Кроме того, конечное быстродействие устройства может не позволить 
достичь теоретической скорости сходимости, за исключением случая, 
когда входные сигналы достаточно узкополосны, а размеры решетки 
достаточно малы [3]. Следует отметить, что если обращаемая ковариа­
ционная матрица является теплицевой (в случае, когда выборки по­
лучаются на выходе многоотводной линии задержки), то для ускоре­
ния вычислений следует применить алгоритм обращения теплицевых 
матриц, предложенный в работе [51. Данные по скорости сходимости, 
приведенные в этой главе, получены без учета эффектов, связанных 
с плохой обусловленностью матриц, в предположении, что все вычис­
ления выполнены точно, и поэтому они представляют лишь верхнюю 
оценку эффективности метода НОМ.

6.1.1. Использование выборочной ковариационной матрицы

Предположим, что вектор взаимной корреляции rxd (или, что то же 
самое, вектор управляющих сигналов Ь*) известен. Оценка оптималь­
ного весового вектора w в этом случае может быть определена как

w1 = R7?rxd, (6.5)

если х (t) содержит полезный сигнал, и как

w2 = R™‘ rxd = Rnn b*, (6.6)

если полезный сигнал отсутствует. Матрицы Rxx и Rnn являются вы­
борочными оценками ковариационных матриц Rxx и Rnn соответствен­
но.
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Выходное ОСШ, соответствующее w1 и w2, может быть записано
в виде

(6-7)

(6.8)

где х (/) — j-е выборочное значение вектора х (/). Отметим, что для не­
зависимых х (/’) с нулевым средним Е [х (/)х+ (/)] = 0 при i =/= /.

Так как элементы матрицы RX3C являются случайными величинами, 
то и выходное ОСШ является случайной величиной. Полезно сравни­
вать действительное ОСШ, полученное при использовании оценок wx 
и w2, с оптимальным ОСШ SN Q = s+R^s, формируя нормированные 
ОСШ следующим образом:

Р1 = (s/nK/SWo, (6.10)
р2 = (s/n)2/SM0. (6.11)

Можно показать [2], что величина р2 имеет бета-распределение

где К — общее число независимых выборок, используемых для полу­
чения Rnn, а N — число степеней свободы адаптивной антенной ре­
шетки. Распределение вероятностей (6.12) дает важную информацию 
о сходимости алгоритма НОМ, которая достаточно полно характери­
зуется средним и дисперсией величины р2. Из (6.12) следует, что

(6.13)

(6.14)
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где s ■— вектор полезного сигнала (напомним, что s (/) = s (Z)v [см. 
гл. 31). Отношение сигнал-шум (s//?)2, очевидно, имеет смысл только 
в те моменты времени, когда полезный сигнал действительно присут­
ствует, причем предполагается, что оценка w2, входящая в формулу 
для (s/n)2, получена при отсутствии полезного сигнала.

Полагая, что все входные сигналы являются выборками гауссовс­
кого случайного процесса с нулевым средним, получаем оценку мак­
симального правдоподобия для Rxx (или Rnn при отсутствии полезно­
го сигнала) в виде

(6-9)

(6.12)



Выражение (6.14) может показаться удивительным, так как из него 
следует, что var (р2) не зависит от энергии входного шума и распре­
деления собственных значений его ковариационной матрицы. Однако 
если вспомнить, что р является нормированным ОСШ, то это свойство 
просто отражает тот факт, что истинное ОСШ (s/n) и оптимальное ОСШ 
SAf0 изменяются пропорционально при изменении энергии шума. От­
сутствие зависимости var (р2) от распределения собственных значений 

ip ковариационной матрицы объяс­
няется предположением о том,

к

Рис. 6.1. Зависимость р2 от К [форму­
ла (6.13)] при

что при вычислении w2 опера­
ция обращения матрицы выпол­
нялась точно. Вследствие этого 
в (6.14) отражены только по­
грешности оценки ковариацион­
ной матрицы. Влияние распре­
деления собственных значений 
на вычисление обратной матри­
цы будет рассмотрено в после­
дующих разделах. _

Из зависимости р2 от К для 
значений К 2, изображенной 
на рис. 6.1, видно, что при
К > 2ЛГ потери в р2 из-за не­
оптимального взвешивания не 
превышают 3 дБ. Отсюда выте­
кает удобное приближенное пра­
вило: для получения приемле­
мой оценки ковариационной 

матрицы (при отсутствии полезного сигнала) число выборок должно 
в 2 раза превышать число степеней свободы адаптивной антенной ре­
шетки.

Рассмотрим теперь характер сходимости при наличии сигнала, ког­
да w определяется по формуле (6.5). Вместо того чтобы пытаться 
определить функцию распределения р2 прямым путем, удобнее вос­
пользоваться результатами, полученными для р2. Для этого введем 
вспомогательную случайную величину

sst^x r.rd

rxd 4» ^xx' rxd s' ^xx’ s
(6.15)

которая имеет ту же функцию распределения, что и р2. Зная статисти­
ческие свойства р[ и соотношение между р[ и рх, можно легко получить 
необходимую информацию о рх. Можно показать, что соотношение меж­
ду Pi и рг имеет вид [31

р! .
SiVo (1—pi)-!-1 

(6.16)Pi
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Так как р[ имеет ту же функцию распределения, что и р2, то из (6.16) 
следует, что

Е {Р1} < Е <р2), (6.17)
lim £{рх}—£{р2}. (6.18)

SN„->0

Из неравенства (6.17) вытекает, что в среднем выходное ОСШ, дости­
гаемое при использовании wx = RL^d, меньше ОСШ, достигаемого 
при w2 = R.nnTxd (за исключением предельного случая при К -> оо, 
когда обе оценки одинаково точны). Это объясняется тем, что в присут-

Рис. 6.2. Зависимость среднего нормированного ОСШ от оптимального ОСШ 
при различных объемах выборки

ствии полезного сигнала время (или объем выборки), необходимое для 
получения оценки Ижж, больше времени получения оценки Rnn при 
отсутствии сигнала при предъявлении одинаковых требований к точ­
ности. Предел в (6.18) показывает, что при SNq<Z 1 разница в ОСШ 
при использовании wx и w2 пренебрежимо мала.

С помощью (6.16) можно показать [3], что

£<Р1}

' 6 + 1 \ /Z+6-1
,а+& + 2/“ \a-\-b-\-i ))’ 19)

где а = К — N + 2; b = N — 1. Характер зависимости £ {рх} от 
SN0 при N = 4 показан на рис. 6.2.

Так как использование оценки w2 более предпочтительно, чем wx 
при SN0 + 1, то нужно постараться удалить составляющие сигнала 
ИЗ х (t) перед вычислением Ижж. Если вектор сигнала s (f) полностью 
известен, то, вычитая его из х (t), можно получить вектор шума и затем 
сформировать оценку Rnn. Иногда предлагается некорректная про­
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цедура для удаления составляющей сигнала, состоящая в замене вы­
борочной ковариационной матрицы матрицей D, определяемой соотно­
шением

D = Rxx—sst, (6.20)
так что

^{D}-R„n. (6.21)

Эта процедура не удовлетворяет условию получения быстрой сходи­
мости, так как, хотя Е {D} = R„n, оценка весового вектора wa ~ 
= D-JrX(/ отличается от оценки w4 = R.« rxd только скалярным мно­

жителем и поэтому дает такую же скорость сходимости, что и wx. Это 
легко показывается следующими выкладками1:

1 При выводе (6.22) нужно предположить, иго rxd ~ ks, где k — произволь­
ный коэффициент. (Прим, ред.)

w3 = D-1rxd = [Rx;x. — ssTJ-1 —R7? rxd. (6.22)

Так как w3 и w4 отличаются лишь скалярным коэффициентом, то ОСШ, 
получаемое при использовании этих оценок, одно и то же, и поэтому 
указанный способ не может улучшить эффективность алгоритма НОМ.

6.1.2. Использование выборочной ковариационной матрицы 
и выборочного вектора взаимной корреляции

Для многих связанных и радиолокационных систем нереально 
предполагать, что вектор взаимной корреляции rxd (или вектор управ­
ляющих сигналов Ь*) априорно известен. В этом случае можно пред­
ложить вычислять оценку оптимального весового вектора по формуле

w4 = Rr? rxd, (6.23)

где rxd — выборочный вектор взаимной корреляции, определяемый 
выражением

1 к
rxd=~^yi (6.24)

/= i

Характеристика алгоритма НОМ в переходном режиме при исполь­
зовании оценки w4 будет отличаться от характеристики модификаций 
НОМ, использующих w4 и w2.

Характеристики алгоритма, основанного на использовании w4, 
можно определить, рассмотрев оптимальную по критерию минимума 
средней квадратической ошибки оценку вектора wonT по К независи­
мым отсчетам входного вектора х. При рассмотрении этой задачи пред­
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положим, что адаптивная антенная решетка построена по схеме, при­
веденной на рис. 6.3. Эта схема может представлять две важные струк­
туры. Если л'о (0 = d (0 — опорный сигнал, совпадающий по форме 
с полезным, то минимальная средняя квадратическая ошибка (МСКО) 
и максимальное ОСШ получаются при выборе весового вектора рав­
ным оптимальному винеровскому решению wonT. Если х0 (t) — выход­
ной сигнал опорной антенны (обычно антенна с остронаправленной 
диаграммой направленности с максимумом в направлении на источник 
полезного сигнала), то схема рис. 6.3 представляет когерентный ком-

е (И
Рис. 6.3. Структурная схема адаптивной антенной решетки, для которой рас­

сматривается переходный процесс при использовании оценки w4

пенсатор помех, принимаемых по боковым лепесткам (КБЛ), в котором 
оптимальный вектор минимизирует СКО на выходе и тем самым ми­
нимизирует помеху на выходе антенной решетки.

Изменение w4 в переходном режиме можно охарактеризовать зави­
симостью выходного ОСШ от объема выборки К, используемой для 
оценок и rxd. Однако можно поступить и по-другому, характери­
зуя переходный процесс зависимостью дисперсии помех на выходе 
от К. Именно этим способом и будет характеризоваться эффективность 
рассматриваемого алгоритма. Мощность остаточного шума на выходе 
(или СКО) определяется формулой

£ (w) = Е | е (0 |2 = —wt rxd—w + w+ Rxx w, (6.25) 
а оценка CKO (или выборочная CKO) дается выражением

£(w) = V S Hi)|2=^o—rJjw + wtR^w, (6.26) 
K

где — мощность сигнала в опорной антенне:

= хо(0хо(0- (6-27)
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Поведение системы можно охарактеризовать зависимостью статисти­
ческих свойств g (w) от объема выборки К- Предположим, что х (t) и 
Xo (i) являются выборочными отсчетами (N + 1)-мерного гауссовско­
го случайного вектора х' с нулевым средним, плотность вероятности 
которого имеет вид

(6.28)

где RK — ковариационная матрица размером (/V + 1) X (N + 1):

(6.29)

в которой гХХо играет роль rxd, так что оценка RK определяется оцен­
ками Raa., rxd и оо. Выборочная ковариационная матрица RK облада­
ет важными свойствами:

1. Элементы Rx.x имеют совместную плотность вероятности, рав­
ную комплексной плотности распределения Уишарта [6]:

(6.30)

где А = KR^, (k) = (й - 1)!.
2. Матрица R.« является оценкой МП матрицы R^x [6]. Поэтому 

R.v.-c, rxd и До являются оценками максимального правдоподобия Rxa., 
r.v,; и оо соответственно.

Выполняя ряд преобразований, можно получить следующие ре­
зультаты [7].

1. Среднее и дисперсия выборочной СКО 2, полученной при ис­
пользовании w4, определяются формулами:

(6.31)

(6.32)

2. Разность между выходной мощностью ошибки g (w4) и мини­
мальной выходной мощностью ошибки можно рассматривать как меру 
эффективности антенной решетки (по сравнению с оптимумом). Удоб-
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нее пользоваться нормированным параметром М = г2, называемым 
«расстройкой»:

(6.33)

Моменты величины г2 легко найти, заметив, что величина у, опреде­
ляемая выражением

(6.34)

(6.35)

(6.36)

(6.37)

3. Для случая, когда х0 (/) = d (t), нормированное ОСШ для w4 
определяем выражением, аналогичным (6.10) и (6.11):

(6.39)

(6.40)

при Ос г < оо, 0 < <р4 < л, 0 + ф2 С л. Заметим, что г, фх и ф2 ста" 
гистически независимы и плотность распределения вероятности г 
определяется формулой (6.34). Используя предыдущие выражения, с 
помощью численного интегрирования Е (р3) можно найти по формуле
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Параметр г является случайной величиной с плотностью

имеет бета-распределение с параметрами а = К — М +1 и b = N.
Следовательно, среднее и дисперсия г2 даются формулами:

Плотность распределения р3 трудно определить в замкнутой форме, 
но среднее и дисперсию р3 можно найти, используя приводимые далее 
соотношения:

(6.38)

где С = (l/r)]+(s//i)3 и совместная плотность распределения вероят­
ностей г, го, и ф2 определяется формулой

(6.41)



Точно так же можно получить Е (рз), подставляя вместо р3 величину 
Рз. Тогда дисперсию Рз можно вычислить следующим образом:

var {рз} = Е {pl} — £2 {р3}.

4. Нормированная величина

TW = 2/dKln (6.42)

статистически не зависит как от w, так и от Rxx.
Полученные результаты позволяют оценить эффективность алго­

ритма НОМ в переходном режиме. Сначала рассмотрим результаты, 
выражаемые соотношениями (6.36) и (6.37). Из (6.36) видно, что мощ-

Пассивная помеха, 
поступающая по 

гласному лепестку

поступающие по 
боковым лепесткам

/

Основная^ 
антенна

s
Система

подавления
пассивных

помех

Рис. 6.4. Структурная схема системы КБЛ для подавления помех в радиоло­
каторе

ность на выходе не превышает минимальную более чем на 3 дБ после 
2N выборок или более чем на 1 дБ после 5М выборок. Таким образом, 
скорость сходимости алгоритма довольно велика и не зависит от усло­
вий приема сигнала и геометрии антенной решетки, однако это спра­
ведливо только в предположении, что полезный сигнал отсутствует 
в выборках, на основе которых формируется оценка Rxx.

В системах связи адаптация антенной решетки происходит при на­
личии полезного сигнала и ОСШ является более приемлемой мерой 
эффективности, чем СКО. Кроме того, в радиолокационных системах 
часто за компенсатором помех, принимаемых по боковым лепесткам, 
следует процессор, подавляющий пассивные помехи так, что от КБЛ 
требуется подавление только активных помех, создаваемых точечными 
источниками радиоизлучения. Покажем теперь, что присутствие как 
полезного сигнала, так и пассивных помех в опорном канале системы 
КБЛ замедляет скорость сходимости НОМ алгоритма.

Рассмотрим схему радиолокатора с КБЛ, представленную на 
рис. 6.4. Система КБЛ в этом радиолокаторе предназначена только 
для подавления активных помех, а пассивные помехи подавляются 
в следующем за этой системой процессоре. Чтобы упростить изложе­
ние, предположим, что мощность пассивных помех, поступающих по 
опорному каналу, значительно превышает мощность пассивных помех, 
поступающих но вспомогательным каналам так, что пассивными по­
мехами во вспомогательных каналах можно пренебречь. Тогда gmin ~
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--- ст? Bjv„ где о? — мощность пассивных помех; 5,у0 — минималь­
ная мощность активных помех и теплового шума на выходе КБЛ. Пред­
положим также, что пассивные помехи можно представить как реали­
зации стационарного гауссовского процесса с нулевым средним. Из 
выражений (6.25), (6.33) и (6.36) следует, что

Е [| (W)—gmin] N 
1л'„ K~N

Согласно (6.43) наличие в опорном канале пассивной помехи замедля­
ет сходимость алгоритма НОМ приблизительно пропорционально 
отношению мощности пассивных помех к минимальной остаточной мощ­
ности активных помех Это замедление объясняется присутствием 
в rxd дополнительных слагаемых, обусловленных пассивной помехой, 
увеличивающих погрешность оценки весового вектора. Для быстрой 
сходимости необходимо либо производить адаптацию на тех временных 
интервалах, которые сравнительно свободны от пассивной помехи, 
либо найти средство уменьшения составляющих пассивной помехи

В ^xd'
Полученный результат применим также к системам связи, в кото­

рых основная антенна направлена на источник полезного сигнала. 
Пусть о2 — мощность полезного сигнала, принятого по опорному ка­
налу. Предполагая, что составляющей полезного сигнала во вспомо­
гательных каналах можно пренебречь, нетрудно показать, что на вы­
ходе КБЛ

ОСШ =----------- ------------- . (6.44)
о2г2 + ^0(1+г2)

. Максимальное значение ОСШ, определяемое как SW0 = os2/?w0, по­
лучается при /2 = 0 или w = w01IT. Разделив обе части (6.44) на SAf0, 
получим нормированное выходное отношение сигнал-шум в виде

ОСШ _ _________ 1________
“ 1 + [1 + (Sy0)l Г2

(6.45)

Отметим, что 0 р4 С 1, так что оптимальным значением р4 являет­
ся единица. При SjV0 С 1 плотность распределения вероятности р4 
аппроксимируется бета-распределением:

/’((>,)---------- ------------ (1 - р,С 1 (>'< "К (6.46)
(/V — 1)! (А— А')!

Сравнивая (6.46) с плотностью распределения, соответствующей (6.12), 
Убеждаемся, что эти плотности совпадают1, если в (6.12) N заменить на 
N 1. Тогда из выражения (6.13) следует, что для схемы на рис. 6.3

Е = "при syv° 1 ■ (6Л7)

1 Для того чтобы убедиться в этом, необходимо предварительно продиффе­
ренцировать обе части (6.12) по у. (Прим, ред.)
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Поэтому при малых SN0 требуется только К = 2N — 1 независимых 
выборок, чтобы получить ОСШ, отличающееся от максимального SN0 
не более чем на 3 дБ. Для больших ОСШ среднее ненормиро­
ванное отношение сигнал-шум приближенно дается выражением

(ОСШ) ~ ---- 1 при SN0> и (6.48)

Таким образом, наличие сильного полезного сигнала в опорном ка­
нале замедляет сходимость к оптимальному ОСШ, но не влияет на 
среднее ОСШ при условиях, определяемых соотношением (6.48).

0,5
С,Ч
0,3
0,2
0,1

= - 20 дГ>

Рис, 6.5. Зависимость Е{р3} [формула (6.38)] от объема выборки для различ­
ных значений ЗЛ',, при W = 8

Наконец, рассмотрим результаты, содержащиеся в выражениях 
(6.39), (6.40) для случая, когда х0 (/) = d (7) (схема с опорным сигна­
лом). При больших S/Vo распределение р3 в (6.39) аппроксимируется 
выражением (6.46) и поэтому

£ {р3} s K—N+1
К + 1

(6.49)при S7V0> 1.

Однако скорость сходимости уменьшается при уменьшении SN0 ниже 
0 дБ, как это видно из графиков зависимости Е {р3} от /С, приведен­
ных на рис. 6.5.

В системе с опорным сигналом ситуация обратна ситуации в систе­
ме с КБЛ. Там присутствие полезного сигнала в опорном канале ком­
пенсатора снижало точность определения весового вектора и тем са­
мым замедляло сходимость. В системе с опорным сигналом, напротив, 
при сильном полезном сигнале оценка весового вектора улучшается 
и скорость сходимости увеличивается благодаря тому, что оценки rX(J 
и Rax становятся сильнокоррелированными и погрешности этих оце­
нок компенсируют друг друга.
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6.2. СРАВНЕНИЕ ХАРАКТЕРИСТИК АЛГОРИТМОВ НОМ 
В ПЕРЕХОДНОМ РЕЖИМЕ

Переходные характеристики алгоритмов НОМ, соответствующие 
оценкам весовых векторов w1 (6.5) и w4 (6.23), можно оценить по за­
висимости величины

—_ Е {выходное ОСШ}
Р SN0

от К (числа независимых выборок, используемых для получения
и rxd) при заданных условиях приема сигнала. Эта зависимость полу­
чается усреднением 50 реализаций переходного процесса антенной ре­
шетки. Результирующие зависимости р от К для четырехэлементной 
линейной решетки с dlk = 0,5 при воздействии одного источника по-

Рис. 6.6. Переходный процесс при использовании оценок «ч и w4, когда имеет­
ся один источник помехи, разнесенный с источником сигнала на 75° и при 

SN о = 3,8

мехи, разнесенного с источником сигнала на 75°, и отношениях поме­
ха-сигнал 14 дБ, а сигнал-внутриприемный шум 0 дБ показаны на 
рис. 6.6.

Целесообразно сравнить переходные процессы, соответствующие 
wi и w4, с переходным процессом при алгоритме МСКО с периодом ите­
раций, равным интервалу времени между отдельными отсчетами при 
алгоритме НОМ. Это сравнение можно выполнить на основе зависи­
мостей р (К), причем для алгоритма НОМ К означает число независи­
мых отсчетов, используемых для вычислений выборочной ковариа­
ционной матрицы, а для алгоритма МСКО /С—число выполненных ите­
раций. Такое сравнение алгоритмов НОМ и МСКО не совсем удовлетво­
рительно по следующим причинам:
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1. Переходный процесс при алгоритме МСКО зависит от выбранно­
го размера шага, который может быть очень малым, что приводит к 
большой постоянной времени переходного процесса.

2. Переходный процесс при алгоритме МСКО зависит от начально­
го значения весового вектора. При удачном выборе начального зна­
чения переходный процесс будет очень хорошим.

3. В то время, как дисперсия величины р (К) при алгоритме НОМ 
уменьшается с ростом К, при алгоритме МСКО эта дисперсия стремит­
ся к не равному нулю значению в установившемся режиме, зависяще­
му от размера шага.

Тем не менее сравнение алгоритмов по зависимости р от/С позволя­
ет судить о скорости изменения выходного ОСШ, и в этом заключается 
смысл такого сравнения.

При алгоритме МСКО условие сходимости (4.49) нарушается, если 
размер шага As превышает 1/РБХ, где Рвх — полная входная мощность 
всех источников. Следовательно, если выбрать Л5. = 0,4/Рвх, то раз­
мер шага будет всего на 4 дБ ниже предельно допустимого и результи­
рующая скорость переходного процесса будет близка к теоретическо­
му максимальному значению (при этом в цепи управления весовыми 
коэффициентами будет действовать значительный шум). Так как мак­
симальная постоянная времени переходного процесса при алгоритме 
МСКО определяется минимальным собственным значением ковариа­
ционной матрицы

^mas — l/(fesA^mln), (6.50)
где Xmln > о1 2, о2 — дисперсия собственного шума приемника1, то

1 Предполагается, что в каждом канале антенной решетки имеется собствен­
ный шум (с дисперсией о2), причем составляющие шума разных каналов взаимно 
не коррелированы.

2 К рассуждениям в этом абзаце и аналогичным рассуждениям в дальней­
шем следует относиться с осторожностью. В общем случае с полезным сигналом 
нельзя связать какой-либо собственный вектор и собственное значение ковариа­
ционной матрицы, В данном примере, поскольку источники сигнала и помехи 
разнесены по углу на значительное расстояние, имеется собственный вектор и 
собственное значение, сильно (по сравнению с остальными) зависящие от пара­
метров полезного сигнала. (Прим, ред.)

Т r\jvinax —

В четырехэлементной антенной 
где PD—мощность полезного сигнала; о2— мощность собственного шу­
ма приемника; Pi —• мощность помехи. Поэтому при PiIPd = 14 дБ, 
Pd!®2 = 0 дБ. Отношение Рвх/а2 равно 108, и тогда ттах = 270.

Постоянная времени, соответствующая полезному сигналу, про­
порциональна собственному значению связанному с мощностью 
полезного сигнала. Так как в рассматриваемом примере ~ 4Ро, 
то эта постоянная времени приблизительно равна2

1
As \

^вх 
(0,4) 4Pd

67. (6.52)
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Одним из удачных начальных значений весового вектора в алго­
ритме МСКО является w£ = [1, 0, 0, 0], так как оно соответствует 
диаграмме направленности, постоянной для всех углов. Для указан­
ных условий при использовании оценок w3 и w4 и двух вариантов ал­
горитма МСКО: 

w (k + 1) = w (£) + ks\t [rxd — X (&)х+ (&)w (fe)l, rxd задано, (6.53) 

w (k + 1) = w (k) + ksAt fx (k)d* (k) — x (^)xt (k)w (£)], d (k) задано,
(6.54)

с помощью моделирования была найдена зависимость р (К). Резуль­
таты моделирования приведены на рис. 6.6, соответствующие им мак­
симальное ОСШ составляет SN0 = 3,8.

Результаты, приведенные на рис. 6.6, показывают, что алгоритм 
НОМ при wx и w4 лучше алгоритма МСКО. Сначала изменение весовых 
коэффициентов согласно алгоритму МСКО приводит к увеличению вы­
ходного ОСШ. С ростом К, однако, этот характер зависимости меняет­
ся на противоположный, когда алгоритм начинает изменять весовой 
вектор в направлении собственного вектора, определяемого полез­
ным сигналом, так как любое уменьшение коэффициента передачи в 
этом направлении без соответствующего уменьшения внутреннего 
шума ведет к уменьшению выходного ОСШ. Только после того, как 
весовой вектор начнет изменяться в направлениях собственных век­
торов шума, значения р будут увеличиваться.

Нежелательного поведения двух алгоритмов МСКО в ситуации, 
представленной на рис. 6.6, можно избежать выбором другого началь­
ного вектора. Например, при выборе w (0) = rxd значительно улуч­
шаются характеристики алгоритма МСКО, так как в этом случае ди­
аграмма направленности антенной решетки имеет максимум в направ­
лении на источник сигнала, что обеспечивает сравнительно большое 
начальное ОСШ.

С помощью соответствующего выбора начального значения можно 
также улучшить переходный процесс и при алгоритме НОМ. Напри­
мер, при

1
К

x(j)xt(j)-J-aI^
Wj

- — 1

1 xd (6.55)

значительно улучшаются переходные процессы в ситуациях, соответст­
вующих рис. 6.6. Как бы то ни было, при любом выборе начального 
весового вектора скорость сходимости алгоритма НОМ выше, чем ал­
горитма МСКО.

Представляет интерес рассмотрение переходного процесса для 
Р (К) при двух источниках помех. Предположим, что отношение поме­
ха-сигнал для одного источника равно 30 дБ, а для другого 10 дБ, 
причем источник сильной помехи разнесен с источником сигнала на 
'30J, а источник менее сильной помехи — на 60°, остальные условия
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такие же, как и в случае, со­
ответствующем рис. 6.6. Пере­
ходные процессы для двух 
вариантов алгоритма НОМ 
и двух вариантов алгоритма 
МСКО ((соответствующих за­
данию d (t) и rxd) при началь­
ном весовом векторе [1,0,0, 
01 показаны на рис. 6.7. На­
личие двух источников помех 
с различными уровнями мощ­
ности приводит к появлению 
значительно отличающихся 
по величине собственных зна­
чений матрицы Rхх и, как 
следствие, к замедлению схо­
димости алгоритма МСКО. 
Так как теперь в
40 раз выше, чем в условиях, 
соответствующих рис. 6,6 то постоянная времени тх в 40 раз больше, 
чем в предыдущем случае. В отличие от этого характер переходного 
процесса для алгоритма НОМ остается прежним.

Основные результаты по сходимости алгоритмов НОМ при различ­
ных условиях приведены в табл. 6.1. Вывод этих результатов можно 
найти в [2, 3].

процесс при псполь-
w4, когда имеются

Рис. 6.7. Переходный
зовании оценок w, и
два источника помехи, разнесенные с источ­
ником сигнала на 30 и 60°, и при SAf0 =

= 0,4158

6.3. ЧУВСТВИТЕЛЬНОСТЬ К РАСПРЕДЕЛЕНИЮ СОБСТВЕННЫХ 
ЗНАЧЕНИЙ

Несмотря на то, что скорость сходимости алгоритма НОМ не зави­
сит от -распределения собственных значений матрицы Rxx, точность в 
установившемся состоянии зависит от обусловленности ковариацион­
ной матрицы (определяемой отношением Я,так/Хт1п — максимального 
собственного значения к минимальному), если она превышает некото­
рый критический уровень. Это можно объяснить следующим образом.

Предположим, что имеется достаточно большое число выборочных 
отсчетов для того, чтобы обеспечить близость выборочной ковариаци­
онной матрицы к Rxx (или Rnn) с заданной точностью. Тогда единст­
венной причиной отличия адаптивного весового вектора от точного 
решения является плохая обусловленность выборочной ковариацион­
ной матрицы, не позволяющая обратить ее с заданной точностью. При 
увеличении разрядной сетки ЦВМ, вычисляющей обратную ковариа­
ционную матрицу, можно добиться приемлемой точности обраще­
ния, однако всегда имеется такое предельное значение отношения 

превышение которого приводит к недопустимым погрешно­
стям и снижению выходного ОСШ.

Из изложенного следует, что разрядная сетка ЦВМ, производящей 
обращение матрицы при алгоритме НОМ, должна выбираться с уче­
том допустимой обусловленности входной ковариационной матрицы.

9 Зак. 896 257



Рис, 6.8. Зависимость потерь в 
ОСШ ОТ Xmax/Xmin При рЭЗЛИЧ- 

ном числе разрядов

Результаты моделирования 
работы четырехэлементной 
линейной антенной решетки 
при воздействии двух источ­
ников помех, показывающие 
зависимость потерь в выход­
ном ОСШ от отношения 
A-max/^mln ПрИ рЭЗЛИЧНОМ ЧИС- 

ле разрядов ЦВМ, представ­
лены на рис. 6.8. Из приве­
денных графиков ясно видно, 
что имеется критическое зна­
чение ОТНОШеНИЯ ^inaxAmln 

(зависящее от числа разря­
дов), превышение которого приводит к резкому росту потерь в выход­
ном ОСШ. При соотношениях ^n,ax/^min> меньших критического, алго­
ритм НОМ нечувствителен к обусловленности корреляционной мат­
рицы.

6.4. ВЫВОДЫ

Скорость сходимости’алгоритма НОМ во всех случаях превышает 
скорость сходимости алгоритма МСКО. Оптимальный весовой вектор 
зависит от ковариационной матрицы входного сигнала, и при алгорит­
ме НОМ информация об этой матрице получается непосредственно пу­
тем формирования выборочной ковариационной матрицы. При отсут­
ствии полезного сигнала наилучшие характеристики переходного про­
цесса получаются при выборе априорно значения rxd в качестве век­
тора управляющих сигналов. При наличии полезного сигнала лучшие 
характеристики получаются при использовании вместо rxd оценки rX(i.

Алгоритмы НОМ до некоторого критического уровня нечувстви­
тельны к распределению собственных значений входной ковариаци­
онной матрицы. Эта нечувствительность зависит от числа разрядов 
ЦВМ, осуществляющей обращение ковариационной матрицы. Прак­
тическая возможность реализации алгоритма НОМ ограничивается 
числом степеней свободы адаптивного процессора. В том случае, ког­
да реализация алгоритма НОМ возможна, ее сложность вполне оку­
пается быстрой сходимостью и нечувствительностью к плохой обус­
ловленности ковариационной матрицы.

ЗАДАЧИ

1. При алгоритме НОМ при каждом вычислении нового весового вектора 
требуется обращать матрицу. Используя соотношение

[А . иКи'Ц-1 = А 1 —А"1 и [R-1 и+ А~] и]"4 iA А Г
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покажите, что весовой вектор можно вычислять по рекуррентной формуле

где

Указание. Примените приведенное соотношение к обращению матрицы 
IRx.x (Аг — 1) + х (к) х+ (&)].

2. Рассмотрите адаптивный фильтр, построенный на линии задержки с от­
водами, выходные сигналы которых суммируются с комплексными весовыми 
коэффициентами.

A. Покажите, что алгоритм НОМ, минимизирующий среднее квадратическое 
отклонение выходного сигнала фильтра от опорного сигнала, совпадает с алго­
ритмом НОМ для эквивалентной этому фильтру антенной решетки, выходные 
сигналы элементов которой совпадают с сигналами на отводах линии задержки.

Б. Какие ограничения на процесс дискретизации оказывает требование неза­
висимости отсчетов?

B. Используйте аналитические выражения, выведенные для адаптивных ан­
тенных решеток, для определения характера переходного процесса в адаптивном 
фильтре при использовании алгоритма НОМ. Предположите, что выборочные 
отсчеты независимы.

3. Определите плотность распределения вероятностей вектора Aw = w —
— wonT, зная плотность г2 = (w) — £mlnl/£niln- Покажите, что корреля­
ционная матрица вектора Aw зависит от корреляционной матрицы Ижж.

4. Исходя из формулы для

покажите, что

где

a P — унитарное преобразование, определяемое соотношением
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Плотность распределения вероятностей величины Aq имеет вид

5. Используя формулу для плотности распределения вероятностей Aq 
в задаче 4, с помощью преобразования

где 0 sC г < оо,

получите плотность распределения вероятностей р (г, tpj, <р2) (6.40) и выражение 
для р (г, <Pi, ф2).

Указание. Якобиан преобразования равен

и

6. Выведите формулу (6.44), используя выражение (6.33) и учитывая, что
для КБЛ g (w) = о* + sn,ln = + of, где — мощность выходного
шума и помехи.

7. Определим преобразование в (6.29) следующим образом:

Тогда совместная плотность распределения вероятностей х, Y и w будет

р(х, Y, w) = Р (х) Р (w, Y),
где
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Используя указанные соотношения, выведите выражение (6.34) для плотно­
сти распределения вероятностей величины

r3 = (l/g0)Aw+ R«Aw.
8. Случайная величина х в задаче 7 имеет плотность распределения вероят­

ностей

р w=
1

(Ык-Л"'
1

г(Л'-л')
|х| ехр х

So
А. Покажите, что 2х/£0 имеет ^-распределение с 2 (К — N) степенями сво­

боды.
Б. Покажите, что g (w) = (1/К) х имеет математическое ожидание и диспер­

сию [см. (6.31), (6.32)], равные

Е {£ (w)} 1 — go,

— К — N 
var[g(w)]= —— gg.

9. Обращение комплексных матриц с помощью операций над действитель­
ными числами [8, 9]. Способы обращения комплексных матриц с помощью дейст­
вительных матричных операций представляют значительный интерес, поскольку 
математическое обеспечение малых ЭВМ обычно включает только действитель­
ные матричные операции. (Следует отметить, что подпрограммы обращения мат­
риц, в которых используются операции над комплексными числами, по точности 
и времени вычисления, как правило, превосходят подпрограммы, основанные на 
обращении действительных матриц.)

А. Обращение комплексной матрицы М = А + jB размером п X п экви­
валентно решению системы двух уравнений:

АЕ — BF = I,
AF + BE = О,

где Е и F — неизвестные матрицы, связанные с Л1-1 соотношением Л1"1 = 
— Е + jF. Умножая слева первое уравнение на В, а второе на А и производя 
вычитание, получите соотношение

[АВ — BA] Е + [А2 + В2] F = — В.

Аналогично, умножая слева первое уравнение на А, а второе на В и производя 
вычитание, получите

[BA — АВ] F + [А2 + В2] Е = А.

При условии, что А и В коммутируют (т. е. АВ = ВА), покажите, что Л1~1= 
= [А2 + В2]-1 [ А — /В]. Отсюда видно, что для обращения комплексной 
матрицы размером п X п достаточно обратить действительную матрицу того же 
размера, однако этот результат ограничивается случаем, когда А и В коммути­
руют

Б. Пусть С — А + В и D — А — В. Покажите, что исходная пара уравне­
ний в п. Л сводится к

СЕ + DF = /,
— DE + CF = — /.

Решая эту систему, покажите, что

М-[С + DC-iD]-1 [(DC-1 + /) + / (DC-1 — /)]
или

M-1 = [D + CD-1CJ-1 [(CD-1 + /) + j (- CD-1 + /)] 
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при условии, что соответствующие обратные матрицы существуют. Полученные 
соотношения дают другой способ вычисления W 1 с помощью обращения дейст­
вительной матрицы размером п X и теперь уже без предположения о переста­
новочности матриц А и В.

В. Существует изоморфизм между полем комплексных чисел и матрицами* 
размером 2X2 специального вида:

Рассмотрите действительные матрицы размером 2п X 2п вида

Покажите, что И является обратной по отношению к G тогда и только тогда, ког­
да выполняются соотношения, приведенные в и.А. Таким образом, один из путей 
вычисления М-1 состоит в обращении матрицы би выделении соответствующих 
блоков Е и F, представляющих матрицу Л1—1 = £ + /£. Этот подход не связан 
с ограничениями, присутствующими в п. А и Б, но требует обращения матри­
цы размером 2п' X 2п. Это обстоятельство обусловливает повышенные требо­
вания к памяти ЦВМ, в связи с чем рассматриваемый подход следует применять 
только в крайнем случае.

Глава 7. РЕКУРРЕНТНЫЕ МЕТОДЫ ОБРАБОТКИ СИГНАЛОВ 
В АНТЕННЫХ РЕШЕТКАХ

Для того чтобы избежать трудностей, связанных с прямым вычис­
лением совокупности весошх коэффициентов для процессора антенной 
решетки, можно воспользоваться алгоритмами МСКО и максимума ОСШ 
(МСШ). В гл. 9 будет показано, что при использовании алгоритмов слу­
чайного поиска расчетные процедуры также существенно упрощаются. 
По сравнению с прямым вычислением весовых коэффициентов указан­
ные алгоритмы обычно характеризуются более простыми вычисления­
ми, оказываются менее чувствительными к погрешностям аппаратуры 
и обеспечивают непрерывную подстройку в соответствии с изменяющи­
мися условиями приема сигнала.

Для успешного решения вычислительных проблем может быть ис­
пользован также другой класс процессоров, базирующихся на рекур­
рентных методах обработки [1—4]. Основу этих методов составляет 
рекуррентное обращение матриц при прямом методе вычисления ве­
совых коэффициентов, так что исключаются временные затраты, свя­
занные с непосредственным обращением корреляционной матрицы. 
Поэтому в установившемся режиме рекуррентные алгоритмы (РА) 
должны обладать такой же чувствительностью к распределению соб­
ственных значений корреляционной матрицы входных сигналов, что 
и ранее рассмотренные алгоритмы НОМ. Кроме того, так как основное 
различие между рекуррентными методами и алгоритмами НОМ за­
ключается лишь в способе вычисления обратной матрицы,, то скорости 
сходимости при использовании обоих подходов оказываются сравни­
мыми. Рекуррентные алгоритмы, основанные на методах МСКО, 
близки к методам калмановской фильтрации [5]. Предполагается, что 

262



при использовании этих методов сигналы элементов антенной решетки 
имеют вид выборочных отсчетов, а адаптивная подстройка весовых 
коэффициентов осуществляется цифровым процессором. При стацио­
нарных условиях приема такие рекуррентные процедуры на каждой 
итерации обеспечивают вычисление наилучших значений весовых ко­
эффициентов (оптимальных в смысле минимума СКО), тогда как ал­
горитмы МСКО, МСШ и случайного поиска формируют лишь асимп­
тотически оптимальные значения весовых коэффициентов.

7.1. УСТРОЙСТВО ОБРАБОТКИ ПО МИНИМУМУ ВЗВЕШЕННОЙ 
СРЕДНЕЙ КВАДРАТИЧЕСКОЙ ОШИБКИ

шумом приемника), т. е.

Рассмотрим типовую N-элементную антенную решетку, показан­
ную на рис. 7.1, в которой принятые сигналы умножаются на (дейст­
вительные или комплексные) весовые коэффициенты, в результате че­
го обеспечивается адаптивная обработка. Предположим, что приня­
тые сигналы X, (f) содержат составляющую полезного сигнала s; (t) от 
точечного источника и случайную составляющую шума (f) (обуслов­
ленную как внешним, так и собственным 
Xi (0 = S; (0 4- (0. Рассмат­
ривая принятые сигналы (0
и весовые коэффициенты (0
в качестве составляющих M-мер­
ных векторов х (0 и w (0, можно 
записать выходной сигнал адап­
тивного процессора в виде

i/(0=w40x(0. (7.1)
Для упрощения анализа выбра­
на модель узкополосного про­
цессора, представленная на 
рис. 7.1, а не более общая мо­
дель процессора широкополос­
ных сигналов с использованием 
многоотводных линий задержки 
(ЛЗ) в каждом канале. Резуль­
таты рассмотрения такого упро­
щенного варианта процессора с обработкой по минимуму взвешенной 
СКО можно легко распространить на более общую структуру процес­
сора на базе многоотводных ЛЗ.

В качестве меры эффективности обработки но минимуму взвешен­
ной СКО при использовании k выборочных значений согласно [6] вы­
берем величину

$ (w) = Y 2 a; |wr х (i)—d (0J2 =
i = i

(7.2) 
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где составляющими X (fe) являются значения вектора принятого сиг­
нала, а составляющими d (k) — значения полезного (или опорного) 
сигнала, определяемые соответственно как

V(1)
xr(2)

, (7.3) d(k) =

-d(l)'
d(2)

(k)_
Необходимо отметить, что в (7.4), а следовательно, и в (7.2) предпола­
гается, что полезный сигнал d (/) на выходе антенной решетки имеется 
(или известен), так что можно получить выборочные значения полез­
ного сигнала d (1), d (2), ..., d (k). Матрица весовых коэффициентов 
Aft в уравнении (7.2) выбирается диагональной и предназначена для 
преобразования старых данных в новые и имеет вид

> II

~ak-'

0

0 ...

.

0

0
0 0

a 0
1

(7-5)

где 0 < а 1, так что старым данным придается все меньшая значи­
мость. Если условия приема являются стационарными и все выбороч­
ные отсчеты одинаково важны, то в качестве Afe можно выбрать еди­
ничную матрицу, т. е. АЛ = I. Мера эффективности (7.2) будет миними­
зироваться выбором весового вектора, обеспечивающего «наилучшую» 
(по минимуму взвешенной СКО) оценку вектора полезного сигнала 
d(fe).

Для минимизации (7.2) необходимо вычислить градиент ф (w) по 
w и приравнять его нулю. В результате получим следующее соотно­
шение для оптимального весового вектора:

wis (k) = [Хг (£)АГ X (fe)]-1 Хт (W1 d (7.6)
При использовании дополнительных выборочных отсчетов значе­

ние весового вектора в (7.6) должно быть скорректировано наиболее 
эффективным способом. С учетом коррекции новые значения векторов 
сигналов X (k + 1) и d (k + 1), а также матрицы Aft+1 могут быть
представлены как

Х(6+1) =
X(fe)

Xr(/e+l)
(7-7)I

d (Лф1) =

A*+i =

I 0 
«Aa j ’•

i 
____ Ф 0 
O...O| 1

(7.8)

(7-9)
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С учетом блочной формы выражений (7.7)—(7.9) новое значение весо­
вого вектора будет равно

Из выражения (7.10) видно, что для получения нового значения весо­
вого вектора wZs (k + 1) требуется обращение матрицы [Х? (/г + 1)Х 
X А/ТщХ (/г + 1)]. Эта операция может быть выполнена следую­
щим образом:

Введем обозначения:

(7-12)

(7.13)

(7.15)
Соотношения (7.14) и (7.15) определяют рассматриваемый рекуррент­
ный алгоритм. Процедуры (7.14) и (7.15) начинаются с выбора весово­
го вектора w (0) и эрмитовой матрицы Р (0). На практике в качестве 
начального весового вектора обычно выбирают вектор w (0) =
= [1, 0, 0, ..., 0], тем самым формируя ненаправленную диаграмму 

антенной решетки (при ненаправленных элементах). В качестве на­
чальной матрицы Р (0) обычно берется единичная матрица.
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(7.Ю)

(7.И)

Выполнив операции обращения для обеих частей выражения (7.13) 
с учетом леммы обращения матриц (Г. 10) из приложения Г, получим

Подставив (7.14) в (7.10) и учитывая, что wZs = Р (/г)Х (fe)A* Ч (k), 
запишем выражение для нового значения весового вектора в виде

(7-14)



Как видно из выражений (7.14) и (7.15), при определении весового 
вектора wls (k + 1) нет необходимости в вычислении обратных матриц, 
как это требовалось согласно (7.6) и (7.10). Для более ясного пони­
мания сути работы адаптивного процессора целесообразно более де­
тально проанализировать соотношение (7.6). Поскольку след матрицы 
Аа является скаляром, то выражение (7.6) можно записать в виде

Первый сомножитель в правой части (7.16) является оценкой корре­
ляционной матрицы Rxx при использовании k выборочных значений, 
т. е.

Оценка (7.17) использовалась также в работе [2]. Аналогичным обра­
зом второй сомножитель в правой части (7.16) представляет собой оцен­
ку вектора взаимной корреляции rxd (k). Следовательно, матрица Р 
из (7.12) связана с корреляционной матрицей соотношением

(7-18)

В записи алгоритмов обработки (7.14) и (7.15) предполагается, что 
полезный сигнал при каждом формировании выборочных отсчетов из­
вестен, что является нереальным предположением, исключающим не­
обходимость использования процессора. На практике достаточно иметь 
аппроксимацию или оценку полезного сигнала. Поэтому, заменив в 
уравнении (7.15) величину d (k + 1) ее оценкой d (k -f- 1), можно по­
лучить для практических применений полезную структуру рекуррент­
ного процессора с обработкой по минимуму взвешенной СКО.

Можно получить также соотношения, эквивалентные (7.15), кото­
рые окажутся полезными для различных условий приема сигнала, ес­
ли заменить мгновенные значения величин их известными средними 
значениями [3, 7]. Для получения таких эквивалентных форм пере­
пишем (7.15) в виде
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(7-16)

(7.17)

где у (k + 1) — выходной сигнал антенной решетки. Произведение 
х (k + l)d (k -ф 1) можно заменить средним значением, которое пред­
ставляет собой оценку вектора взаимной корреляции гЖ(/. Поскольку 
оценка rxd не содержит мгновенных флуктуаций векторов х (f) и d (i),

(7.19)



то можно ожидать, что время сходимости должно быть больше при ис­
пользовании оценки rad, чем при использовании произведения 
x(k)d.(k) (как показано в гл. 6).

В том случае, когда известно только направление прихода полез­
ного сигнала, а сам сигнал отсутствует, вектор взаимной корреляции 
rxd (который содержит информацию о направлении поступления 
сигнала) оказывается известным и алгоритм для вычисления весового 
вектора принимает вид

w(£+l) = w(£) +------- ---------------------------X
<х-|-х' (k-\-1) Р (fe) X (k-]- 1)

х [r.vd—х(/г -j- l)y(Z?+ 1)1. (7.20)

Конечно, уравнение (7.20) может использоваться также для вычисле­
ния весового вектора и при наличии полезного сигнала, однако ско­
рость сходимости при этом будет меньше, чем при использовании урав­
нения (7.19).

При стационарных условиях приема сигнала выбирают а = 1, од­
нако такой выбор на практике может привести к определенным труд­
ностям. До тех пор, пока 0 < а <; 1, цифровые процедуры реализа­
ции (7.14) и (7.15) являются устойчивыми. При а = 1, однако, боль­
шое число итераций может привести к тому, что составляющие Р (k) 
станут настолько малыми, что погрешности округления будут оказы­
вать существенное влияние на результаты вычислений. Для того что­
бы при а = 1 избежать указанной вычислительной трудности, можно 
умножить обе части уравнения (7.14) на (k + 1) и обеспечить тем са­
мым устойчивую работу системы. При этом условии выражение (7.18) 
примет вид

fc (k) = kP(k). (7.21)

7.2. РЕКУРРЕНТНОЕ ОБРАЩЕНИЕ КОВАРИАЦИОННОЙ МАТРИЦЫ

Процессор с обработкой по минимуму взвешенной СКО, рассмот­
ренный в предыдущем разделе, базировался на процедуре

p-i(fe + 1) = аР-1 (k) + х*(/г + 1)хг(/г + 1), (7.22)

где 0 < а < 1; Р-1 (k) А X7' (£)АаДХ (k). Другая, близкая по своим 
свойствам, схема весовой обработки данных основана на использова- 
нии оценки выборочной ковариационной матрицы Rxx:

Rxx (М-1) = aRxx (k) + X* (6 + 1) х7 (k + 1), (7.23)

где 0 а < 1. В результате обращения обеих частей (7.23) получим

RZ? (/г + 1) = — (k) A -L х* (k + 1) xr (k + 1) Г' • (7.24)
ala J
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Применив к (7.24) лемму об обращении матриц, запишем выражение

(7.25)

При отсутствии полезного сигнала wonT = R7?b* (или wonT = R7/rX(f), 
так что умножение обеих частей выражения (7.25) справа на Ь* дает 
следующее рекуррентное соотношение для весового вектора:

(7.26)

Согласно процедуре весовой обработки, соответствующей (7.26), 
подразумевается, что предыдущие данные [характеризуемые RKX(fe)[ 
имеют меньшую значимость по сравнению с текущими данными [ха­
рактеризуемыми х*(& + \)nT(k + 1)]. Другой алгоритм весовой об­
работки, в котором предусмотрена возможность учета значимости 
предыдущих данных по сравнению с текущими, основан на процедуре

Устройство, реализующее весовую обработку (7.27), успешно применя­
лось [при р = \!(k + 1)1 для подавления отражений от местных пред­
метов, для компенсации собственного движения платформы, а также 
для компенсации эффектов рассеяния в ближней зоне в бортовой радио­
локационной системе с селекцией движущихся целей (СДЦ) [8]. При­
менив операцию обращения к обеим частям (7.27) и лемму (Г. 10), по­
лучим [9]

Для того чтобы определить новое значение весового вектора, необхо­
димо умножить RTx1 (k + 1) справа на вектор управления диаграммой 
Ь*. В радиолокационных системах с СДЦ вектор Ь* может быть выб­
ран с учетом среднего значения частоты Доплера, вызванной движе­
нием цели. При таком согласовании уменьшается влияние помех в 
главном лепестке диаграммы направленности, обусловленных непо­
движными объектами [8, 10]. Умножив (7.28) справа на вектор Ь*, 
получим
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Для вычисления оценки по формуле (7.28) потребуется № комплекс­
ных умножений для формирования R^x(k)x*(k + 1), где N — число 
степеней свободы адаптивного процессора. Кроме того, потребуется 
0,75№ и 2,25М дополнительных умножений для вычисления 
R7? (£ + !)• Сравнивая выражения (7.29) и (7.26) с (7.20), можно за­
метить, что информация о направлении прихода сигналов, содержа­
щаяся в векторе rxd (или Ь*), отсутствует в (7.26) и (7.29). Очевидно, 
что начальный весовой вектор в процедурах (7.26) или (7.29) соответст­
вует некоторой информации относительно направления прихода сиг­
нала. В целом можно сказать, что уравнения (7.20), (7.26) и (7.29) пред­
ставляют собой просто различные варианты более общего урав­
нения весовой обработки данных.

7.3. МЕТОДЫ КАЛМАНОВСКОЙ ФИЛЬТРАЦИИ ДЛЯ ОБРАБОТКИ 
СИГНАЛОВ В АНТЕННОЙ РЕШЕТКЕ

Задачи адаптивного управления, характерные для небольших 
связных антенных решеток, являются относительно простыми и часто 
успешно решаются с помощью алгоритмов адаптивного управления, 
основанных на градиентных методах, а также методах случайного 
поиска. В более сложных задачах, таких как дистанционное управле­
ние летательными аппаратами или сопровождение по угловой коор­
динате в радиолокационных системах, зачастую требуется и более 
сложная обработка сигналов. Для таких приложений сравнительно 
недавно [5] были предложены методы адаптивной обработки, основан­
ные на калмановской фильтрации [11, 12]. Эти методы требуют боль­
ше априорной информации об условиях приема сигнала, чем другие 
методы, и открывают возможности для построения процессоров, объе­
диняющих управление адаптивной антенной решеткой с другими функ­
циями системы, такими как определение местоположения и навигация.

7.3.1. Процессор калмановского типа

Снова обратимся к модели узкополосной простой М-элементной 
линейной антенной решетки (рис. 7.1), в которой: х (/г) — сигнальный 
вектор, w (k) — весовой вектор адаптивного процессора (в соответст­
вующие дискретные моменты времени) и у (k) = wT(fe)x(fe) — выход­
ной сигнал антенной решетки. Для обработки широкополосных сиг­
налов каждый из каналов решетки должен содержать фильтр на базе 
многоотводной ЛЗ, при этом сигналы с отводов ЛЗ и соответствующие 
весовые коэффициенты также могут представляться векторами х (k) 
и w (&). Поэтому математическое описание процедуры обработки оста­
ется тем же, что и для узкополосного сигнала.

Пусть динамические характеристики оптимальных весовых коэф­
фициентов антенной решетки определяются уравнением состояния

wonT (k + 1) = Ф (/г + 1, /?)wonT (fe); w0IIT (0) = w0, (7.30) 
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где Ф (k + 1, k)— переходная матрица состояния. Если условия 
приема сигнала стационарны, то оптимальные весовые коэффициенты 
будут постоянными, а матрица Ф (/г + 1, /г) — единичной. В случае 
изменяющихся во времени условий приема должна использоваться 
более сложная модель матрицы Ф (k + 1, /г), учитывающая характер 
изменяющейся обстановки. Пусть система характеризуется уравнени­
ем наблюдения

d (6) = x^)wonT(£) + v(k), (7.31)

где v (k) — гауссовский белый шум с нулевым средним и дисперсией

Е {v (ft) v(J)} = <Л7е)6щ. (7.32)

Выбор величины <т2 (к) рассматривается далее.
Для динамической модели (7.30) с вектором состояния wOIIT (/г) 

и наблюдаемым сигналом (7.31) устройство оценки весовых коэффи­
циентов решетки (а не полезного сигнала) по минимуму СКО может 
быть получено на основе результатов теории калмановской фильт­
рации. При таком подходе оптимальная оценка будет определяться 
выражением [12]

wonT (klk) = w0IIT (k/k — V) + К (k) [d (k) — xT (k) wonT (k/k— 1)], (7.33) 

где wonT (klk) — оценка величины wonT (k), основанная на предыду­
щих наблюдениях вплоть до момента времени k', wonT (klk — 1) — 
оценка величины wonT (ft), базирующаяся на наблюдениях вплоть до 
момента времени (k — 1) [прогноз для w0IIT (k)]; К (k) — матрица ко­
эффициентов передачи калмановского фильтра. Для комплексных ве­
личин (7.33) будет иметь вид

«опт (k/k) = wonT (klk— 1) + К (k) [d* (k) — x+ (k) wonT (klk— 1)], (7.34) 

где символами * и + обозначены соответственно операции комплексно­
го сопряжения и комплексного сопряжения и транспонирования.

Тогда

wonT (klk— 1) = Ф(Аг, k— l)wonT (k \!k-\), (7.35)

а величина в квадратных скобках в (7.34) является разностью между 
действительным выходным сигналом и его прогнозируемым значением. 
Процессор калмановского типа, определяемый указанными уравне­
ниями, показан на рис. 7.2, где для действительных величин

Р (fe/fe— 1) х (fe)_______
(fe)P(ft/ft-l)x(ft) + a2 (ft)]

а для комплексных величин

К (6) ______ P(ft/ft—1) х* (ft)
[x'r(ft) P (ft/ft — 1) X* (ft) 4-O3 (ft)]

(7.36)

(7.37)
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Динамическая модель 

для оптимальных 
весовых коэффициентов

Устройство оценки оптимальных 
весовых коэффициентов

Рис. 7.2. Структурная схема процессора калмановского типа для оптимальных 
весовых коэффициентов

Ковариационная матрица ошибки прогноза определяется соотноше­
нием

Р(Ж — 1) = Ф(£, k — 1)Р (k — \/k — 1)ФГ (k, k — 1), (7.38)

а ковариационная матрица ошибки после фильтрации

P(k/k) A £{[wonT (£) —wonT (k/k)] [woriT (£) —wonT (k/k)]T}. (7.39)

Выражение (7.39) можно представить в виде
Р (k/k) = Р (k/k — 1) — К (k)xT (k)P (k/k — 1). (7.40)

Подставив (7.36) в (7.40), получим

P(k/k) = P(k/k—\)---- х W €1*9 р . (7.41)
[а2(£) + хг(/г) P(k/k— 1)х(/г)1

Сравнивая (7.41) и (7.14), можно заметить большое сходство меж­
ду рекуррентными соотношениями для Р (k + 1) в (7.14) и для Р (k/k) 
в (7.41). Если к уравнению (7.41) применить лемму (Г. 10) из приложе­
ния Г, то можно получить

Р1 (k/k) = р-1 (k/k- 1) + -■ 1 -X (k) х~ (k). (7.42)
о2 (6)

Из сравнения (7.42) и (7.13) видно, что ковариационная матрица оши­
бок при использовании процессора калмановского типа и о2 (k) = 1 
соответствует матрице Р (k) процессора с обработкой по минимуму 
взвешенной СКО при а = 1. В этом случае из (7.21) следует, что кова­
риационная матрица ошибок Р (k/k) связана с оценкой корреляцион­
ной матрицы Rxx соотношением

P7xl(k) = kP(k/k). (1АЪ)

Для вычислений по формулам (7.33)—(7.41) необходимо задать на­
чальные значения w (0/0) и Р (0/0). Желательно выбирать wonT (0/0) =
= Е {wonT} и Р (0/0) = Е {Aw (0)Awr (0)} [5], где Aw (0) = 
= w (0/0) — wonT. а величину wonT соответствующей оптимальному 

винеровскому решению из гл. 3:
w0UT = REx1 (k)rxd (k). (7.44)
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В общем случае статистики сигнала, входящие в (7.44), неизвестны 
п поэтому для определения начальных условий в рассматриваемых 
рекуррентных уравнениях используются различные (обсуждаемые 
далее) процедуры. Если имеется априорная информация об условиях 
приема сигнала, она может использоваться для формирования более 
точной начальной оценки wonT по формуле (7.44), а также для постро­
ения динамической модели системы в соответствии с уравнением сос­
тояния (7.30).

В тех случаях, когда априорная информация об условиях приема 
сигнала отсутствует, обычно выбирают матрицу Р (0/0) единичной, 
a wonT (0/0) так, чтобы диаграмма антенной решетки была ненаправ­
ленной. Кроме того, необходимо каким-то образом задать величину 
о2 (fe).

Как видно из выражения (7.33), величина в квадратных скобках 
является разностью между действительным выходным сигналом ан­
тенной решетки и его оценкой, полученной по предыдущим наблюде­
ниям. Этот оптимальный выходной сигнал d (/) может рассматриваться 
как аппроксимация полезного сигнала, так как оптимальные весовые 
коэффициенты решетки рассчитывались из условия обеспечения мини­
мума СКО для полезного сигнала. Такая интерпретация оптимального 
выходного сигнала решетки, в свою очередь, определяет процедуру 
выбора значения дисперсии шума о2 (k). Поскольку d (/) является ап­
проксимацией действительного полезного сигнала s (/), то [5]

d (k) = xr(/s)wonT (k) + v (/г) ~ s(k) -фц(/г), (7.45)

где (k) — погрешность аппроксимации сигнала s (Ze). Тогда
v (k) — s (k) + т] (/г) — хт (Zi)wonT (k). (7.46)

Если s (k), т] (k) и x (k) — процессы с нулевым средним, то Е {v(6)}= 
= 0. Если к тому же ц (fe) не коррелирована с s (/г) и с шумовыми 

составляющими х (/г), то

О2 (&) = Е {v(k)v(k)} = WonT RxxWonT — 2WonTr..vs + E{s2} +
+ E bl2} = IS + E {ц2}, (7.47)

где Io — минимальная ошибка оценки.
Если выражение (7.33) представить в виде

w (klk) = w (k/k— 1) +

+ —-------- ------------------------ - [х (&) d (£)- х (/г) у (£)], (7.48)
[хт (/г) Р (fe/A:— 1) х (Аг)-1-о2 (А:)]

где у (/г) = wr (k!k — 1)х (k), то, как и в предыдущем разделе, вели­
чину х (k)d (/г) можно заменить ее средним значением. Поэтому урав­
нение калмановского фильтра для весового вектора может быть моди­
фицировано так, чтобы использовалась либо оценка rxd (k) (когда из­
вестны полезный сигнал или модель опорного сигнала), либо rxd (k) 
(когда имеется информация только о направлении прихода сигнала).
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Существует и другой подход, обеспечивающий работоспособность 
системы с использованием процессора калмановского типа в нестацио­
нарных условиях, когда параметры изменяющихся во времени ста­
тистик сигнала неизвестны. В этом случае вместо того, чтобы пытаться 
построить точную динамическую модель вида (7.30), используют бо­
лее простую модель:

wOiIT № + 1) = wonT (k) 4 2, (k), (7.49)

где | (/?) — белый шум с нулевым средним и
cov (fe)] = Q (/г). (7.50)

Элементы матрицы Q характеризуют степень неопределенности, свя­
занную с предположением о стационарности условий приема. Тогда 
выражение (7.38) принимает вид

Р (k/k — 1) = Ф(А, k — l)P(fe — \/k — 1)Фг(/г, k — 1) ]-Q. (7.51)

Практический результат указанной модификации сводится к пред­
отвращению недопустимого уменьшения матрицы коэффициентов пе­
редачи К (/г). При этом оценка wonT будет «отслеживать» флуктуа­
ции действительной величины woni, хотя оценки результирующего 
оптимального весового вектора имеют большую дисперсию, чем в слу­
чае, когда Q = I.

7.3.2. Скорость сходимости

Тот факт, что величина о2 (k) зависит от минимальной ошибки оцен­
ки и качества аппроксимации полезного сигнала, дает возможность 
получить выражение для определения скорости сходимости алгорит­
ма при определенных условиях [13]. Выражение (7.36) можно пере­
писать в виде

K(fe)xr (k)P(k/k — 1)х(/г) + K(£W) = ?(k/k — l)x(Ze)
или

K(£W) = Il — K(k)xT(k)]P(k/k — 1)х(/г).
Подставив (7.53) в (7.40), получим

Р(/г/7г)х(й) = К(/г)о2(/г).
Тогда

о2 (к)
Подстановка (7.55) в (7.40) дает

Р(k/k) = Р(k/k— l)~-P{k!^xW хт(k) P(k/k—V)
a2 (k)

или
Р (k/k) = Р (k/k-l)-[P(fe/*)x(fe) xr(fe)P(fe/fe-l)l .

a2 (k)

(7.52)

(7.53)

(7-54)

(7.55)

(7.56)

(7-57)
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Умножив обе части (7.57) слева на р-1 (Ш) и обе части (7.58) справа 
на Р-1 (fe/fe — 1), получим [см. также (7.42)1

Выражение (7.58) можно записать в виде

В результате многократного применения рекуррентного соотношения 
(7.60), начиная с Р-1 (0/—1), получим

(7-61)

В тех случаях, когда аппроксимация полезного сигнала довольно 
хорошая и о2 (/г) примерно равна ошибке оценки, можно пренебречь 
матрицей о2(/г)Р~г(0/—1) по сравнению с У x(i)xr(i). Тогда

(7.62)

Полученное выражение с учетом (7.55) можно представить как

(7.63)

откуда видно, что К (k) не зависит от о2 (k). 
Среднее арифметическое

(7.64)

Для k-ro момента времени СКО ошибка оценки определяется выра­
жением [13]

Из (7.62) и (7.64) следует, что

(7.65)

(7.66)

где N — размерность вектора х (fe), так что СКО оценки для k-ro мо­
мента времени принимает вид

274

(7.58)

(7-59)

Тогда
(7.60)

Выражение (7.67) показывает, что теоретически рассматриваемый ал­
горитм калмановского типа сходится за 2N итераций. Этот результат 
аналогичен результату сходимости алгоритма НОМ.

(7.67)



7.4. УСТРОЙСТВО ОБРАБОТКИ ПО МИНИМУМУ ДИСПЕРСИИ ШУМА

В этом разделе целесообразно рассмотреть применение основных 
понятий при получении рекуррентного алгоритма обработки широко­
полосных сигналов настроенной антенной решетки для того, чтобы 
проиллюстрировать небольшие видоизменения, связанные с исполь­
зованием многоканального процессора на базе многоотводных ЛЗ. 
Если направление прихода полезного сигнала известно, то эта инфор-

Рис. 7.3. Структурная схема процессора для обработки широкополосных сиг­
налов в настроенной антенной решетке

мация может служить для построения антенной решетки, настроен­
ной на сигнал, как показано на схеме рис. 7.3. В процессоре такой 
антенной решетки используются корректирующие пространственные 
фильтры (КПФ), а также информация о направлении прихода полез­
ного сигнала для настройки решетки на сигнал путем соответствующе­
го подбора задержек тг в каждом канале. При этом [14]

х(0 = — d(t) 1-| п (/), (7.68)
*1 (*—Tl)
г2 (/—т2)
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где 1 = 11, 1, 1J7"; d (0 — опорный полезный сигнал; п (0 — век­
тор составляющих помехи с учетом задержек. Определим (М + l)Af- 
мерный вектор х'(0 соотношением

ха, помня о том, что все рассматриваемые сигналы получены в резуль­
тате объединения составляющих с соответствующих отводов ЛЗ. Кро­
ме этого, введя вектор

(7.70)

выходной сигнал антенной решетки можно представить в виде

так как wzrl = У, w\. Если адаптивные весовые коэффициенты ограни- 
;=1

чены условиями

(7.72)

то выходной сигнал

(7.74)
если считается, что вектор шума имеет нулевое среднее. Тогда диспер­
сия выходного сигнала будет определяться выражением

Определим матрицу размером N(M + 1) X (М + 1) как

(7.76)

где 0 — ^/-мерный вектор с нулевыми составляющими.
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(7-71)

(7.73)
Выходной сигнал, определяемый (7.73), является несмещенным, так 
как

(7.75)



Если желательно минимизировать дисперсию выходного шума, то 
мерой эффективности системы будет

ф = wr R wТМДП1 *'nn vv (7.77)

Теперь желательно минимизировать (7.77) при ограничениях (7.72), 
которые можно переписать как

Г 1 I
О

= с. (7.78)

О

Весовой вектор w, минимизирующий (7.77) в соответствии с условия­
ми (7.78), можно найти методом множителей Лагранжа, минимизируя 
модифицированную меру эффективности:

$Ммдш = ^-™гКпп\* + Мс — I[w]. (7.79)

Для определения весового вектора необходимо: 1) приравняв нулю 
градиент Фммдш по w, получить выражение для wMWD; 2) определить 
значение вектора 1 так, чтобы удовлетворялось условие (7.78); 3) под­
ставить найденное значение X в выражения для wMnm. Тогда

™мдш = R7A Ilfс. (7.80)

Для настроенной антенной решетки, подобной приведенной на 
рис. 7.3, можно также показать (как это было сделано в гл. 3 для узко­
полосного процессора), что устройство оценки по минимуму диспер­
сии шума, реализующее (7.80), идентично устройству оценки по мак­
симуму правдоподобия [15].

Как следует из (7.80), для вычисления весового вектора потребу­
ются операции измерения и обращения корреляционной матрицы шу­
ма Rnn. Корреляционная матрица шума может быть получена из дан­
ных, содержащих также составляющие полезного сигнала, а исполь­
зование рекуррентного алгоритма позволяет исключить необходи­
мость прямого обращения матрицы Rnn.

Трудностей, связанных с измерением корреляционной матрицы 
шума, когда одновременно присутствуют составляющие полезного 
сигнала, можно избежать, переформулировав задачу минимизации. 
Минимизация (7.77) при ограничениях (7.78) полностью эквивалент­
на задаче

минимизировать ¥=wrR3CS:w (7.81)
при ограничениях вида

IjW = с. (7.82)

Решение этой задачи можно найти, как и ранее, используя метод 
множителей Лагранжа. В результате получим

WonT = Rxxh 1 с. (7.83)
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Для того чтобы показать эквивалентность задачи, определяемой вы­
ражениями (7.81) и (7.82), и исходной задачи, сформулированной в 
виде (7.77) и (7.78), представим матрицу Rxx в виде

где

(7.85)

Подставив (7.84) в (7.81), получим задачу

минимизировать ф = wrRxxw = wrRnnw + wrRddw (7.86)

с учетом ограничения (7.72)

Задача минимизации (7.87) при ограничениях (7.82) должна иметь 
точно такое же решение, что и задача минимизации (7.77) при ограни­
чениях (7.78), поскольку Е {d?(t)} не зависит otw, т. е. указанные за­
дачи эквивалентны.

В качестве оценки корреляционной матрицы принятого сигнала в 
k-й момент времени можно использовать

(7.88)

выражение для

(7.89)

(7.90)

Rxx (fe) можно переписать в виде

где P1 (k) a XT(k)A(k)X(k). Представив x (k + 1) и A (k + 1) в 
блочной форме, как в выражениях (7.7) и (7.9), и использовав лемму 
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(7.84)

(7.87)

где 0< а < 1. Вводя обозначения

(7.91)



об обращении матриц, получим (7.14). Из выражения (7.83) можно най­
ти требуемые откорректированные значения весовых коэффициентов

Для вычисления матрицы [I[P (k + 1)1Х] можно применить лемму 
об обращении матриц, в результате чего

Рекуррентный процессор, обеспечивающий минимум дисперсии 
шума, имеет особенно простую схему в случае узкополосных сигна­
лов. В гл. 3 было показано, что для таких сигналов

Использование для вычислений выражения (7.94) связано с дополни­
тельными трудностями, поскольку вектор принятого сигнала в общем 
случае содержит как шум, так и полезный сигнал. Эти трудности мож­
но преодолеть следующим образом.

Ковариационная матрица входного сигнала определяется выраже­
нием

Подставив (7.96) в выражение

(7.97)

Если использовать выражение (7.21) при а — 1, то из (7.94) и (7.97) 
получим

(7.98)
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(7.93)

(7.92)

(7-94)

(7.95)

где Е (d2 (t)} = р — скалярная величина. Обращение обеих частей
(7.95) и применение леммы об обращении матриц дает

(7.96)

получим тождество



где Р(&+ 1) определяется (7.14). Отметим, что при отсутствии полез­
ного сигнала wM;inn определяемое по (7.98), обеспечивает более высо­
кую скорость сходимости, чем при наличии полезного сигнала. Этот 
результат уже был получен в гл. 6.

7.5. РЕЗУЛЬТАТЫ МОДЕЛИРОВАНИЯ

Рекуррентные соотношения (7.34), (7.38) и (7.41) могут определять 
процессор как калмановского типа, так и с минимальной взвешенной 
СКО, поскольку ковариационная матрица ошибок при о2 (k) = 1 в 
процессоре первого типа соответствует матрице Р (/г) в случае а = 1 
для процессора второго типа. Параметр о2 (/г) для процессора калма­
новского типа должен выбираться в соответствии с (7.47) равным Io- 
Для моделирования этого рекуррентного алгоритма необходимо за­
даться геометрией антенной решетки и условиями приема сигнала, 
как на рис. 7.4 (этот случай был показан ранее на рис. 4.19 и повторен 
здесь для удобства). На рис. 7.4 показано расположение одного ис­
точника полезного сигнала (под углом 0) и трех точечных источников 
гауссовских помех (под углами 15, 90 и 165° соответственно) относи­
тельно четырехэлементной Y-образной антенной решетки с межэле­
ментным расстоянием d = 0,787Х.

Полезный сигнал в каждом случае был фазоманипулированным с 
равновероятным значением фазового угла 0 или 180°. Рассматривались 
две ситуации, соответствующие отношениям собственных значений

р

/
0,737 X

1
Ри

.V

7.4. Геометрические соотпоше- 
для четырехэлементной Y-образ- 
антешюн решетки и расположс- 
источгшкев полезного сигнала и 

помех

л
S

Xniax/Xmln = 16 700 и ^max^min = 2440. На рис. 7.5—7.8 показаны 
результаты, иллюстрирующие сходимость алгоритмов при Xmax/Xmln =
= 16 700 и отношениях помеха-собственный шум приемника, равных: 

JJn = 4000, J2/n — 400 и J 31п = 40, которым соответствовали соб­
ственные значения ковариационной матрицы шума = 1,67 • 104, 

= 1 • 103, Х3 = 29 и = 1. Отношение сигнал-собственный шум 
приемника выбиралось: s/n = 10 для кривых на рис. 7.5 и 7.6, s/n =
= 0,1 —для рис. 7.7 и s/n = 0,025 — для рис. 7.8. Эффективность 

алгоритмов определялась в виде зависимости выходного ОСШ от чис­
ла итераций, где одна итерация весового вектора соответствовала каж­
дому новому независимому выборочному отсчету. Зависимости на 
рис. 7.5, 7.7 и 7.8 соответствуют процессору калмановского типа, на 
рис. 7.6 — процессору с минимумом взвешенной СКО.
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Рис. 7.5. Зависимость выходного ОСШ от числа итераций
мановского типа При Zma\/Xmin = 16 700, s//i=10, C12 = ^o,

ОСШОПт=15 (11,76 дБ)
для процессора кал-
w(0)=0, Р(0)=1,

Рис. 7.6. Зависимость выходного ОСШ от числа итераций для процессора по
МИНИМУМУ ВЗВеШеННОЙ СКО При >.ma-:/lmin~~16700, s/n=10, <х=1, wT(0)==

= [1, 0, 0, 0], Р(0) = 1, 0СШопт=15
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Рис. 7.7. Зависимость выходного ОСШ от числа итераций для процессора кал- 
мановского типа при Zma>7Xmin= 16 700, s/n = 0,l, o2 = g0, w(0)=0, P(0) = I, 

ОСШОПт = 0,15 (—8,24 дБ)

На рис. 7.9 и 7.10 представлены результаты, иллюстрирующие 
сходимость процессора калмановского типа при Xmax/Xmln = 2440 и 
отношениях помеха-собственный шум приемника: JJn = 500, J2ln — 
= 200 и J 3/п = 40, которым соответствуют собственные значения 

ковариационной матрицы шума = 2,44 • 10®, X = 4,94 • 102, %3 = 
= 25,62 и = 1. Отношение сигнал-собственный шум приемника

Чисто итераций

Рис. 7.8. Зависимость выходного ОСШ от числа итераций для процессора кал- 
маног,ского типа при ZmaxAmin= 16 700, s/« = 0,025, <T2=g), w(0) =0, P(0)=I, 

ОСШ,,= 0,038 (—14,2 дБ)
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Рис. 7.9. Зависимость 
майовского типа при
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выходного ОСШ от числа итераций для процессора кал-
Xmax/Amin = 2440, s/n = 0,l, О* 1 2 3 = £о, w(0)=0, P(0)=I, 

ОСШОпт = 0,15 (—8,24 дБ)

выбиралось: sin = 0,1 для графиков на рис. 7.9 и sin = 10 — для 
рис. 7.10.

Результаты моделирования, приведенные на рис. 7.5—7.10, иллю­
стрируют следующие интересные и важные свойства рассмотренных 
рекуррентных алгоритмов.

1. Рекуррентные алгоритмы имеют более высокую скорость схо­
димости, чем алгоритмы НОМ, особенно при большой величине ОСШо„т 
(~5 или 6 итераций, когда ОСШопг = 15 дБ для приведенных при­
меров). Из сравнения данных на рис. 7.5 (при A.max/Xmin = 16 700) и 
рис. 7.10 (при A.raax/Z,inln — 2440) видно, что скорость сходимости ал­
горитма не зависит от разброса собственных значений ковариацион­
ной матрицы. Такими же свойствами обладают алгоритмы НОМ.

2. Сходимость алгоритма относительно слабо зависит от значения 
параметра ст2 (k) в (7.37). Из сравнения результатов моделирования, 
представленных на рис. 7.5 (при о2 = и на рис. 7.6 (при о2 = 1), 
видно, что для достижения уровня, лежащего на 3 дБ ниже оптималь­
ного, потребуется фактически одно и то же число итераций даже при 
различных значениях начального весового вектора.

3. Как видно из рис. 7.5, 7.7 и 7.8, скорость сходимости рекур­
рентного алгоритма уменьшается при малых ОСШопт и увеличивается



Рис. 7.10. Зависимость выходного ОСШ от числа итераций для процессора кал- 
мановского типа при A.maxAmin = 2440, s/;t=10, о2 = £о, w(0)=0, Р(0) =1,

ОСШ0пт=15 (11,76 дБ)

при больших ОСШопт. Этой особенностью обладает также алгоритм 
НОМ (и до некоторой степени все алгоритмы, не использующие ин­
формацию о направлении прихода сигнала). В том случае, когда пред­
полагается, что информация о направлении прихода сигнала отсутст­
вует, такая информация может быть извлечена в процессе «обучения» 
при наличии сильного полезного сигнала.

7.6. выводы

Было показано, что различные рекуррентные алгоритмы могут 
быть получены на основе применения леммы об обращении матриц.

Поскольку рекуррентные алгоритмы отличаются от алгоритмов 
НОМ главным образом тем, что обращение матрицы осуществляется 
рекуррентным способом, то не удивительно, что многие свойства, ха­
рактерные для алгоритмов НОМ, также проявляются при использо­
вании рекуррентных алгоритмов. Высокая скорость сходимости и от­
сутствие зависимости эффективности от распределения собственных 
значений ковариационной матрицы являются теми характеристиками, 
которые делают рекуррентные процессоры привлекательными при 
условии, что имеются вычислительные средства, обеспечивающие не­
обходимую точность и производительность.
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ЗАДАЧИ

1. Оптимальный весовой вектор, обеспечивающий минимум дисперсии шума.
A. Покажите, что если в (7.79) приравнять градиент ^РММдш по w нулю, то 

решением полученного уравнения будет

Б. Покажите, что если величина wMara, полученная в пА, удовлетворяет 
условиям (7.78), то

WlfehW-
B. Покажите, что подстановка результата, полученного в п. Б, в выраже­

ние для 1УМдШ из п. А приводит к (7.80).
2. Эквивалентность устройств оценки по максимуму правдоподобия и по ми­

нимуму дисперсии шума 115]. На практике в некоторых случаях полезный сигнал 
оказывается полностью неизвестным и не может рассматриваться ни как сигнал 
с известной формой, ни даже как известная функция некоторых неизвестных па­
раметров. Следовательно, априорно нельзя сделать никаких предположений от­
носительно вида сигнала и поэтому форму сигнала следует рассматривать как 
неизвестную функцию времени, которую необходимо оценить. Один из способов 
получения оценки неизвестной временной функции (для настроенной антенной 
решетки рис. 7.3) основан на применении устройства оценки по максимуму прав­
доподобия, в котором предполагается, что шумовые составляющие принятого 
сигнала имеют многомерное гауссовское распределение. Функция правдоподо­
бия принятого сигнала на выходе корректирующего пространственного фильтра 
поэтому может быть записана как

____________ 1_____________
(2jt)N/2(2H-l)|p|1/2(2A + 1) Х

k
2
2X ехр 2 (xn—Sn)rp-l(xn--Sn) 

п= —k
где п — выборочные моменты времени; р — ковариационная матрица шума, по­
лучаемого с отдельных отводов ЛЗ. Для нахождения оценки sn по методу макси­
мума правдоподобия необходимо продифференцировать логарифм функции прав­
доподобия по оцениваемому параметру sn и приравнять результат нулю. Пока­
жите, что этот результат соответствует оценке сигнала на выхода процессора, 
полученной при решении задачи 1.

3. Покажите, что решение задачи оптимизации, сформулированной в виде 
(7.81) и (7.82), определяется выражением (7.83).

4. Покажите, что (7.92) приводит к (7.93) в результате выполнения следую­
щих операций:

А. Умножения (7.14) слева и справа на и соответственно. В результате 
получаем

l[P (fc+1) Ii =

1 Г.г_____ lW)x(*+I)xr(fe + l)P(fe)Ii
— I! р (k) 11—------------ --------------------------- ;—
“ L а+хг(А:+1)Р(£)х(6+1)

Б. Применения матричного соотношения (Г.4) из приложения Г к результа­
ту п. А для доказательства соотношения

[1[Р (*+1) lj_1 = a[l[ Р (ft) ИГ1 +1?1 х (ft+1) хг (ft+1) (171)Г-

В. Подстановки результата из п. Б в (7.92), чтобы получить соотношение 
«опт (ft+1) = р (ft +1) [аР-1 (ft) + х (ft+1) хт (ft+1)] (I71)7 С.
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Г. Учитывая, что

Р (*+1) Р-1 (£)= —
а

Р (fe) х (fe+1) хт (fe + 1) 

а + х7’(^+1)Р(й)х(^+1)

покажите, что результат п. В приводит к (7.93).
5. Покажите, что матричное тождество (7.97) получается в результате под­

становки (7.96) в выражение

1

Глава 8. КАСКАДНЫЕ ПРЕДПРОЦЕССОРЫ

При большом разбросе собственных значений корреляционной 
матрицы входных сигналов возникают трудности при применении ал­
горитмов МСКО и МСШ, связанные с их медленной сходимостью. 
Большой разброс собственных значений происходит тогда, когда на­
ряду с сигналом от источника сильных помех появляются сигналы от 
источников слабых помех, или тогда, когда два или несколько источ­
ников сильных помех расположены на близком угловом расстоянии 
друг от друга.

В гл. 4 было показано, что скорость сходимости можно значительно 
увеличить, применяя метод ускоренного градиента, если в последнем 
соответствующим образом выбрать шаговую постоянную. Другим 
способом получения быстрой сходимости является такое преобразо­
вание входных сигналов, при котором поверхности уровня критерия 
эффективности (которые представлены эллипсами в гл. 4) имеют поч­
ти сферическую форму. После такого преобразования, в принципе, 
возможно, скорректировать все ошибки за один шаг адаптации (при 
соответствующем выборе размера шага). Этот способ реализован в ал­
горитме спуска по методу сопряженных градиентов с масштабирова­
нием [1].

Аналогичные идеи получили свое развитие при разработке так 
называемых каскадных предпроцессоров. Понятие каскадного пред- 
процессора было введено в работах [2, 3] в связи с попытками умень­
шить разброс собственных значений корреляционной матрицы вход­
ных сигналов с помощью введения подходящего преобразования сиг­
налов. Основной функцией такого преобразования можно считать 
разложение входных сигналов па главные компоненты’. Уравнивая 
мощности главных компонентов с помощью усилителей с автоматичес­
кой регулировкой усиления (АРУ), можно значительно уменьшить 
разброс собственных значений, упрощая таким образом задачи после­
дующих алгоритмов адаптации градиентного типа.

1 В оригинале «eigenvector components» — проекции вектора входных сиг­
налов на собственные векторы корреляционной матрицы. В теории вероятностей 
и математической статистике эти проекции принято называть главными компо­
нентами. Дисперсии главных компонентов равны собственным числам корреля­
ционной матрицы. (Прим, ред.)
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В дальнейшем убедимся, что, изменяя критерий эффективности, по 
которому производится адаптация элементов предпроцессора, можно 
добиться того, что отпадет необходимость в последующей обработке, 
так как предпроцессор выполнит все задачи настройки диаграммы на­
правленности антенной решетки [4]. При таком использовании пред­
процессора уменьшается сложность и стоимость всей системы обработки 
сигналов.

Наконец, для адаптивной подстройки нулей диаграммы антенной 
решетки можно использовать предпроцессор, основанный на процеду­
ре ортогонализации Грама—Шмидта [5—7]. Предпроцессор Грама— 
Шмидта выгодно отличается от других простотой и большой скоростью 
сходимости. Вопросы, связанные с предпроцессорами, осуществляю­
щими разложение на главные компоненты, включены в эту главу по 
принципиальным соображениям, так как они указывают на перспек­
тивы развития и использования подобных устройств.

8.1. ПРЕДПРОЦЕССОР НОЛЕНА

Предположим, что имеется возможность построить устройство 
включения между выходами антенной решетки и адаптивным процес­
сором, преобразующее входные сигналы в главные компоненты. Кор­
реляционная матрица преобразованных сигналов будет тогда диаго­
нальной, а ее диагональные элементы будут равны собственным зна-

Выход антенной решетки

Рис. 8.1. Пятиэлементная адаптивная антенная решетка с устройством преоб­
разования сигналов в главные компоненты и устройством нормировки для вы­

равнивания дисперсий главных компонентой
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чениям {2v1( Х.2, ..., Xn} корреляционной матрицы входных сигналов. 
Введение в общую схему обработки такого устройства было предло­
жено в работе [8]. Если ввести затем преобразование, уравнивающее 
различные собственные значения, то тогда, в принципе, можно обеспе­
чить сходимость алгоритма адаптации за один шаг при соответствую­
щем выборе размера этого шага. Если предположить, что имеется не­
обходимая априорная информация о собственных векторах и собст­
венных значениях, то схему адаптивной пятиэлементной антенной ре­
шетки с устройствами, осуществляющими указанные преобразования, 
можно представить в виде, изображенном на рис. 8.1.

Так как в общем случае собственные векторы и собственные зна­
чения корреляционной матрицы входных сигналов неизвестны, то уст­
ройство, преобразующее входные сигналы в главные компоненты, 
можно построить лишь приближенно. При этом возникают дополни­
тельные трудности в том случае, когда корреляционная матрица пло­
хо обусловлена. В этом случае небольшие погрешности при оценке 
элементов корреляционной матрицы могут привести к большим по­
грешностям при определении главных компонентов. К счастью, ме­
тод, который будет описан далее, дает достаточно хорошие результаты 
именно в тех условиях, которые представляют наибольше трудности 
для алгоритмов градиентного типа.

8.1.1. Однокаскадная цепь Нолена
Рассмотрим цепь, схема которой представлена на рис. 8.2. Пред­

положим, что эта цепь является пассивной, не имеет потерь и в ней 
отсутствуют отражения. Она содержит N входов (подключенных к 
каждому элементу антенной’решетки) и N выходов и состоит из N — 1 
переменных фазовращателей и N — 1 направленных ответвителей,

Рис. 8.2. Структурная схема однокаскадной пассивной цепи Нолена при Л'= 5
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соединенных последовательно. Такая цепь была впервые описана Но­
леном (Nolen) в [91 в связи с проблемой построения многолучевых ан­
тенн. Так как эта цепь пассивна, не имеет потерь и отражений, то пол­
ная выходная мощность равна полной входной и, следовательно, матри­
ца преобразования, осуществляемого рассматриваемой цепью, будет 
унитарной.

Обозначим сигналы в цепи рис. 8.2 символом где k показывает 
уровень процессора, ап — номер канала, которому соответствует 
сигнал. Выходной сигнал можно записать в виде

— элемент корреляционной матрицы входных сигналов. Для того 
чтобы максимизировать при ограничении У, |an|2 = 1, воспользу- 

п
емся методом множителей Лагранжа, согласно которому необходимо 
максимизировать величину 

(8.4)

где X — множитель Лагранжа. Пусть ап = ип 4* jvn, тогда частные 
производные Q по uL и Vl можно найти по формулам

(8.5)

(8.6)

10 Зак. 896 289

(8-1)

(8.2)

(8.3)

где коэффициенты ап удовлетворяют ограничению 2|an|2 = 1 и уело- 
п

вию, состоящему в том, что коэффициент аг должен быть веществен­
ным.

Предположим теперь, что требуется максимизировать выходную 
мощность

где



Положив dQldtiL — 0 и dQldvL = 0, получим следующие уравнения:

Х(аь + аь) =^ап m'nL-Y^mliat,
" \ (8.7)

X (aL ~a*L) 2 ап mtiL—'Zi т'и at,
п i

которые после несложных преобразований можно привести к виду

Ха/.= anmni.- (8.8)
п= 1

Это уравнение является классическим уравнением, определяющим 
собственные векторы и собственные числа матрицы М1, элементами 
которой являются величины mAz..

Подставив (8.8) в (8.2), получим

Р^К % anat, (8.9)
Zl — 1

откуда в силу условия 2 \ап\2 = 1 имеем
Л-Х. (8.10)

Следовательно, наибольшее значение Pt (которое равно мощности на 
выходе цепи, соответствующем крайнему правому выходу схемы на 
рис. 8.2) совпадает с наибольшим собственным значением матрицы М1.

Если фазовращатели и направленные ответвители в цепи, изобра-' 
женной на рис. 8.2, настроены так, что мощность Р± максимальна, то 
сигнал о? ортогонален всем другим сигналам vl, т. е.

Е {и? (Wfe)*} = 0 при k = 2, 3, ..., N. (8-11)

Условия ортогональности отражают тот факт, что никакая другая 
линейная комбинация vf и других vl, удовлетворяющая условию 
У, |an|2 = 1, не может дать большей мощности, чем vf.
п

Из (8.11) следует, что все недиагональные элементы первой строки 
и первого столбца ковариационной меатрицы сигналов vl равны ну­
лю. Таким образом, преобразование, схема которого приведена на 
рис. 8.2, является одним шагом процедуры диагонализации корре­
ляционной матрицы входных сигналов. Для того чтобы осуществить 
всю процедуру диагонализации, следует добавить дополнительные 
цепи, как будет описано в следующем разделе.

8.1.2. Многокаскадные цепи

Пусть теперь к выходу одного каскада преобразующей цепи 
(рис. 8.2) подключены аналогичные цепи так, как показано на рис. 8.3. 
Второй каскад преобразует только сигналы vl, vl, vl, оставляя неиз­
менным сигнал и? = ev В силу того, что в преобразующих цепях от­
сутствуют отражения, подстройка параметров второго каскада не 
влияет на Рх. Пусть параметры второй цепи выбраны так, что макси-
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мизируется Р2 — мощность выходного сигнала на выходе второго 
уровня, изображенном на схеме справа. В этом случае Р2 равно мак­
симальному собственному значению ковариационной матрицы сигна­
лов {vl, vl, vw}. Если на первом уровне была получена максималь­
ная мощность Plf то наибольшее собственное значение упомянутой

«4 е3 ег t,

Рис. 8.3. Структурная схема многокаскадной цепи Нолена для пятиэлементной 
решетки

ковариационной матрицы будет равно второму по величине собствен­
ному значению ковариационной матрицы входных сигналов.

Максимизация мощности Р2 приводит к тому, что сигналы на вы­
ходе второго каскада {v?, ..., Vw) имеют ковариационную матрицу,
У которой недиагональные элементы первого столбца и первой строки 
равны нулю. Таким образом, первые два каскада преобразующих це- 
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пей преобразуют исходную ковариационную матрицу к виду, в кото­
ром недиагональные элементы первых двух строк и столбцов равны 
нулю. Каждая последующая цепь преобразования обращает в нули 
недиагональные элементы соответствующих столбцов и строк. После 
преобразования в последнем каскаде достигается полная диагонализа­
ция ковариационной матрицы. Так как параметры каждого каскада 
не влияют на параметры предыдущих, то при настройке одного каска­
да не нужно перенастраивать предыдущий.

В схеме на рис. 8.1 после цепи преобразования сигналов к главным 
компонентам следует уравнивающая цепь, состоящая из усилителей 
с АРУ. На выходе этих усилителей мощности сигналов (dj, d2, ..., cIn} 
становятся одинаковыми. Так как ковариационная матрица сигналов 
{ех, е2, ..., Ем} диагональна, то ковариационная матрица выходных 
сигналов уравнивающей цепи является скалярной (т. е. представляет 
произведение скалярной постоянной на единичную матрицу).

Преобразование, осуществляемое всей многокаскадной цепью на 
рис. 8.3, унитарно, так как преобразование, осуществляемое каждым 
каскадом, унитарно. Поэтому не только общая выходная мощность 
равна общей входной мощности, но и все собственные значения кова­
риационной матрицы остаются неизменными. Если обозначить через 
Gj передаточную матрицу первых J каскадов, то

Gj = Fj • Fj_! • ... • Fa • Fx, (8.12)
где

81
82

8/

Кроме того, так как второй и последующий каскады не влияют на сиг­
нал ех, то первая строка матрицы Gj совпадает с первой строкой матри­
цы

G1 = F1. (8.14)

Аналогично, так как третий и последующие каскады не влияют на е2, 
то вторая строка матрицы Gj совпадает со второй строкой матрицы

G2 = F2XF1. (8.15)
Продолжая этот процесс таким же образом, можно получить всю мат­
рицу Gn. Так как первая строка матрицы Gj совпадает с первой 
строкой матрицы Gb вторая строка матрицы Gj совпадает со второй 
строкой матрицы G2 и т. д., (J — 1)-я строка матрицы Gj совпадает 
с (J — 1)-й строкой матрицы Gj_i, то первые J — 1 строк и (J — 1) 
столбцов матрицы Fj должны быть такими же, как в единичной матри­
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це1. Кроме того, так как на крайнем левом входе каждого каскада от­
сутствует фазовращатель, то Лй диагональный элемент матрицы Fj 
должен быть действительным. Эти условия наряду с требованием уни­
тарности матрицы преобразования определяют границы значений 
элементов J-й строки (коэффициентов передачи направленных ответ­
вителей и углов сдвига фазовращателей).

Если максимизация мощности в каждом каскаде преобразующей 
цепи осуществляется приближенно, то недиагональные элементы ре­
зультирующей ковариационной матрицы не будут в точности равны 
нулю. Тем не менее они будут значительно уменьшены (по модулю) и 
хотя уравнивающая цепь уже не будет выравнивать собственные зна­
чения, разброс собственных значений будет значительно уменьшен.

8.1.3. Управление цепями преобразования

Рассмотрим теперь задачу подстройки параметров каждого каска­
да цепи преобразования сигналов в главные компоненты. Оказывает­
ся, что условия, представляющие наибольшие трудности при выпол­
нении алгоритма МСКО, являются наиболее благоприятными для 
адаптации предпроцессора [31.

Для однокаскадной цепи, схема которой представлена на рис. 8.2, 
требуется максимизировать мощность на выходе, изображенном край­
ним справа, подстраивая соответствующим образом фазовращатели и 
направленные ответвители, входящие в эту цепь. Обозначим сигнал на 
нижнем выходе направленного ответвителя, изображенного в (/ — 1)-й 
строке и k-м столбце схемы на рис. 8.3, через v[. Обозначим сигнал на 
левом входе того же ответвителя через z/i, а сигнал на правом выхо­
де — через е; (ег = z/l+i).

Сигналы на входе и выходе цепи, состоящей из фазовращателя и 
направленного ответвителя, можно записать в виде

1 Это следует непосредственно из схемы на рис. 8.3 и из развернутой запи­
си преобразования, осуществляемого в J-м каскаде:

(Прим, ред.)
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(Эти выражения показывают, что направленный ответвитель Можно 
рассматривать как гониометр, вал которого повернут на угол 
Обозначим через Pt = Е {|с;|2} мощность сигнала

где Cj не зависит от <pZft, а с2 не зависит от ipZZi. Приравняв обе частные 
производные нулю, получим

(8.23)

(8.24)

Оказывается, что для максимизации выходной мощности достаточно, 
чтобы 0 С tyik < л. Из соотнощений (8.23) и (8.24), видно, как, зная 
Е {ег (t4)*} и Е {ег (у к)*}, найти правильные значения для <pZft и ф;й. 
Начиная с первой пары фазовращатель — направленный ответвитель 
(крайний левый на схеме рис. 8.3) и последовательно продвигаясь до 
последней пары, можно найти соответствующие значения <рг;, и по 
формулам (8.23), (8.24). Однако при каждой установке этих парамет­
ров значения г, изменяются и меняются соответствующие величины в 
указанных формулах. Поэтому процесс установки <pZ/i и г|щ, должен, 
проводиться рекуррентпо. В настоящее время не известно доказатель­
ство сходимости таких рекуррентных процессов настройки, но опыт 
показывает, что , как правило, требуется пять—шесть повторений 
операций подстройки [3]. В том случае, когда собственные значения 
ковариционной матрицы входных сигналов сильно отличаются друг 
от друга, скорость сходимости получается даже большей.
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(8.19)

(8.20)

так что

где т1ц{ определяется соотношением (8.3), а

N— 1
Подставив выражение 2 a‘kvk — Qnv1n и (8.20) в (8.19) и вы- 

k = i
числив частные производные по <pZft и ip,,., получим

(8.21)

(8.22)



Время настройки цепи преобразования входных сигналов можно 
резко уменьшить, если учесть, что для существенного уменьшения 
разброса собственных значений не требуется точной реализации ука­
занной процедуры преобразования. Этого можно добиться с помощью 
частичной максимизации, при которой на горизонтальном (по схеме 
на рис. 8.3) выходе каждой пары фазовращатель — направленный от­
ветвитель устанавливается максимальная мощность независимо от 
значения мощности на выходе всего каскада. При такой частичной 
процедуре нетрудно показать, что

= arg (£ Ы(^)*}), (8.25)

•ф/h = у Arctg
1£ЫГ)Н£ Н12И

(8.26)

где О С Arctg (•) < л.
Такой процесс является последовательным процессом настройки 

каждой пары фазовращатель — направленный ответвитель, начиная 
с входной пары каждого каскада (слева на схеме рис. 8.3) и кончая 
выходной (справа на схеме рис. 8.3). После того, как закончится про­
цесс настройки одного каскада, настраивается следующий. Как пока­
зано в работе [3], процедура частичной настройки дает результаты, 
удивительно близкие к тем, которые можно получить при полной на­
стройке. Если настройку каждой пары фазовращатель — направлен­
ный ответвитель считать одной итерацией, то общий процесс частич­
ной настройки потребует N (N — 1)/2 итераций.

8.2. ПОДАВЛЕНИЕ ПОМЕХ С ПОМОЩЬЮ ПРЕДПРОЦЕССОРА НОЛЕНА

Предпроцессор Нолена может служить не только для вспомогатель­
ной цели — уменьшения разброса собственных значений с целью по­
вышения скорости сходимости последующих градиентных алгоритмов 
обработки, но и для выполнения основной задачи подавления помех и 
выделения полезного сигнала [4]. С помощью каждого каскада цепи 
Нолена (см. рис. 8.3) можно сформировать один нуль в диаграмме на­
правленности. Погрешности при установке параметров последующих 
каскадов не искажают нулей, созданных предыдущими, но обратное 
неверно, и поэтому на неадаптивную цепь Нолена влияют погрешнос- 
сти предыдущих каскадов. Однако при адаптивном управления воз­
можна частичная компенсация погрешностей предыдущих каскадов 
с помощью соответствующей подстройки последующих. Учитывая 
свойства цепи Нолена, можно определить алгоритм подстройки с целью 
подавления помех.

8.2.1. Постановка задачи

Цепь Нолена как цепь с N входами, к которым подключены антен­
ные элементы, и N выходами схематически представлена на рис. 8.4. 
Будем считать, что эта цепь пассивна, не имеет потерь п согласована 
(на входе и на выходе). При этих условиях полная выходная мощность
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Рис. 8.4. Диаграммообразующая схема Но­
лена

будет в точности равна пол­
ной входной мощности, а пе­
редаточная функция цепи бу­
дет описываться унитарной 
матрицей.

Пусть х — вектор ком­
плексных амплитуд входных 
сигналов (сигналов на выходе 
антенных элементов), а е —

Векторы х и е связаны соотношением

е = Gx, (8.28)

где G — передаточная матрица цепи Нолена. Так как матрица G яв­
ляется унитарной, то

е+е = xtx, (8.29)
G+G = 1. (8.30)

Определим ковариаицонные матрицы входных и выходных сигналов 
соотношениями

R„ = Е {х*хг}, (8.31)
Res Е {е*ег} = G* R^GK (8.32)

Мощность сигнала на n-м выходе равна n-му диагональному эле­
менту матрицы REe. Каждый выходной сигнал в общем случае состоит 
из полезного сигнала и помехи, причем под помехой здесь понимается 
сумма внешних помех и теплового шума приемника. Предположим, 
что полезный сигнал не коррелирован с помехой и поэтому REE мож­
но представить в виде суммы сигнальной и помеховой составляющих

Res = G* [Rss+ R//1 Gr, (8.33)

Rss = E {xs’xs7'},

R// = E {xix'i}.
(8.34)

(8.35)

Векторы х6 и X/ — составляющие полезного сигнала и помехи во вход­
ном сигнале. Обозначим мощности полезного и сигнала помехи на п-м 
выходе соответственно как <3П и Зп:

~ [Rsslnn»

Зп = [R'/Jnn-

(8.36)
(8.37)
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Нужно максимизировать мощность сигнала <5П и минимизировать 
мощность помехи на п-м выходе. Так как эти цели противоречивы, 
то решение должно быть компромиссным. Одно из компромиссных ре­
шений состоит в таком выборе унитарной матрицы G, при котором мак­
симизируется отношение = &nlSn. Одним из путей решения этой 
задачи является выбор, в качестве меры эффективности

£2П = ®П-ГЗП, (8.38)
где Г — скалярная постоянная, отражающая сравнительную важ­
ность мощностей сигнала и помехи. Если Г = 0, то максимизируется 
только мощность полезного сигнала. При Г -> оо минимизируется 
мощность помех.

При значении Г = 9*опт максимизация приводит к максими­
зации отношения 9?п. Значение 9?опт зависит от условий приема и 
заранее не известно. Полагая Г = ^mln, где 9?mln — минимальное 
приемлемое отношение сигнал-помеха, и максимизируя можно 
обеспечить максимизацию 9?п в наименее благоприятных условиях. 
При более благоприятных условиях приема увеличивается, хотя 
и не в максимальной степени.

Определим матрицу
ZA G*RssGr - rG*Rz/Gr. (8.39)

Тогда мерой эффективности Qn является n-й диагональный элемент 
матрицы Z. Кроме того,

Z = G*MGT, (8.40)
где

М = Rss — TR//. (8.41)

Отметим, что матрица М (а следовательно, и Z) согласно (8.41) бу­
дет иметь как положительные, так и отрицательные собственные зна­
чения. Максимизация йп сводится к такому выбору матрицы G, при 
котором максимизируется л-й диагональный элемент матрицы Z с уче­
том ограничения (8.30). С помощью метода множителей Лагранжа по­
лучим уравнения

У, MnL вьт — (8.42)
L

Уравнения (8.42) совпадают с уравнением, определяющим собст­
венный вектор матрицы. Следовательно, л-й столбец матрицы Gr дол­
жен быть собственным вектором матрицы М, соответствующим наи­
большему собственному числу. Если л-й столбец матрицы GT выбран 
таким образом, то элемент Znn будет равен этому максимальному соб­
ственному значению, а все недиагоналные элементы л-го столбца и л-й 
строки матрицы Z будут равны нулю.

Таким образом, л-я строка унитарной матрицы G должна содержать 
составляющие собственного вектора матрицы М, соответствующего 
максимальному собственному значению. Этого можно добиться, на­
пример, следующим образом: в первом каскаде цепи Нолена миними­
зировать выбирая в качестве первой строки матрицы G элементы
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собственного вектора матрицы М, соответствующего минимальному 
собственному числу; затем минимизировать П2, выбирая в качестве 
второй строки матрицы G элемсшты собственного вектора матрицы М, 
соответствующего второму по величине собственному числу и т. д.; 
на n-м этапе этой процедуры следует перейти к максимизации

В каскадах цепи Нолена, предшествующих «-му, максимизируется 
выходная мощность помехи, максимизируется мощность полезного 
сигнала и минимизируется мощность помехи, подаваемые на следую­
щие каскады. В n-м каскаде, где требуется максимизировать выход­
ной полезный сигнал и минимизировать помеху, критерий настройки 
должен быть изменен на противоположный.

8.2.2. Распознавание полезного сигнала

При использовании указанного критерия эффективности крайне 
важны отличия полезного сигнала от помехи. Если направление при­
хода сигнала не известно заранее (как часто бывает на практике),не­
обходимо иметь возможность распознавать некоторые отличительные 
черты самих сигналов.

В системах связи, предназначенных для работы при наличии помех, 
обычно используется широкополосная модуляция. При такой модуля­
ции для расширения спектров передаваемых сигналов служит псевдо­
случайное кодирование. При декодировании таких сигналов в прием­
нике полезный сигнал превращается в узкоплосный, а помеха на вы­
ходе декодера имеет широкий спектр. Таким обрзаом, процесс демо­
дуляции позволяет, по крайней мере частично, отделить полезный сиг­
нал от помехи с помощью узкополосных фильтров.

При рассмотрении вопросов подстройки цепи Нолена полезно ввес­
ти следующую операцию [4]:

А* ® В = Е {A;Ss} - ГЕ {А)В/}, (8.43)

где А — комплексная огибающая некоторого сигнала, содержащего 
составляющие полезного сигнала As и помехи А/, В — комплексная 
огибающая другого сигнала с составляющими полезного сигнала Bs 
и помехи Bi. Если предположить, что полезный сигнал имеет псевдо­
случайную фазовую модуляцию (со значениями фазы 0 и зт), а в демо­
дуляторе на приемном конце линии связи имеется синхронизирован­
ный тактовый генератор, то оценку А* ® В можно получить так, как 
это показано на рис. 8.5. После прохождения принятого сигнала через 
синхронизированный демодулятор он поступает па полосовые фильтры, 
выделяющие полезный сигнал, и на режекторные фильтры, выделяю­
щие помеху. Выходы полосовых фильтров подключены к одному кор­
релятору (сигнальному), формирующему оценку Е {A*Ss}- Выходы 
режекторных фильтров подключены ко второму коррелятору (помехо­
вому), который формирует оценку Е {A'iBi}. Взвешенная комбинация 
выходов (сигнальная составляющая умножается на Es, а помеховая — 
на /С/) образуют оценку комплексной величины А* ® В. Отношение 
Ks к Ki определяет величину Г.
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Полосовые и 
режекторные

Рис. 8.5. Структурная схема обобщенного коррелятора

Если же распространить операцию ® на векторные величины, то 
можно записать следующие выражения для М и Z:

М = х* ® хт, (8.44)
Z = h* ® ЬА (8.45)

С помощью обобщенного коррелятора, схема которого аналогична 
схеме на рис. 8.5, можно оценить матрицу Z и определить, насколько 
она близка к диагональной.

8.2.3. Частичная подстройка предпроцессора Нолена

При частичной подстройке параметров цепи Нолена с целью макси­
мизации (или минимизации) величины уже нельзя воспользоваться 
выражениями (8.25) и (8.26), в которые входили величины, получаемые 
на выходе обычного коррелятора. В рассматриваемом случае эти ве­
личины должны быть заменены величинами, получаемыми на выходе 
обобщенного коррелятора [4], т. е.

Фгь = у Arctg

Ф/ь = arg {y’k ® (v'ft)*},

2 | у! ® Г I
( vk )’l

(8.46)

(8.47)

При минимизации Qz следует брать те значения арктангенса, которые 
лежат в промежутке [—л, 0], а при максимизации — в промежутке 
[О, л]. Частичная подстройка всех каскадов цепи Нолена требует вы­
полнения N (W — 1)/2 итераций для ЛАэлементной антенной решетки.

8.3. ПРЕДПРОЦЕССОР, ОСУЩЕСТВЛЯЮЩИЙ ОРТОГОНАЛИЗАЦИЮ 
СОГЛАСНО МЕТОДУ ГРАМА — ШМИДТА

В разд. 8.1 показано, что использование унитарного преобразова­
ния для получения ортогонального множества сигналов позволяет 
ускорить сходимость градиентных алгоритмов за счет уменьшения
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разброса собственных значений ковариационной матрицы сигналов. 
Ортогональное множество сигналов можно получить также преобра­
зованием, основанным на процедуре ортогонализации Грама—Шмид­
та [10]. При этом устройство, осуществляющее это преобразование, 
которое будет называться предпроцессором Грама—Шмидта, можно 
использовать двояким образом: либо для ускорения сходимости в по­
следующем адаптивном процессоре Хауэлса—Аппельбаума (рис. 8.6), 
либо как устройство подавления помех типа КБЛ. Как будет видно 
из дальнейшего, предпроцессор Грама—Шмидта сравнительно просто 
реализуется, имеет хорошие переходные характеристики и поэтому 
является альтернативой предпроцессору, рассмотренному в разд. 8.1.

Выходной сигнал антенной решетки

Рис. 8.6. Структурная схема адап­
тивной антенной решетки с повышен­
ной скоростью сходимости, содер­
жащая устройство ортогонализации 
сигналов согласно процедуре Гра­
ма — Шмидта и адаптивный процес­

сор Хауэлса — Аппельбаума

Преобразование, основанное на процедуре ортогонализации Гра­
ма—Шмидта, рассмотрим на примере пятиэлементной антенной решет­
ки. На функциональной схеме для этого примера (рис. 8.7) изобра­
женные квадратами блоки осуществляют преобразование, обеспечи­
вающее ортогональность между преобразованным выходным и опорным 
входным сигналами [5].

На вход каждого блока в схеме на рис. 8.7 поступают два сигнала: 
Vk = Ук (опорный для уровня k) и v„, где п > k + 1. Каждый блок 
обеспечивает ортогональность между и* и Vn. Цепи первого уровня 
схемы обеспечивают преобразование сигналов vh, п > 2 в сигналы 
Vn, п >2, ортогональные и] = уг. Затем множество сигналов п > 3 
преобразуется в цепях второго уровня схемы в сигналы, ортогональные 
v2n = г/2- Эт°т процесс продолжается. На n-м уровне все выходные сигна­
лы уи уг, .., уп взаимно ортогональны, т. е. Е (уту*п} = 0 при всех 
т Ф п. После этого преобразования к каждому выходу цепи можно 
подключить контуры Хауэлса—Аппельбаума с большим коэффициен­
том передачи для слабых сигналов и малым — для сильных, чтобы 
длительность переходного процесса различных сигналов была одной 
и той же.

Обозначим символом G результирующее преобразование, осуществ­
ляемое предпроцессором Грама—Шмидта, тогда

у — Gx. (8.48)
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Для того чтобы получить преобразование G, нужно только добиться 
правильности выполнения каждым блоком, изображенным в схеме на 
рис. 8.7, своих функций. В гл. 5 было показано, что выходной сигнал 
адаптивного контура Хауэлса—Аппельбаума в установившемся 
состоянии будет некоррелированным с опорным сигналом (ортого­
нальным опорному сигналу). Таким образом, каждый блок в схеме на 
рис. 8.7 может быть реализован с помощью адаптивного контура Ха-

Уровень 5
■" т

Рис. 8.7. Структурная схема цепи, осуществляющей ортогонализацию сигналов 
по Граму—Шмидту

уэлса—Аппельбаума, как показано на рис. 8.8. Преобразование в 
каждом блоке схемы на рис. 8.7 (с использованием обозначений на 
рис. 8.8) можно записать как

<+ ’ Vn~Uk k + 1 < П < N> (8.49)

где N — число элементов антенной решетки. В установившемся состоя­
нии адаптивные весовые коэффициенты могут быть представлены в 
виде

чk („-!> = ((и*)Х+1)/((у*Г^), (8-50)

где черта означает математическое ожидание. Выражения (8.49), (8.50) 
являются аналогами известных соотношений для процедуры ортого-
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нализации Грама—Шмидта. При реализации этой процедуры в N -эле­
ментной антенной решетке требуется N (N — 1 )/2 адаптивных весовых 
коэффициентов. Так как для реализации адаптивного процессора 
Хауэлса—Аппельбаума, обеспечивающего максимизацию ОСШ,

[фильтр]

^22J 

фильтр]

*

3

*

[Фильтр]

У;

Фильтр]

Рис. 8.8. Структурная схема цепи, осуществляющей ортогонализацию сигналов1 
в пятиэлементной антенной решетке с помощью контуров адаптивного управле­

ния Хауэлса — Аппельбаума
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Рис. 8.9. Структурная схема КБЛ, эквива­
лентная схеме на рис. 8.7

потребуется еще М адаптивных коэффициентов, то общее число 
адаптивных коэффициентов в схеме на рис. 8.6 равно TV (7V-|-1)/2.

Преобразование входного вектора х в вектор у с некоррелирован­
ными составляющими не единственно. В отличие от преобразования 
в главные компоненты, при котором первой является составляющая 
с максимальной мощностью, в процедуре ортогонализации Грама— 
Шмидта в качестве первой может быть выбрана любая составляющая 
вектора х, а остальные подвергаются преобразованию согласно (8.49). 
Поскольку сигналы на выходе 
преобразующей цепи, схема 
которой приведена на рис. 8.7, 
не коррелированы, то эта цепь 
может функционировать как 
система КБЛ, выходной сиг­
нал которой (в установившем­
ся состоянии) не коррелиро­
ван с сигналами на входе 
вспомогательных каналов. 
Как было показано в гл. 3, 
N — 1-элементный КБЛ экви­
валентен ^-элементной адап­
тивной антенной решетке с 
сигнальным вектором:

~ 1 ~
О

(8.51)t =

О

Далее будет показано, что при выборе х5 — b в качестве сигнала опор­
ного канала в схеме на рис. 8.7 (так что t7" = [0, 0, ..., 11) и z = у5 в 
качестве выходного сигнала этот выходной сигнал сходится к z = 
= b — wrx. Здесь х — вектор сигналов вспомогательных каналов, 
aw — вектор весовых коэффициентов вспомогательных каналов для 
эквивалентной схемы КБЛ, приведенной на рис. 8.9. Таким образом, 
предпроцессор в схеме на рис. 8.7 и КБЛ в схеме на рис. 8.9 эквива­
лентны в том смысле, что в установившемся состоянии их выходные 
сигналы совпадают. В гл. 3 показано, что для КБЛ

WonT = Rxx 1 (х* b). (8.52)

Если сигнал основного канала заменяется контрольным сигналом р (/) 
от местного генератора, то

wonT = Rxx1(x*P) (8.53)

и выходной сигнал антенной решетки определяется как

(8.54)z = р (0 — wrx (/).
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8.3.1. Сходимость алгоритма подстройки предпроцессора 
Г рама — Шмидта

коэффициентами и w2,

Сначала покажем, что выходной сигнал в схеме на рис. 8.8 сходит­
ся к сигналу на выходе КБЛ. Полная эквивалентность в установившем­
ся состоянии системы КБЛ предпроцессору Грама—Шмидта будет 
продемонстрирована на примере трехэлементной системы, схема кото­
рой приведена на рис. 8.10, и предпроцессора, представленного схе­
мой на рис. 8.11 [5]. Схема на рис. 8.10 содержит два контура Хауэл­
са—Аппельбаума с весовыми 
рис. 8.11 •—три контура с ве­
совыми коэффициентами и1Ъ 
и12 и и22. Анализ, проведен­
ный для этого случая, можно 
распространить на произволь­
ное число элементов.

а схема на

Рис. 8.11. Структурная схема трехэлемент­
ной системы КБЛ на основе предпроцессо­
ра Грама — Шмидта с тремя контурами 

Хауэлса — Аппельбаума

Рис. «.10. Структурная схема 
трехэлементной системы КБЛ с 
двумя контурами Хауэлса — Ап- 

пельбаума

Для схемы на рис. 8.10 установившееся значение оптимального 
весового вектора (с составляющими w± и w2 ) определяется формулой 
(8.52), где Rxx = Rnn при отсутствии полезного сигнала. Из выраже­
ния (8.52) следует, что

(8.55)
так что

(8.56)

(8.57)
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Для схемы на рис. 8.11 из (8.49) и (8.50) следует, что

(8.58)

(8.59)

(8.60)

В установившемся режиме весовые коэффициенты определяются как

Сравнивая (8.64) с выражением для выходного сигнала схемы на 
рис. 8.10, можно заметить, что коэффициенты w2 и wx выполняют роль 
коэффициентов ц22 и и12 — ииигг соответственно.

Если подставить (8.58) и (8.59) в (8.63), то получим выражение

(8.65)

которое совпадает с (8.57) для w2. Аналогично подстановка (8.61),
(8.62) и (8.65) в формулу и12 — ипи1г дает

(8.66)

что совпадает с выражением (8.56) для иу. Таким образом, в установив­
шемся режиме выходные сигналы схем на рис. 8.10 и 8.11 совпадают и

W2 — «22»

^11 ^22*
(8.67)

Эквивалентность в общем случае можно доказать методом матема­
тической индукции. Нетрудно показать, что матрица преобразования 
G является нижней треугольной матрицей, элементы которой gtj удов­
летворяют следующим соотношениям:
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У% %2 ' ^цХ1,

УЗ У ^12'^1»

Z Уз Ч-22У2-

Из (8.58)—(8.60) следует, что

(8.61)

(8.62)

(8.63)

(8.64)

(8.68)
(8.69)

(8.70)



причем /-я строка матрицы G содержит выражения, аналогичные вы­
ражениям в правой части (8.67) для весовых коэффициентов эквива­
лентной /-элементной системы КБ Л:

w/-i = — gm-D,

W!~-2 —gj (j-2), (8.71)

w^- —g}1.
Рассмотрим теперь переходные процессы в схемах рис. 8.10 и 8.11, 

полагая, что сигналы в основном и вспомогательном каналах представ­
ляют последовательности дискретных выборочных значений. В по­
следующем анализе предполагается, что адаптивные весовые коэф­
фициенты совпадают со своими средними значениями на каждом шаге 
адаптации и, таким образом, не учитываются погрешности, связанные 
с шумом контура обратной связи. Через xhn обозначим п-е выборочное 
значение сигнала /г-го элемента. Выборочные значения сигнала в ос­
новном канале будут обозначаться через Ьп. Для системы с N вспомо­

гательными каналами и одним основ­
ным после приема N выборочных зна­
чений весовые коэффициенты каналов 
можно найти из следующей системы 
уравнений:

N2 Whxkn = bn при и = 1,2, ..., N. 
k=i

(8.72) 
Эта система имеет единственное реше­
ние, так как матрица, определяемая 
выборочными значениями xhn, являет­
ся невырожденной, если только при­
сутствует тепловой шум. Уравнения 
(8.72) связаны с уравнением (8.52), так 
как, умножив обе части (8.72) на Хтп 
и суммируя результат по индексу п, 
получим

2 2 = 2 ЛЛ (8-73)
п = 1 k = 1 п = 1

Рис. 8.12. Дискретная модель для 
контура Хауэлса — Аппельбаума

или в матричной форме

Rxx w = x* b. (8-74)
Сравнивая (8.74) с (8.52), можно сделать вывод, что при стационарных 
условиях приема сигнала среднее значение решения уравнения (8.74) 
совпадает с решением уравнения (8.52).

Процесс подстройки весовых коэффициентов в контуре Хауэлса— 
Аппельбаума может быть рассмотрен на модели, приведенной на 
рис. 8.12. При приеме i-ro выборочного значения сигнала результи­
рующее изменение весового коэффициента uh (n_D может быть вычис-
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лено с помощью формулы (8.50) (если в этой формуле убрать знаки ста­
тистического усреднения):

а весовые коэффициенты по формуле

(8.75)

(8.76)
Если все весовые коэффициенты в предпроцессоре Грама—Шмидта 
первоначально положить равными нулю, то после приема первого вы­
борочного значения vl — х21 и vl == и® == Ьъ так что

(8.77)

(8.78)

(8.79)

После приема второго выборочного значения имеем vl = х22 
— «и (1)^12. »з = Ь2 — u12 (1)х12, 1>з = vl — u22 (1) vl, так что

(8.80)

(8.81)

Заметим, однако, что (2) и w2 (2), определяемые формулами (8.85) 
и (8.86), при N = 2 удовлетворяют уравнению (8.72). Таким образом, 
в системе КБЛ с двумя вспомогательными каналами, построенной на
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С учетом соотношений (8.67) выражения для весовых коэффициентов 
приобретают вид

(8.82)

(8.83)

(8.84)

(8.85)

(8.86)

Подставив (8.77)—(8.79) в (8.80)—(8.82), получим:



основе предпроцессора Грама—Шмидта, за две итерации вырабаты­
ваются весовые коэффициенты, удовлетворяющие уравнению (8.74). 
Аналогичный анализ можно провести для системы КБЛ с N вспомо­
гательными каналами, построенной на основе предпроцессора Грама— 
Шмидта, и показать, что решение уравнения (8.74) получается за N 
итераций. При отсутствии собственного шума приемника и наличии 
помех от N точечных источников решение уравнения (8.74) совпадает 
с выражением для оптимального весового вектора. При наличии шума 
требуется дополнительное усреднение, чтобы скомпенсировать погреш­
ности, вызванные шумом.

Отметим, что при использовании соотношения (8.75) значения ко­
эффициентов uu и и12 на первом уровне предпроцессора зависят толь­
ко от текущего выборочного значения сигналов. Однако необходимое 
значение весового коэффициента и22 получается после приема двух 
выборочных значений сигналов. В Л/-каскадной схеме предпроцессора 
Грама—Шмидта необходимые весовые коэффициенты получаются толь­
ко после приема N выборочных значений сигналов.

В обычной системе КБЛ с двумя вспомогательными каналами не­
возможно получить сходимость весовых коэффициентов к оптималь­
ному значению за две выборки (при отсутствии шума). Действительно, 
для схемы на рис. 8.10 после приема первого выборочного значения 
сигналов

х* 6.

I *21 Г

После приема второго выборочного значения

(2) = (1) + -1^----------- ----- -----------------L ,

(8.87)

(8.88)

(8.89)

(8.90)

Весовые коэффициенты, определяемые (8.89) и (8.90), не совпадают со 
значениями весовых коэффициентов, определяемыми формулами (8.85) 
и (8.86), и поэтому не удовлетворяют уравнению (8.72). Рассматривая 
результаты моделирования, видим, что в устройстве, схема которого 
приведена на рис. 8.10, длительность переходного процесса значитель­
но больше (при более высоком уровне шума в контуре обратной связи), 
чем в предпроцессоре Грама—Шмидта.

8.4. РЕЗУЛЬТАТЫ МОДЕЛИРОВАНИЯ

Для того чтобы получить представление о скорости сходимости, 
которую можно достичь с помощью предпроцессора Грама—Шмидта, 
моделировалась работа устройства, аналогичного изображенному на 
рис. 8.6, при четырех элементах антенной решетки и при использова­
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нии в последнем каскаде дискретного адаптивного контура подстройки 
по методу МСКО вместо контура Хауэлса—Аппельбаума. Коэффи­
циенты передачи в этих контурах были обратно пропорциональны оцен­
ке pt мощности сигнала на входе, полученной усреднением по выборке 
объемом К, так что As; = aJPi- Аналогично коэффициент передачи 
каждого дискретного контура Хауэлса—Аппельбаума в предпроцес-

Рис. 8.13. Зависимость выходного ОСШ от числа итераций для предпроцессора 
Грама—Шмидта при Xmax/Xmin= 16 700, К=3, а = аь = 0,5, w(0)=0, s/n=10, 

ОСШОПт=15 (11,76 дБ)

соре был выбран равным Gt = а/рг. Такой выбор коэффициентов пе­
редачи уравнивает длительности переходных процессов для сигналов 

..., уц. Кроме того, оценки корреляционных моментов в аналого­
вом процессоре (рис. 8.8) вычислялись по выборке объемом К- Интер­
вал усреднения также позволял получать оценки мощности сигналов 
на выходе оконечного устройства обработки с помощью усреднения 
мгновенной мощности. Конфигурация антенной решетки и условия 
приема сигнала соответствует тем, которые были приняты для схемы 
на рис. 7.4, а полезный сигнал опять представлял собой фазоманипу- 
лированное колебание с равновероятными значениями фазы 0 и 180°.

Эффективность алгоритма характеризовалась зависимостью ОСШ 
от числа итераций. Условия приема сигналов характеризовались дву­
мя значениями отношения Xmax/XmIn: 16 700 и 2440. Результаты, при-
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Рис. 8.15. Зависимость выходного ОСШ от числа итераций для предпропессора
Грама—Шмидта при Zma /,\min = 16 700, Л'=9, а = 0,3, аь = 0,25а, w(0)=0,

s/n=10, ОСШОпт=15
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20,01-

выходного ОСШ от числа итераций для предпроцессора 
XmarAmin= 16 700, /( = 9, a = aL=0,3, w(0) = 0,

s/n= 10, ОСШОпт=15

Рис. 8.16. Зависимость 
Грама — Шмидта при

Рис. 8.17. Зависимость выходного ОСШ от числа итераций для предпроцессора
Грама—Шмидта при Zmax/Xmin= 16 700, /(=9, a = aI, = 0,65, w(0)=0,

s/n= 10, ОСШопт=15
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Рис. 8.18. Зависимость выходного ОСШ от числа итераций для преднроцессора
1 рама — Шмидта и алгоритма МСКО при XmaxAmin = 2440, Л=3, a = ctL=0,l, 

wr(0) = [l, 0. 0. 0], s/n= 10, ОСШопт = 15

Рис. 8.19. Зависимость выходного ОСШ от числа итераций для предпроцессора
Грама — Шмидта при ZmaxAmin=2400, К—3, а = аь = 0,1, w(0)=0, s/n = 0,l,

ОСШопт = 0,15 (—8,2 дБ)
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веденные на рис. 8.13—8.17, характеризовались отношениями помеха- 
тепловой шум JJn — 4000, J2ln = 40 и J3/n = 400, при которых соб­
ственные значения ковариационной матрицы шума равны Xj = 1,67 X 
X 104, Х2 — 103, Х3 = 29 и = 1,0. Результаты, приведенные на 
рис. 8.18—8.20, характеризовались отношениями помеха-тепловой 
шум JJn = 500, J2/n = 40 и J Jn — 200, при которых собственные 
значения ковариационной матрицы шума равны Xj = 2,44 • 103, Х2 = 
= 4,94 • 102, Х3 = 25,62 илл = 1,0. Все другие условия определяют -

Рис. 8.20. Зависимость выходного ОСШ от числа итераций для предпроцессора
Грама — Шмидта при Xmax/Xmin=2440, Х=3, а = аь = 0,1, w(0)i=0, s/n = 10, 

ОСШОпт= 15

ся объемом выборки К., приходящимся на одну итерацию, коэффици­
ентом передачи а в контуре Хауэлса—Аппельбаума, коэффициентом 
передачи at в контуре МСКО, отношением полезный сигнал-тепловой 
шум slrt и начальным значением весового вектора w (0).

Сравнение результатов, приведенных на рис. 8.13—8.20, позволя­
ет сделать следующие выводы:

1. Большой разброс собственных значений ковариационной матри­
цы почти не влияет на скорость сходимости (ср. рис. 8.14 и 8.20).

2. Сравнимые флуктуации выходного ОСШ (характеризующие шум 
в контуре управления), полученные при К = 3, a = 0,3/р и К = 9, 
a = 0,1/р, показывают, что уровень шума в контуре определяется про­
изведением Кос (ср. рис. 8.14 и 8.15).
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3. Небольшое увеличение коэффициента передачи контура может 
привести к большим флуктуациям весовых коэффициентов (ср. рис. 8.16 
с рис. 8.13 и 8.17).

4. Значения произведения /(а, при котором получается приемле­
мый уровень шума в контуре, зависит от ОСШопт (ср. рис. 8.19 и 8.20). 
Меньшим значениям ОСШоп.г соответствуют меньшие значения Ка. 
Отметим также, что при одинаковых условиях время адаптации пред- 
процессора Грама—Шмидта больше, чем при рекурсивных алгоритмах 
и алгоритмах НОМ. Сравнительные значения времени адаптации для 
различных алгоритмов приведены в гл. 10.

5. Степень ускорения переходных процессов, которую можно по­
лучить с помощью предпроцессора Грама—Шмидта, иллюстрируется 
графиками на рис. 8.18. Здесь показаны кривые ОСШ для устройств, 
осуществляющих обработку согласно методу МСКО при наличии и 
отсутствии предпроцессора Грама—Шмидта. Чем больше разброс 
собственных значений матрицы Rxx, тем больше улучшение, даваемое 
предпроцессором, при использовании его совместно с процессором, реа­
лизующим алгоритм МСКО.

8.5. ВЫВОДЫ

Зависимость скорости сходимости алгоритмов МСКО и Хауэлса— 
Аппельбаума от распределения собственных значений ковариацион­
ной матрицы можно существенно ослабить, вводя предпроцессор, 
разлагающий вектор входного сигнала на ортогональные составляю­
щие. Предпроцессор Нолена разлагает вектор входного сигнала на 
ортогональные главные компоненты, но его использование для ускоре­
ния сходимости осложняется из-за слишком больших вычислительных 
затрат на подстройку. Предпроцессор Грама—Шмидта также разла­
гает входной сигнал на ортогональные составляющие (в общем случае 
не совпадающие с главными компонентами). При небольших вычисли­
тельных затратах на подстройку он позволяет значительно уменьшить 
зависимость скорости сходимости от распределения собственных зна­
чений. Поэтому наиболее предпочтительным является предпроцессор 
Грама—Шмидта, обеспечивающий высокую скорость сходимости при 
сравнительной простоте реализации.

А. Схема па рис. 8.21 эквивалентна стандартной схеме КБЛ с весовыми ко-

ЗАДАЧИ

1. Рассмотрите 
что:

контур адаптивного управления на рис. 8.21 и покажите,

Б. Установившиеся значения 
определяются выражениями:

эффи циентами
wt = «1 + ия, w2 = — w2u3.

весовых коэффициентов в схеме на рис. 8.21

•Чч
»2 II;

.7^ (^2)(7^)-(7^2)(7*Тх) .
"1
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Отметим, что эти значения не Совпадают Со значениями весовых коэффициентов 
для стандартной схемы КБЛ.

Замечание. Математические выкладки, относящиеся к задачам 2—12, можно 
найти в [7].

2. Рассмотрите схему трехэлементной антенной решетки, приведенную на 
рис. 8.11.

А. Покажите, что установившиеся значения весовых коэффициентов в этой 
схеме определяются выражениями (8.61), (8.62) и (8.65).

Рис. 8.21. Структурная схема цепи с 
тремя контурами Хауэлса — Аппель- 
баума, в которой весовые коэффици­
енты сходятся к неправильным зна­

чениям

где 6n — флуктуационная составляющая весового коэффициента. Тогда полную 
мощность шума на выходе можно представить соотношением
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где Nu — избыточная мощность шума, вызванная флуктуационными составляю­
щими. Учитывая, что 6П =- 0, и пренебрегая третьей и четвертой степенью б„, 
покажите, что

4. Весовой коэффициент и± = иг1 для схемы на рис. 8.11 удовлетворяет диф­
ференциальному уравнению:

3. Используя обозначения задачи 2В, представьте весовые коэффициенты ип 
для схемы на рис. 8.11 в виде

В. Среднее значение мощности шума на выходе определяется соотношением 
No = И2 = zz*. Для простоты записи обозначьте и± — ии, и2 = к12, 
из ~ и22 и покажите, что

Б. С помощью выражения (8.64) для выходного сигнала антенной решетки 
покажите, что



где Gx — коэффициент передачи усилителя; Tj — постоянная времени интегри­
рующего фильтра в контуре адаптивного управления коэффициентом uv Пре­
дыдущее уравнение можно переписать в виде

так что

Вычитая дифференциальное уравнение для среднего значения из дифференциаль­
ного уравнения для мгновенного значения иг — иг + 6Х и пренебрегая членом 
второго порядка Sx (х1хг — xjxj, получаем

Покажите, что в установившемся режиме, когда
и1 = х* х2/(х* Xj),

это уравнение примет вид

где А (/) можно считать случайным процессом.
5. Решение дифференциального уравнения, полученного в задаче 4, можно 

записать в виде

так что

Подставьте 6j (/) и 6 (/) в дифференциальное уравнение, полученное в задаче 4, 
и убедитесь, что указанное выражение действительно является решением этого 
дифференциального уравнения. ____

6. Второй момент флуктуаций 6Х определяется как fiJSp
А. Используя выражение для 6j (/), полученное в задаче 5, покажите, что

Б. Предположим, что случайный процесс

имеет интервал корреляции, равный е, так что значения /х (/), удаленные друг от 
друга более чем на е, можно считать статистически независимыми. Пусть
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Покажите, что

7. Покажите, что второй момент fy, определенный в задаче 6Б, характери­
зуется соотношением

8. Подставив величину полученную в задаче 7, в выражение для 
нз задачи 6Б, покажите, что

Заметим, что для получения б262 в приведенном соотношении нужно просто 
заменить х2 на х3, аг на a2, a Gy на G2.

9. Из рис. 8.11 видно, что входными сигналами для второго каскада (харак­
теризуемой коэффициентом и3 = и22) являются Уу и у2. Следовательно, чтобы рас­
считать процессы этого каскада нужно заменить хх на у2, х2 на Уу, a Gy на G3 в 
выражении, полученном в задаче 8. При этом потребуется вычислить У$Уу, УуУг, 
у2у2- Покажите^ что

___ 10. Для вычисления величины Nu в задаче 3 требуется найти'второй момент 
бзбр Соответствующие выражения для 8у(1) из задачи 5 применительно к 62 (/) 
можно переписать в виде

t

о
где
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Используя эти результаты, покажите, что



Введя обозначение

покажите, что

11.
НИИ

Оцените значение оставляя только один член вида х*тхп в вираже

и покажите, что результирующее выражение для /2/1 примет вид

12. Подставляя результат, полученный в задаче И, в выражение для A'lt, 
полагая, что = а2, и пренебрегая всеми величинами вида 1/G, покажите, что

Отметим, что часть Л',г, пропорциональная а3, обусловлена флуктуациями коэф­
фициента и3. Часть Nu, пропорциональная а1( обусловлена флуктуациями как 
ult так и и3. Если тг, т2 и т3 выбраны так, что все три цепи имеют одну и ту же 
эффективную постоянную времени

Глава 9. АЛГОРИТМЫ СЛУЧАЙНОГО ПОИСКА

Градиентные алгоритмы наиболее пригодны в тех случаях, когда 
критерии эффективности являются квадратичными или, по крайней 
мере, унимодальными. Для некоторых классов задач [1—3] математи­
ческие соотношения между изменяемыми параметрами и критерием эф­
фективности оказываются неизвестными или очень сложными. В дру­
гих задачах из-за ограничений, накладываемых на параметры системы 
адаптивного управления, может оказаться, что зависимость критерия 
эффективности не будет более унимодальной. Если график зависи­
мости интересующего критерия эффективности является многомодаль­

318

так что

то из полученного выражения для Nu видно, что составляющая шума в контуре 
управления, обусловленная флуктуациями и3, в точности равна сумме состав* 
ляющих, обусловленных флуктуациями величин их и и2.



ным и имеет седловидные точки, то градиентные методы следует при­
менять с осторожностью. Одним из путей решения таких задач явля­
ется применение поисковых алгоритмов. Алгоритмы, относящиеся к 
этому классу, обеспечивают поиск глобального экстремума как для уни­
модальных, так и многомодальных критериев и пригодны при любом 
вычислимом критерии эффективности [4—11]. Еще недавно поисковые 
алгоритмы использовались очень неохотно, главным образом из-за 
того, что в них при определении направления поиска не учитывалась 
информация предыдущих шагов и тем самым сходимость оказывалась 
медленной. Кроме того, алгоритмы поиска становятся не очень эффек­
тивными в случае унимодальных критериев. Тем не менее эти алгорит­
мы обладают и достоинствами, заключающимися в простоте реализа­
ции, малом объеме необходимых вычислений и нечувствительности к 
разрывам оптимизируемой функции (критерию). Эти алгоритмы эф­
фективны при неполных данных о характере критерия. Основными 
типами поисковых алгоритмов являются алгоритмы систематического 
и случайного поиска.

При использовании метода систематического поиска осуществля­
ется подробный «просмотр» интересующей области параметрического 
пространства, с помощью которого легко определяется глобальный 
экстремум. На практике, однако, этот тип поиска может оказаться 
очень длительным, так как большая часть периода поиска тратится на 
просмотр областей параметрического пространства, в которых нет 
экстремума.

Методы случайного поиска можно классифицировать как направ­
ленные и ненаправленные в зависимости от того, используется или нет 
информация, приобретенная на каждом шаге процесса обучения. Кро­
ме того, оба указанных варианта могут обеспечивать более высокую 
скорость сходимости за счет увеличения шага адаптации в благоприят­
ных направлениях. В этой главе рассматриваются три типовых алго­
ритма случайного поиска, использовавшихся для применений в адап­
тивных антенных решетках: линейного случайного поиска (ЛСП), 
ускоренного случайного поиска (УСП), направленного ускоренного 
случайного поиска (НУСП).

9.1. ЛИНЕЙНЫЙ СЛУЧАЙНЫЙ ПОИСК

Алгоритм «линейного случайного поиска» был рассмотрен в работе 
[12]. Согласно этому алгоритму в начале каждой итерации к весовому 
вектору прибавляется некоторое случайное приращение Aw^ и опре­
деляется соответствующее изменение критерия эффективности. Затем 
пропорционально произведению изменения оценки критерия эффек­
тивности и случайного приращения весового вектора изменяется ве­
совой вектор, т. е.

Wft + i =wA + |is СР [wj—45[wft+Awft]} Aw,., (9.1)
где 43 [ - ] — выбранный критерий эффективности; ps — шаговая по­
стоянная. Составляющие случайного вектора Awh характеризуются 
нормальным законом распределения с нулевым средним значением и
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дисперсией а2. Константы |xs и о2 должны выбираться так, чтобы обес­
печивались как устойчивость, так и достаточная скорость сходимости 
алгоритма. Рассматриваемый алгоритм называется «линейным», так 
как изменение весового вектора прямо пропорционально изменению 
критерия эффективности.

Для анализа характеристик алгоритма ЛСП полезно ввести неко­
торые определения. Истинное изменение критерия эффективности, 
получаемое в результате прибавления Awfe к вектору wk, есть

(A’P)ftA’P[wft+Awft]-‘P[wftJ. (9.2)
Если оценивается значение критерия эффективности, то соответствую­
щее изменение значений оцененных величин определяется выражением

(A!p)ftA ’P[wft + Awfe]— (9.3)

Тогда ошибка в оценке изменения критерия эффективности будет

(9.4) 
а дисперсия этой ошибки

var [tJ = var )(А ф)J = var fp [wfe ф- A wft]} ф- var [wfe]}. (9.5) 

Для того чтобы определить дисперсию оценки 43 [wftl, необходимо 
выбрать конкретный критерий эффективности и способ получения 
оценки для выбранного критерия.

Обратимся вновь к анализу алгоритма ЛСП, выбрав в качестве ин­
тересующего критерия эффективности СКО, т. е. ф [w] —- g [wl. Бу­
дем считать, что оценка СКО получается в результате усреднения не­
зависимых отсчетов, как это определено выражением (4.98) разд. 4.3.2. 
При таком выборе критерия эффективности и его соответствующей 
оценки получим

var [yj = ~ {£2 [wfe ф- A wh] ф- £2 [wh]}, (9.6)
д

где К — число независимых выборочных значений, использованных 
для нахождения оценки £ lw]. В установившемся режиме, когда про­
цесс подстройки весового вектора происходит в окрестностях точки 
минимума критерия эффективности, значение дисперсии, определяе­
мой выражением (9.6), близко к значению

var [yj ж У,1п- (9.7)

Случайное изменение весового вектора при алгоритме ЛСП приво­
дит к изменению СКО. Для получения g [wfe ф- Awft] на каждой ите­
рации используется К выборочных данных. Одним из путей увеличе­
ния скорости сходимости при этом алгоритме является такое исполь­
зование параллельно работающих процессоров (одного для обработки 
Wh и другого — для wh ф- Awh), при котором выборочные значения, 
необходимые для получения оценок g [wj и g [wft ф- AwJ, могут
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9.1.1. Устойчивость алгоритма ЛСП

При выборе СКО в качестве критерия эффективности уравнение 
подстройки весового вектора (9.1) можно переписать с учетом обозна­
чений (9.2)—(9.4) в виде

wfe+i = wh + p.s {—(Ag)ft + yh)Awh. (9.11)
Учитывая, что vft —w&, уравнение (9.11) можно представить 
как

Vfe+i = vft 4- Из {—(Ag)ft + yft}Awft. (9.12)
Поскольку величина ст2 выбирается малой, то Awh будет также малым 
и тогда

(Ag)fe = Awl Vft, (9.13)
где Vft — градиент критерия эффективности, определяемый в точке 
wft. Поскольку Vh = 2RxxVft, выражение (9.13) можно записать в ви­
де

! 1 Зак. 896 321

браться одновременно. Значение адаптивного весового вектора в на­
чале следующей итерации устанавливается после получения обеих 
указанных оценок Для любой итерации среднее превышение СКО, 
возникающее в результате изменения весового вектора, определяется 
как

(9.8)

(9.9)

(9.10)

Определим возмущение Р как отношение среднего превышения СКО 
(являющееся следствием случайных приращений весового вектора) к 
минимальной СКО. Тогда

Вектор Awft имеет нулевое среднее значение и не коррелирован с wft. 
Пусть Aw* представляет вектор случайного приращения в нормальных 
координатах (в которых корреляционная матрица является диагональ­
ной, т. е. Rxz = А), тогда cov [Awft) = coviAw*] — о21. Следова­
тельно, среднее превышение СКО может быть представлено в виде

(9-14)
Тогда упавнение 19.12) можно пеоеписать как

Уравнение (9.15) является эквивалентной формой уравнения (9.1) и 
оказывается более полезным для анализа даже несмотря на то, что 
при реализации алгоритма используется (9.1). Форма записи в (9.15)



подчеркивает тот факт, что адаптивный весовой вектор может рассмат­
риваться как решение векторного линейного разностного уравнения 
первого порядка со случайно изменяющимся коэффициентом I — 
— 2psAwftAwlR;ca: и случайной возбуждающей функцией psyfeAwfe.

Приведенное векторное линейное разностное уравнение более удоб­
но анализировать в нормальных координатах, переход к которым осу­
ществляется умножением обеих частей (9.15) слева на матрицу преоб­
разования Q (см. разд. 4.1.3); в результате получим

v;+,=(I-2ps Aw; Aw/A)v; + Aw;. (9.16)

Хотя уравнение (9.16) несколько проще, чем (9.15), получить решение 
для него довольно трудно, поскольку матричный коэффициент при v* 
случаен и имеет недиагональный вид. Поэтому условия устойчивости 
для алгоритма ЛСП будут определены не из точного решения уравне­
ния (9.16), а на основе анализа среднего значения адаптивного весо­
вого вектора.

Вычислив математическое ожидание для обеих частей уравнения
(9.16) и учтя, что Awfe является случайным вектором, не коррелиро­
ванным с ук и v'k, можно записать

£!v/<+i!=£i(1-2li3AwHwZA)vn+lis^ =
= (I-2psE|Aw;Aw^ А) Е \v'k } + 0 = (I- 2ps о2 A)E {v’k }. (9.17) 

В [12] решение для (9.17) приводится в виде
Е {v’k} = (1 - 2pso2A)fe vo. (9.18)

Формула (9.18) позволяет найти математическое ожидание весового 
вектора в переходном режиме для заданного начального значения v6. 
Если (9.18) характеризует устойчивый процесс адаптации, то матема­
тическое ожидание v( должно сходиться к нулю. Из (9.18) вытекают 
следующие условия устойчивости:

—L_> pso2>0. (9.19)
Amax

Если произведение pso2 выбрано так, чтобы выполнялись условия (9.19), 
то тогда

lim Е {v; } =0. (9.20)
&->оо

Поскольку характер рассматриваемого переходного процесса 
аналогичен характеру процесса при использовании метода наискорей­
шего спуска (см. разд. 4.2.2), то можно по аналогии считать, что по­
стоянная времени р-й составляющей среднего значения весового век­
тора в нормальных координатах будет

т;) = 1/ (2pso2Xp). (9.21)

Постоянная времени р-й составляющей кривой обучения равна поло­
вине величины, определяемой (9.21), т. е.

трско = l/(4psa2Xp). (9.22)
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При выполнении условий устойчивости (9.19) обеспечивается схо­
димость только математического ожидания адаптивного весового век­
тора, при этом флуктуации весового вектора могут быть значитель­
ными. Для того чтобы охарактеризовать эти флуктуации, нужно оп­
ределить ковариационную матрицу весового вектора. Для простоты 
будем считать, что дисперсии составляющих весового вектора ограни­
чены и изменение весового вектора в установившемся режиме пред­
ставляет собой стационарный случайный процесс. Полагая, что ука­
занные условия выполняются, умножением обеих частей уравнения 
(9.16) на соответствующие транспонированные величины получаем 
выражение для ковариационной матрицы:

(9.23)

Вычислим математические ожидания для обеих частей (9.23), учиты­
вая, что ук и Aw* являются некоррелированными случайными про­
цессами с нулевым средним. Тогда

(9.24)

Поскольку var [у*] ~ (4//<)|min и cov [Aw*l = о21, выражение (9.24) 
можно представить в виде

В установившемся режиме v* также является стационарным случайным 
процессом с нулевым средним, который не коррелирован с Aw*, и поэ­
тому (9.25) можно записать как

(9.25)

(9.26)

Следовательно, ковариационная матрица адаптивного весового век- 
гора в установившемся режиме имеет вид

(9.27)
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Решить уравнение (9.27) довольно сложно, поскольку входящие в 
него ковариационные матрицы не факторизуются. Может считаться 
правдоподобным (хотя и недоказанным), что в установившемся режиме 
ковариационная матрица v( диагональна. Полученные при исполь­
зовании указанного упрощения результаты показывают, что в нем есть 
определенный смысл.

Случайная возбуждающая функция в уравнении (9.16) содержит 
составляющие, не коррелированные друг с другом и во времени. Кро­
ме того, случайный коэффициент I — 2p.sAw* Aw*rA является диа­
гональным в среднем (хотя в общем случае не при всех k) и не корре­
лированным как с v'k, так и с самим собой во времени. Поэтому доволь­
но правдоподобно, что матрица ковариации v( является диагональной.

Считая, что cov [v*] является на самом деле диагональной, пере­
группировав члены, (9.27) можно переписать в другом виде:

4p,s о2 A cov [v^j—4|л2Е {Aw'k Aw'r A covfv^J X

X AAw'Aw^}=p2±^ino2I. (9.28)

Наибольший интерес представляет случай медленной адаптации, при 
котором

pso2A С I. (9.29)
Кроме того, можно заметить, что

pif {Aw*Aw/A cov IvfclAAw&Aw,/} ~ (pso2A)2 cov [v*l, (9.30)

тогда с учетом (9.29)
(pso2A)2 cov [у*] < pso2A cov [v*l. (9.31)

Полученный в (9.31) результат свидетельствует о том, что в выраже­
нии (9.28) можно пренебречь членом —4р4£'{-}. Тогда (9.28) может 
быть записано в виде

cov[vH = ^^inA-1. (9.32)

Несмотря на то, что (9.32) базируется на правдоподобном предполо­
жении, на практике вытекающие из него выражения для рассогласо­
вания дают, как правило, точные результаты [12].

Рассогласование при использовании алгоритма ЛСП может быть 
найдено на основе рассмотрения среднего превышения СКО, обуслов­
ленного шумом весового вектора:

£{vZAv*)= £ (9-33)
р= 1

где N — число собственных значений матрицы А. Используя выра­
жение (9.32), можно записать



Поскольку рассогласование М. определяется как среднее превышение 
СКО, деленное на минимальное значение СКО

М Д

то для алгоритма ЛСП

М

Е НАУ*} '
Smln

__ Ащ t
,. Smln*
A

(9.35)

(9.36)

Используя выражение для возмущения Р, полученный результат мож­
но представить в виде

м __ Ap.s p4r(Rxx) _ 'va|M2/.Cp
2АР 2/<Р

(9.37)

Напомним теперь, что постоянная времени р-й составляющей кривой 
обучения для алгоритма ЛСП (измеряемая числом требуемых итера­
ций) определяется формулой (9.21). Поскольку для одной итерации ве­
сового вектора требуется получение двух оценок g, то на каждую ите­
рацию приходится 2/С выборочных отсчетов. Поэтому постоянная вре­
мени кривой обучения определяется как

К
2 [is а2 крРеко = РСКО

Из (9.38) следует, что
К 1

2ps <г2 Т'реко

^ср Ki
2|ts а2

1
Треко

(9.38)

(9.39)

(9.40)

Подставив (9.40) в (9.37), получим

М = N2
4Р

1
Т река

(9-41)

Поскольку полное рассогласование характеризуется случайной М 
и детерминированной Р составляющими, то с учетом (9.41) можно запи­
сать

(9.42)

Если детерминированная составляющая полного рассогласования выб­
рана оптимально, то как М, так и Р одинаковы, а значение Р равно 
половине значения полного рассогласования, так что

(44n)mln А2
2А0ПТ

(9.43)

Полезно сравнить этот результат с соответствующим результатом 
(4.83), полученным для алгоритма МСКО.
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9.2. УСКОРЕННЫЙ СЛУЧАЙНЫЙ ПОИСК

Предположим, что критерий эффективности ф [w] выбран и его 
желательно минимизировать в некоторой области значений комплекс­
ного весового вектора w. Пусть изменение комплексного весового век­
тора производится согласно упрощенному варианту ускоренного слу­
чайного поиска, описанного в [13], т. е.

w(fe + 1) = w(/e) + р.,(/г)[ Aw(&)], (9.44)

где ps (k) — шаговая постоянная (в исходном состоянии ps (0) = р0) 
и Aw (k) — случайный вектор, составляющие которого определяются 
как

A®; (k) = cos б, + j sin 0д i = l,2,..., m; (9.45)

0, — случайный угол, равномерно распределенный на интервале 
{0,2л} так, что |Ащг (/г) | = 1. С помощью Aw (k) изменяется направ­
ление весового вектора, с помощью щ — его длина.

В исходном состоянии весовой вектор устанавливается равным 
w (0) и определяется либо критерий эффективности ф [w (0)], либо его 
оценка ф [w (0)]. Затем весовой вектор изменяется в соответствии с 
процедурой (9.44) при щ (0) = ц0, после чего находится оценка кри­
терия эффективности ф [w (1)] и производится ее сравнение с вели­
чиной ф [w (0)1. Если в результате этого сравнения эффективность 
улучшается, то приращение Aw сохраняется неизменным, а шаговая 
постоянная щ удваивается (приводя к «ускоренной» сходимости). 
Если же результирующая эффективность не улучшилась, то предыду-
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Рис. 9.2. Графическая интерпретация 
приращения одной составляющей весо­

вого вектора

щее значение вектора w сохра­
няется таким же, как и в исход­
ном состоянии, выбирается но­
вое значение вектора Aw, a ps 
устанавливается равной р0- 
Вследствие того, что при исполь­
зовании алгоритма УСП проис­
ходит возврат к предыдущему 
значению w в том случае, когда 
эффективность не улучшается, 
этот алгоритм оказывается 
устойчивым независимо от выбо­
ра шаговой постоянной. Блок- 
схема упрощенного варианта ал­
горитма УСП показана на 
рис. 9.1.

Рассмотрим одну составляю­
щую комплексного весового 
вектора, для которой vt = wt—■ 
—’ ^оптг’ Если Vi (k) < р0/2, то любое последующее изменение этой 
составляющей с шаговой постоянной р0 приведет к vt (k + 1)^иД/г), 
как показано на рис. 9.2. Поэтому, если все составляющие весового 
вектора отличаются не более, чем на р0/2 от соответствующих со­
ставляющих вектора Щ-1ПТ, при использовании шаговой постоянной р0 
нельзя добиться дальнейшего улучшения эффективности. Таким обра­
зом, это условие определяет нижний предел возможно достижимой 
эффективности в установившемся режиме при использовании проце­
дуры УСП.

Для упрощения анализа будем считать, что распределение вектора 
wt (k) равномерно внутри области, определяемой условиями vt = ц0/2. 
Тогда в установившемся режиме математическое ожидание иг будет 
равно (k) = 0, а среднее превышение СКО (в предположении ф = 
= £ ис учетом того, что Е {|иг |2} = p.g/8) будет определяться выра­
жением

(9.46)E{v'r(£)Av'(&)} = -^^mlnHRx.x)- 
О

Тогда среднее значение рассогласования в установившемся режиме 
будет

(9.17)

На каждой последующей итерации составляющие весового вектора 
получают случайное приращение на величину р0 относительно их зна­
чения в установившемся режиме. Считая, что такое приращение про­
исходит при vss = р (как показано на рис. 9.3), получаем Е {vp} = 
= Ро> Е {|и;)|2} = 9р.§/8 и среднее значение полного рассогласования

4L (9.48)
О
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Из предыдущего обсуждения следует, что в установившемся режиме 
пока принимается правильное решение, базирующееся на определе­
нии £ [w (k + 1)] — g [w (/г)], среднее значение полного рассогласова­
ния определяется соотношением (9.48).

На практике при применении алгоритма УСП используется статис­
тика Дф = ф [vi(k + 1)1 — ф [w (k)] вместо Дф = ф [w(k + 1)] — 
— ф [w(fe)l, а статистика Дф, полученная на основе разности оце­
нок, содержит шум, который может привести к сбою в определении 
направления. Поэтому важно гарантировать, чтобы разность Дф,

Рис. 9.3. Графическая ин­
терпретация приращения 
составляющей весового век­

тора

обусловленная приращением весового вектора, была значительно боль­
ше среднего квадратического отклонения погрешности. Это можно 
обеспечить выбором Дф > о7, где сг7 определяется выражением (9.7). 
Выбрав К и ps так, чтобы Дф > ov, нетрудно убедиться, что среднее 
значение рассогласования в установившемся режиме приближенно 
определяется формулой (9.48). Кроме того, желательно, чтобы разность 
Дф, обусловленная приращением весового вектора, была меньше, чем 
Е {ф [w (&)]}. Поэтому при выборе в установившемся режиме Ф = £, 
константы К и р5 должны выбираться так, чтобы удовлетворялись ус­
ловия

^m>4H§tr(R„)>-^. (9.49)
8 1/К

Хотя значения К и ps удовлетворяют условию Дф > о7, шум из­
мерения критерия эффективности тем не менее присутствует, и это мо­
жет в отдельных экспериментах привести к обманчиво хорошим ре­
зультатам. Очевидно, что такие ложные результаты будут в среднем 
корректироваться на последующих шагах.

9.3. НАПРАВЛЕННЫЙ УСКОРЕННЫЙ СЛУЧАЙНЫЙ ПОИСК

Метод НУСП рассмотрен в [14—16] и включает две фазы: случай­
ную и детерминированную. Управление поиском в параметрическом 
пространстве сводится к чередованию этих фаз в зависимости от того, 
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наблюдается или не наблюдается улучшение эффективности. В перво­
начальной случайной фазе поиска (которая является фазой сбора ин­
формации) адаптивный весовой вектор получает случайное прира­
щение, характеризуемое многомерной функцией плотности вероятно­
стей (ФПВ). Как только определено направление, в котором эффектив-

Рис. 9.4. Блок-схема алгоритма НУСП

ность улучшается, осуществляется переход к детерминированной фазе, 
а информация, приобретенная в течение случайной фазы поиска, ис­
пользуется для увеличения шага в этом направлении. Если же в ре­
зультате такого ускоренного движения получается неудовлетворитель­
ный результат, то снова осуществляется переход к случайной фазе по­
иска, однако теперь ФПВ выбирается с меньшим средним квадратичес­
ким отклонением, чем в первоначальной фазе поиска.

Блок-схема упрощенного варианта алгоритма НУСП показана на 
рис. '9.4. Выполнение алгоритма начинается с задания начального ве­
сового вектора w0, для которого оценивается критерий эффективности 
Ф lw0]. При этом получаемое минимальное значение критерия ф* за­
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поминается. В исходном состоянии = ф [w0]. Алгоритм начина­
ется со случайной фазы поиска, при которой весовой вектор получает 
случайное приращение Aw, при этом каждая из составляющих вектора 
Aw имеет нормальную ФПВ с нулевым средним значением и дисперсией 
о2. Значение дисперсии выбирается равным

о2 - + Л2Ф*, (9.50)

где и — константы, выбираемые так, чтобы шаг был достаточ­
но малым, когда эффективность оптимальна, и достаточно большим для 
получения информации о направлении поиска, когда эффективность 
далека от оптимальной.

Затем вычисляется значение адаптивного весового вектора по фор­
муле

w (k + 1) = w (/г) + Aw (й) (9.51)

и оценивается критерий эффективности ф [w (k + 1)1. Если эффектив­
ность не увеличивается, то сохраняются случайная фаза поиска и пре­
дыдущее значение весового вектора w. Как только будет определено 
направление, при движении по которому улучшается эффективность, 
осуществляется переход к детерминированной фазе поиска. Скорость 
сходимости в исследуемом направлении возрастает из-за увеличения 
вдвое по сравнению с предыдущей фазой поиска шаговой постоянной. 
Значение приращения Aw весового вектора на каждом шаге удваива­
ется до тех пор, пока улучшается эффективность. Как только значение 
критерия эффективности начинает уменьшаться, осуществляется пе­
реход к случайной фазе поиска, при котором приращение Aw адаптив­
ного весового вектора будут значительно меньше, чем на предыдущем 
этапе, так как используется меньшее значение о.

Из описания упрощенного варианта НУСП видно, что основное 
различие между ним и УСП заключается в способе осуществления слу­
чайной фазы поиска. Случайным является не только направление по­
иска (как в УСП), но также и размер шага, определяемый параметром 
о, который, в свою очередь, зависит от полученного минимального 
значения критерия эффективности. Поэтому размер шага имеет тен­
денцию к уменьшению по мере увеличения эффективности. Замеча­
ния, относящиеся к алгоритму УСП, приведенные в предыдущем раз­
деле, при минимальной шаговой постоянной р0 справедливы в статисти­
ческом смысле и для алгоритма НУСП. При Ф = | условия (9.49) 
также должны удовлетворяться, где теперь математическое ожидание 
изменения значения критерия эффективности, обусловленного прира­
щением весового вектора, определяется выражением

Е {Ag> = о2 tr(Rxx). (9.52)

Шум, неизбежно присутствующий при выполнении измерений 
критерия эффективности, может привести к обманчиво хорошим ре­
зультатам в каком-либо из экспериментов, тем самым обусловливая 
риск направления поиска по ложному пути. Для того чтобы избе­
жать этого, необходимо в течение случайной фазы алгоритма периоди­
чески перепроверять критерий эффективности в предполагаемых наи-
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лучших направлениях. Кроме того, для обеспечения работоспособно­
сти алгоритма в нестационарных условиях необходимо периодически 
устанавливать большую шаговую постоянную и осуществлять прове­
рочные приращения равномерно по всем направлениям в параметри­
ческом пространстве.

В самом общем виде алгоритм НУСП обладает рядом свойств, ко­
торые здесь не будут моделироваться. Наиболее важным из таких 
свойств является возможность придания алгоритму «долговременной 
памяти» с помощью использования при определении направлений по­
иска неизотропной многомерной нормальной ФПВ [17], позволяющей 
осуществлять такое направление поиска, при котором бы вероятность 
улучшения эффективности на каждом последующем шаге возрастала. 
Эта многомерная ФПВ формируется в соответствии с результатами, 
полученными в течение начального этапа поиска, когда ни одному из 
направлений не отдается предпочтения. На следующем этапе много­
мерная ФПВ, полученная ранее, обеспечивает формирование новых 
направлений поиска. На завершающем этапе поиска размерность па­
раметрического пространства может быть уменьшена при переходе от 
одновременного поиска по всем параметрам к почти последовательному 
поиску, при котором на каждом шаге учитывается лишь небольшое 
число параметров. Выбор для поиска такой части параметров произво­
дится случайным образом на каждой новой итерации.

9.4. РЕЗУЛЬТАТЫ МОДЕЛИРОВАНИЯ

Моделировалась четырехэлементная антенная решетка, геометри­
ческие соотношения для которой и расположение источников сигнала 
и помех показаны на рис. 7.4. При использовании СКО в качестве кри­
терия эффективности алгоритмы случайного поиска обладают гораздо 
меньшей скоростью сходимости, чем алгоритмы МСКО. Моделирова­
лись две помеховые ситуации, характеризуемые наличием трех источ­
ников помех и следующими условиями: 1) умеренным разбросом соб­
ственных значений корреляционной матрицы Rxx, когда %max/Xmln = 
= 153,1 и 2) значительным разбросом собственных значений, когда 
^max/^min = 2440. Если выбрать энергетические отношения помеха- 
собственный шум приемника равными JJn = 25, J2/n = 4 и Js/n = 20, 
а отношение сигнал-собственный шум приемника равным sin. = 10, 
то соответствующие собственные значения будут: Х4 = 153,1; Х2 = 
= 42,6; Х3 = 3,34 и Х4 = 1, для которых ОСШопт = 15,9 (12 дБ). 
Типичные результаты, иллюстрирующие сходимость в случае, когда 
Xmax/Xmin= 153,1, приведены на рис. 9.5—9.8. Аналогично, если вы­
брать JJn = 500, J2ln = 40 и J3/n = 200, а отношение сигнал-собст­
венный шум приемника s/n = 10, то соответствующие собственные 
значения будут: Х4 == 2440; /,2 = 494; Х3 = 25,6 и Х4 = 1, для которых 
0СШзпт = 15,08 (11,8 дБ). Типичные результаты, иллюстрирующие 
сходимость при Xmax/Xmtn = 2440, даны на рис. 9.9—9.12.

При моделировании алгоритма УСП было найдено, что для полу­
чения удовлетворительных результатов, блок-схема алгоритма под­
стройки весовых коэффициентов, показанная на рис. 9.1, должна быть
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Рис. 9.5. Зависимость выходного ОСШ от числа итераций для алгоритма ЛСП 
при А шах /Ат1п= 153,1

Рис. 9.6. Зависимость выходного ОСШ от числа итераций для алгоритма УСП
При Ат ах/Amin —— 153,1



Рис. 9.7. Зависимость выходного ОСШ от числа итераций для алгоритма НУСП
При Amax/Xmin = 153,1

Рис. 9.8. Зависимость выходного ОСШ от числа итераций для алгоритма МСКО 
при ЛтцХ/Лт iп — 153,1
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Рис. 9.9. Зависимость выходного ОСШ от числа итераций для алгоритма ЛСП
При Xmax/^min = 2440

Рис. 9.10. Зависимость выходного ОСШ от числа итераций для алгоритма УСП
При ^max/A-min — 2440
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видоизменена. Сложность в использовании указанной схемы связана 
с тем фактом, что, чем больше величина v/(k + 1) отличается от woaT, 
тем больше дисперсия оценки g lw(fe + 1)]. Поэтому, если шаговая 
постоянная р0 выбирается так, чтобы в установившемся режиме по­
лучалась приемлемая погрешность в окрестности w0IIT, то может ока­
заться, что изменение g [w (k + 1)1 за счет приращения Aw (/г + 1) 
будет меньше случайных флуктуаций £ [w (k + 1)] в том случае, когда 

10,0 Оптимальное значение

Рис. 9.11. Зависимость выходного ОСШ от числа итераций для алгоритма НУСП
При in == 2440

w(/e + 1) значительно отличается от wonT. В этом случае согласно ал­
горитму подстройки будет вырабатываться последовательность весо­
вых коэффициентов, «бесцельно» флуктуирующих около некоторого 
значения.

Для того чтобы исправить положение, необходимо прежде всего 
осознать, что значение шаговой постоянной р0 должно выбираться в 
соответствии с изменением дисперсии оценки £ [w (k + 1)1 при значи­
тельном отличии w (k + 1) от w0UT. Такая коррекция может быть вы­
полнена с помощью выбора в алгоритме УСП шаговой постоянной 
Ps = УдГ+XF так, как это делается в алгоритме НУСП
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(рис. 9.4). Конечно, предпочтительнее было бы использование = 
= VKi + (ф* — фтщ), однако величина фШ1П в общем случае
неизвестна.

При моделировании алгоритмов ЛСП, УСП и НУСП критерием 
эффективности служила СКО. При получении оценки СКО выбира-

Рис. 9.12. Зависимость выходного ОСШ от числа итераций для алгоритма МСКО 
При Xmax/A/min==2440

лось К = 90. При моделировании алгоритма НУСП для удовлетворе­
ния условий (9.49) использовалось соотношение

o2tr(Rxx)=I1 + I2^, (9.53)

где = 1/160 и f2 = 0,1. Аналогично при моделировании алгорит­
ма УСП использовалось соотношение

Из2 tr (Ияж) = Jr + f2 (9.54)
с теми же значениями и f2, что и в алгоритме НУСП. При моде­
лировании алгоритма ЛСП за исходные принимались значения = 
= 1,6 и о2 tr (Цжх) = 0,05, приводящие к большей ошибке рассог­

ласования, чем при алгоритмах УСП и НУСП. Для сравнения модели­
ровался также алгоритм МСКО с шаговой постоянной, соответствую­
щей tr (Rxx)= 0,1. При этом принималась оценка градиента, полу­
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ченная усреднением трех выборочных отсчетов е (&)х (/г), т. е. К = 3 
вместо обычно используемого Л = 1. Во всех случаях начальный ве­
совой вектор выбирался равным wr (0) = [0,1; 0; 0; 01.

Результаты моделирования, приведенные на рис. 9.5—9.7, пока­
зывают, что после выполнения 800 итераций как при алгоритме УСП, 
так и при алгоритме НУСП достигается уровень, лежащий на 3 дБ ниже 
оптимального, в то время как при алгоритме ЛСП не достигается ука­
занный уровень даже после выполнения 4000 итераций, хотя рассогла­
сование при алгоритме ЛСП превышает рассогласование при алгорит­
мах УСП и НУСП. Эти результаты свидетельствуют о том, что алго­
ритмы УСП и НУСП характеризуются более благоприятным сочетани­
ем степени рассогласования и скорости адаптации по сравнению с ана­
логичными параметрами алгоритма ЛСП. Как видно из результатов 
моделирования, показанных на рис. 9.8, при алгоритме МСКО в про­
тивоположность алгоритмам случайного поиска достигается уровень 
на 3 дБ ниже оптимального после выполнения только 150 итераций при 
небольшом рассогласовании. Такое существенное различие в скорости 
сходимости, обеспечиваемой алгоритмом МСКО и тремя алгоритмами 
случайного поиска, оказывается на самом деле еще более значитель­
ным, чем следует из сравнения только числа итераций, поскольку при 
выполнении алгоритмов случайного поиска на каждую итерацию тре­
буется 90 выборочных отсчетов, а при выполнении алгоритма МСКО— 
только три. Поэтому временная шкала на рис. 9.5—9.7 в 30 раз больше 
соответствующей временной шкалы на рис. 9.8.

Результаты моделирования, представленные на рис. 9.9—9.12, по­
лученные для случая A.max/Amln = 2440, подтверждают предыдущие ре­
зультаты, характеризуемые ^max/^min = 153,1. Эти результаты также 
показывают, что характеристики алгоритмов случайного поиска, как 
и алгоритма МСКО, зависят от распределения собственных значений 
матрицы RaT.

9.5. ВЫВОДЫ

Алгоритмы случайного поиска оказываются полезными для много­
модальных критериев эффективности и при реализации требуют лишь 
оценки выбранного критерия эффективности. Вычисления, связанные 
с подстройкой весовых коэффициентов при выполнении алгоритмов 
ЛСП, УСП и НУСП, являются чрезвычайно простыми и легко выпол­
нимыми на практике.В системах адаптивного управления и системах 
распознавания образов [12] применяются более совершенные и сложные 
алгоритмы случайного поиска, однако при этом сразу же теряется глав­
ное достоинство алгоритмов случайного поиска применительно к адап­
тивным антенным решеткам ■— их простота.

Простота вычислений и реализации алгоритмов случайного поиска 
достигается ценой более медленной сходимости к оптимальному весово­
му вектору. Следует отметить, что алгоритмы УСП и НУСП обладают 
более благоприятным сочетанием степени рассогласования и скорости 
сходимости, чем алгоритм ЛСП. Тем не менее при использовании алго­
ритма МСКО в случае унимодального критерия скорость сходимости 
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оказывается на порядок выше, чем при использовании алгоритмов слу­
чайного поиска. Рассмотренные здесь характеристики алгоритмов слу­
чайного поиска точно так же, как характеристики алгоритма МСКО, 
зависят от распределения собственных значений корреляционной мат­
рицы входных сигналов. Наконец, отметим, что скорость сходимости 
всех рассмотренных алгоритмов случайного поиска уменьшается с рос­
том размерности параметрического пространства вследствие увеличе­
ния числа возможных направлений поиска. Отсюда следует, что на ко­
нечных этапах поиска полезно уменьшать размерность параметричес­
кого пространства. Заметим, что краткое обсуждение поисковых алго­
ритмов, приведенное в данной главе, является неполным и касается 
лишь алгоритмов, основанных на измерении только выходной мощно­
сти. В частности, следовало бы рассмотреть также методы «управляе­
мого поиска», предложенного в [20], которые при определенных усло­
виях обладают более высокой скоростью сходимости.

ЗАДАЧИ

1. Сочетание уровня рассогласования и скорости сходимости для алгоритма 
ЛСП [12]. Считая все собственные значения корреляционной матрицы Rxx 
одинаковыми, так что (7’рСко)ср = ^ско. постройте зависимость Тско от N для 
алгоритма ЛСП при (Mn)min = 10 % в формуле (9.43). Сравните полученную 
зависимость с аналогичными зависимостями для алгоритмов МСКО и ДНС из 
задачи 1 гл. 4.

Рис. 9.13. Область параметрического про­
странства, вектор смещения Ах и угол <р 

Ах (i-ф 1) =
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2. Потери при простом случайном поиске с реверсивным шагом [18]. Рас­
смотрим алгоритм простого случайного поиска, описываемый уравнением

X (i + 1) = х (i) + Ах (i + 1),

где Ах — случайный вектор, удовлетворяющий условиям |Ах|2 = 1 и

если эффективность улучшается,
— Ax(i), если эффективность не улучшается,

где £ — случайное направление вектора Ах.
А. Рассмотрим параметрическое пространство (рис. 9.13), в котором улуч­

шение эффективности обеспечивается для любого угла из диапазона —л/2 < 
< <р < л/2 и не происходит улучшения эффективности для углов из диапазона



л/2 < <р Зл/2. Среднее смещение в благоприятном направлении определяется 
формулой

л/2
U(n)= | cos фр (ф) t/ф,

о
где п—число степеней свободы; р (ф) — функция плотности вероятностей угла 
Ф для равномерного распределения направлений случайного шага в «-мерном 
пространстве. Покажите, что

Р(ф) =
sin" 2 ф Г (n —1)

л/2
2 [ 5т"“2фйф 

о

sin" 2 Ф>

где Г (•) — гамма-функция.
Указание. Заметим, что площадь кольцевой области на поверхности «-мер­

ной сферы «шириной» dtp = Л;1__2 sin"-2 ф<1ф. Поэтому площадь поверхности 
гиперсферы, ограниченной гиперконусом с вертикальным углом 2ф, определяет­
ся выражением

ч>
S (ф) = Дп_2 J sin"~2 фйф.

о
Вероятность того, что случайный вектор лежит в этом конусе при равновероят­
ном выборе случайного направления, равняется отношению «площадей» S (ф) 
и S (л). Плотность распределения вероятностей р (ф) получается дифференци­
рованием этого отношения по параметру ф.

Б. Покажите, что U (п), приведенная в п. А, определяется выражением

U (п) =

л/2
I COS ф Sin"~2 фйф 
'о 
л/2
J sin"^2<f<kp
о

Г (n—1)

2"~3 (п —1)

Поскольку для параметрического пространства, изображенного на рис. 9.13, ве­
роятность успешного и неудачного шагов является одинаковой, то в среднем 
для одного успешного шага существует один неудачный и соответствующий ре­
версивный, т. е. всего три шага. Поэтому среднее смещение для одного успеш­
ного шага уменьшается на 2/3 и равняется только 1/3U (п).

Потери поиска определяются как число требуемых шагов поиска, при кото­
ром векторная сумма этих шагов имеет такую же длину, как и при одном шаге в 
успешном направлении. Тогда средние потери поиска будут равны 3/U («).

3. Сравнение эффективности алгоритмов на основе функции потерь поиска 
[19]. Рассмотрим градиентный поиск с фиксированной шаговой постоянной, оп­
ределяемый уравнением

Д (<)
x(i+l) = x(i)—я(0 777—7 ,

IА (О /
где Из — шаговая постоянная;

д (о =
' dF

дх.
dF

1,
О

если F [х (i +1)] < F [х (i)J, 
в остальных случаях;

F [ • ] —известный критерий эффективности. Рассмотрим также случайный по­
чек с фиксированной шаговой постоянной, описываемый уравнением

х (Z + 1) = х (i) —6(1)Дх(/) + Дх(7 -| 1), 
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где Дх (i) — случайный вектор, имеющий равномерное распределение на гипер­
сфере радиуса [Ц с центром в начале координат;

если F [х (/)] > А [х (i— 1)], 
в остальных случаях.

Определим функцию потерь поиска следующим соотношением:
f(x)

F (х) —А (хф-Ах)
N

где F (х) — критерий эффективности; N — число измерений критерия эффектив­
ности на каждую итерацию.

А. Покажите, что для квадратичного критерия эффективности F (х) = р2 
и градиентного поискового алгоритма

А(х + Дх) =р2—2pps + p,2.

Б. Для того чтобы эмпирически оценить градиент Д в некоторой точке х, 
требуется оценка F [•] в этой точке, а также в точках, расположенных на некото­
ром расстоянии е от точки х, по направлениям каждой из координат. Таким об­
разом общее число оценок функции F [•] равно п + 1 (где п — число степеней 
свободы). Покажите, что для градиентного поиска функция потерь определяет­
ся выражением

SL (х) = р2 (»+ l)/(2PPs — р|).

В. Для заданной точки х (i) следующая точка х (i + 1) при выполнении ал­
горитма случайного поиска определяет угол <р с линией, соединяющей х (г) с точ­
кой экстремума критерия эффективности. В задаче 2 была получена функция 
плотности распределения вероятностей р (<р) для этого угла ф. Покажите, что 
при использовании случайного поиска математическое ожидание изменения эф­
фективности определяется как

Е {— ДА} = Е {Др2} = [ Др2 р (ср) dq>,
О

где

фо = arccos =2ppis cos ср —pt2 .

Г. Покажите, что для алгоритма случайного поиска функция потерь опре­
деляется выражением

SL (х) =

Я/2
2р2 j sin"-2 фа!ф

о
Фо Фо
[ 2ps р cos ф sin"-2 фйф— J р2 sin"-2 ф</ф 
'о о

При заданных значениях р, ps и п можно сравнить функции потерь, приведенные 
в пп. Б и Г, для определения сравнительной эффективности алгоритмов гради­
ентного и случайного поиска.

4. Изменение функции потерь поиска при введении реверсивного шага [19]. 
Эффективность алгоритма случайного поиска с фиксированной шаговой постоян­
ной (см. задачу 3) может быть значительно улучшена путем придания «реверсив­
ного» свойства алгоритму случайного поиска. Алгоритм случайного поиска с 
реверсированием и фиксированной шаговой постоянной описывается уравнением

х (i + 1) = х (1) + с (г')Дх (i + 1) + 2 [с (1) — 1 ]Дх (i),
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где
1, если F [х (г)] < F [х («— 1)], 
О в остальных случаях.

Такая модификация случайного поиска обеспечивает поиск в точке у — Ду, 
если начальный поиск в точке у + Ду не давал улучшения эффективности.

А. Покажите, что
«Ро

3| Др2 sin" ’2 <[</<()
Е [ - ДА) = Е {Др2} = —5—- -----------------

2 J sin"-2 cpcfq> 
о

где

Др2 = 2рр3 cos гр— р2.

Б. Покажите, что
л/2

4р| j sin"-2 <pd<p
SL (x) =-------------------------5----------------------------------

' Фо Фо
C 6ps p cos <p sin"-2 <pd<p — | 3p2 sin"-2<pd<p 
о b

Эгу функцию потерь можно сравнить с аналогичной функцией, найденной в п. Г 
задачи 3, для конкретных значений р, /14и яи точно определить улучшение эф­
фективности, получаемое в результате придания алгоритму реверсивного свой­
ства.

Глава 10. СРАВНЕНИЕ ХАРАКТЕРИСТИК АДАПТИВНЫХ 
АЛГОРИТМОВ

В гл. 4—9 были рассмотрены параметры переходных процессов и 
особенности реализации различных классов адаптивных алгоритмов, 
наиболее широко используемых при применении адаптивных антенных 
решеток. Прежде чем приступить к обсуждению некоторых практичес­
ких задач, связанных с разработкой системы с адаптивной антенной ре­
шеткой, целесообразно дать сводку основных характеристик каждого 
класса алгоритмов.

В каждой главе второй части книги анализировался алгоритм (ре­
ализующий определенный подход к процессу адаптации), который срав­
нивался с алгоритмом МСКО по скорости сходимости. Сравнить пере­
ходные процессы различных алгоритмов по их скорости сходимости 
Удобно на конкретном примере. Поскольку сочетание степени рассогла­
сования и скорости адаптации для алгоритмов случайного поиска 
(ДСП, УСП и НУСП, гл. 9) и для алгоритма ДНС (гл. 4) является не­
благоприятным по сравнению с таким сочетанием для алгоритма МСКО, 
обращаться к алгоритмам случайного поиска и ДНС целесообразно 
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только тогда, когда основным преимуществом считается простота ап­
паратурной реализации алгоритмов или когда график критерия эффек­
тивности оказывается неунимодальным. К тому же алгоритм Хауэлса- 
Аппельбаума, максимизирующий ОСШ, по рассогласованию и скоро­
сти сходимости аналогичен алгоритму МСКО. Поэтому при сравнении 
внимание будет обращено лишь на следующие адаптивные алгоритмы:

1. Алгоритм минимальной средней квадратической ошибки —МСКО 
(разд. 4.2).

2. Ускоренный градиентный алгоритм Пауэлла — УГП (разд. 
4.4.1).

3. Алгоритм, основанный на непосредственном обращении матри­
цы — НОМ (вариант (6.24) из разд. 6.1.2).

4. Рекуррентный алгоритм — РА (разд. 7.5).
5. Алгоритм на основе каскадного предпроцессора, осуществляю­

щий ортогонализацию согласно методу Грама — Шмидта — ПГШ 
(разд. 8.3).

При сравнении предполагалось, что начальные условия для всех 
алгоритмов были одинаковыми и определялись одним и тем же исход­
ным весовым вектором wr (0) — [0,1; 0; 0; 0]. Вычисления производи­
лись для помеховой ситуации и геометрии антенной решетки, представ­
ленных на рис. 4.19, а условия приема сигнала соответствовали раз­
бросу собственных значений корреляционной матрицы Rxx, характе­
ризуемому A.max/Xm)n = 2440. Результаты сходимости для каждого ал­
горитма представлены зависимостями выходного ОСШ от числа итера­
ций и показаны на рис. 10.1—10.5, где также даны соответствующие 
параметры алгоритмов. Приведенные на рисунках данные получены в 
результате усреднения 10 реализаций выходного ОСШ для каждого ал­
горитма адаптации.

Результаты, представленные на рис. 10.1—10.5, показывают, что 
для достижения уровня на 3 дБ ниже оптимального ОСШ потребуется: 
для алгоритма МСКО около 1750 выборочных отсчетов; для алгоритма 
УГП — 110 итераций (990 выборочных отсчетов); для алгоритмов НОМ 
и РА — 8 выборочных отсчетов и для алгоритма ПГШ — 40 итераций 
(120 выборочных отсчетов). Параметры алгоритмов МСКО, УГП и 
ПГШ выбирались так, чтобы степени рассогласования в установившем­
ся режиме были примерно одинаковыми. Рассогласование для алгорит­
мов НОМ и РА уменьшается с ростом числа итераций и не может быть 
изменено за счет подбора параметров алгоритмов. Эти данные показыва­
ют, что алгоритмы НОМ и РА обеспечивают наилучшее сочетание уров­
ня рассогласования и скорости адаптации, за ними следуют алгоритмы 
ПГШ, УГП и МСКО при не слишком большом отношении Xmax/Xmln = 
= 2440.

Сводка основных характеристик алгоритмов адаптации, рассмотрен­
ных во второй части книги, приведена в табл. 10.1.

Алгоритмы, пригодные для наиболее простой технической реализа­
ции (когда применяется прямое измерение выбранного критерия эффек­
тивности), как правило, требуют большего времени для достижения 
заданного рассогласования в установившемся режиме. Если предполо­
жить, что при аппаратурной реализации допускается использование

342



15,0г-

Рис 10.1. Зависимость выходного ОСШ от числа итераций для алгоритма
МСКО при си=0,1
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Рис, 10.2. Зависимость выходного ОСШ от числа итераций для алгоритма УГП 
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Основные характеристики

Алгоритм МСКО МСШ УГП дне

Метод, 
лежащий 
в основе 
алгорит­

ма

Наискорейшего
спуска

Анало­
гичный 
МСКО

Сопряженных гра­
диентов

Возмущений

Характе­
ристики 
переход­
ного 
процесса

Сочетание степе­
ни рассогласова­
ния и скорости 
адаптации прием­
лемо для многих 
приложений

Примерно 
такие, 
как у 
МСКО

Более благоприят­
ное сочетание сте­
пени рассогласо­
вания и скорости 
адаптации, чем у мско

Менее благопри­
ятное сочетание
уровня рассогла­
сования и скоро­
сти адаптации, 
чем у МСКО

Достоин­
ства

Простота реали­
зации, при кото­
рой требуется N 
корреляторов и
интеграторов. Ус­
тойчив к погреш­
ностям аппаратуры

Те же, 
что и у
МСКО

Меньшая, чем у 
МСКО, зависи­
мость скорости
адаптации от рас­
пределения соб­
ственных значе­
ний матрицы Rxx. 
Быстрая адапта­
ция при неболь­
шом числе степе­
ней свободы

Простота реали­
зации, связанная 
с Непосредствен­
ным измерением 
критерия эффек­
тивности

Недо­
статки

Скорость адап­
тации зависит от 
распределения 
собственных зна­
чений матрицы
Rxx

Те же, 
что и у
МСКО

Относительная 
сложность реали­
зации. Требуются 
параллельно ра­
ботающие процес­
соры. Скорость 
адаптации зави­
сит от числа сте­
пеней свободы

Скорость адап­
тации зависит от 
распределения 
собственных зна­
чений матрицы
Rxx. Скорость
адаптации срав­
нима со скоростью 
УСП

Рассмот­
рены 

в главах

4 5 4 4
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1д:штивных алгоритмов
а о л и ц a iu.i

НОМ РЛ пгш СП

Прямой оценки
ковариационной 
матрицы (без ОС)

Аналогичный кал­
мановской фильт­
рации (с ОС)

Ортогонализации 
входных сигналов

Проб и ошибок

Достигается наи­
большая скорость 
адаптации и наи­
более благопри­
ятное сочетание
степени рассогла­
сования и скоро­
сти адаптации

Такие же, как у
НОМ

Болес благоприят­
ное сочетание сте­
пени рассогласо­
вания и скорости 
адаптации, чем у 
УГП. Скорость
адаптации при­
ближается к ско­
рости НОМ

Менсе благопри­
ятное сочетание
степени рассогла­
сования и скоро­
сти адаптации,
чем у МСКО. Ис­
пользование УСП 
увеличивает ско­
рость адаптации

Очень высокая 
скорость адапта­
ции независимо 
от распределения 
собственных зна­
чений матрицы
Rxx

Те же, что и у 
НОМ. Возмож­
ность примене­
ния различных
способов обра­
ботки

Меньшая, чем у 
МСКО, зависи­
мость скорости
адаптации от
распределения 
собственных зна­
чений матрицы
Rxx- Устойчив к 
погрешностям ап­
паратуры

Применим при
любом непосред­
ственно измеряе­
мом критерии эф­
фективности. Про­
стота аппаратур­
ной реализации
при невысоких 
требованиях к 
точности вычис­
лений

При реализации
требуется А(А+

1)/2 коррелято­
ров. Обращение
матрицы требует 
выполнения 
№/2+№ комп­
лексных умноже­
ний

При реализации
требуется А (А+ 
+1) /2 коррелято­
ров и большой
объем вычисле­
ний

При реализации
требуется боль­
шое количество
аппаратуры:
ЛДМ+1)/2 адап­
тивных цепей 
управления

Скорость адап­
тации зависит от 
распределения 
собственных зна­
чений матрицы 
Rxx и является 
самой низкой по 
сравнению со
скоростью других 
алгоритмов

6 7 8 9
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Рис. 10.3. Зависимость выходного ОСШ от числа итераций для алгоритма НОМ

Рис. 10.4. Зависимость выходного ОСШ от числа итераций для рекуррентного 
алгоритма при а=1 и Р(0) = 1

346



15,0

Рис. 10.5. Зависимость выходного ОСШ от числа итераций для алгоритма ППП
при аI. — 0,1 и К = 3

коррелятора в цепи управления каждым элементом антенной решетки, 
то можно достичь более благоприятного сочетания степени рассогласо­
вания и скорости сходимости при использовании алгоритмов МСКО и 
Хауэлса — Аппельбаума. Дальнейшее улучшение сочетания указан­
ных характеристик может быть получено только при дополнительном 
усложнении аппаратуры и (или) увеличении производительности вы­
числительной системы. (Такое усложение обычно требуется при боль­
ших отношениях A,max/Xmlr).) С развитием цифровой техники появляется 
возможность реализации более сложных алгоритмов, требующих боль­
шого объема вычислений. При этом может быть достигнута более высо­
кая эффективность систем обработки сигналов, а в отдельных случаях 
могут быть улучшены даже экономические показатели.



Часть III

КОМПЕНСАЦИЯ ПОГРЕШНОСТЕЙ АДАПТИВНЫХ 
АНТЕННЫХ РЕШЕТОК. НАПРАВЛЕНИЯ 

ДАЛЬНЕЙШИХ ИССЛЕДОВАНИЙ

Глава 11. КОМПЕНСАЦИЯ ПОГРЕШНОСТЕЙ АДАПТИВНЫХ 
АНТЕННЫХ РЕШЕТОК

Для обработки узкополосных сигналов в каждом канале адаптив­
ной антенной решетки достаточно лишь одного подстраиваемого ком­
плексного весового коэффициента. Однако обработка широкополосных 
сигналов потребует применения многоотводных линий задержки (транс­
версальных фильтров) в каждом канале для выполнения частотно-за­
висимой подстройки амплитуды и фазы. До сих пор при анализе пред­
полагалось, что каждый канал содержит одинаковые устройства с оди­
наковыми характеристиками. На практике характеристики отдельных 
каналов несколько отличаются, что приводит к «межканальному рассог­
ласованию». При этом из-за существенного различия частотных харак­
теристик каналов, если не принять специальных мер для их компенса­
ции, может значительно ухудшиться эффективность антенной решетки. 
В этой главе рассматриваются методы компенсации рассогласования 
частотных характеристик при обработке сигналов на основе многоот­
водных линий задержки (ЛЗ). Такая компенсация имеет важное значе­
ние при обработке широкополосных сигналов.

При разработке процессора широкополосных сигналов на базе мно­
гоотводной ЛЗ для компенсации межканального рассогласования, а 
также эффектов многолучевого распространения и задержки распрост­
ранения по раскрыву решетки необходимо определять требуемое 
число отводов ЛЗ. Поскольку каждый дополнительный отвод ЛЗ 
(и связанный с ним элемент подстройки весового коэффициента) уве­
личивает стоимость и сложность системы, то вопрос выбора необхо­
димого числа отводов линии имеет важное практическое значение.

11.1. СООБРАЖЕНИЯ, СВЯЗАННЫЕ С ШИРОКОПОЛОСНОЙ 
ОБРАБОТКОЙ СИГНАЛОВ

Поскольку имеется возможность управления частотными характе­
ристиками фильтров на базе многоотводных ЛЗ, то при их использова­
нии в принципе можно добиться более эффективной обработки широко­
полосных сигналов в адаптивных антенных решетках, чем при других 
методах. Анализируя зависимость эффективности адаптивной антен­
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ной решетки от числа отводов ЛЗ, задержки сигнала между отводами и 
общей задержки сигнала в каждом канале, можно определить мини­
мальное число отводов, необходимое для получения удовлетворитель­
ной эффективности в заданной полосе частот.

Приводимые здесь соображения относительно широкополосной об­
работки сигналов основываются на исследованиях, представленных в 
работах [1—3]. В данной главе определяются идеальные (неискажаю­
щие) частотные характеристики канала, анализируется эффективность 
адаптивных процессоров при использовании обработки сигналов с раз­
ложением на квадратурные составляющие и обработки на базе ЛЗ с 
двумя, тремя и пятью отводами и обсуждаются полученные результаты.

11.1.1. Идеальные частотные характеристики канала

Рассмотрим двухэлементную антенную решетку, показанную на 
рис. 11.1, на вход которой поступают полезный сигнал и помеха. При­
емные каналы антенной решетки характеризуются частотными харак­
теристиками Нг (со) и Я2 (со). Пусть полезный сигнал поступает на ан­
тенную решетку под углом 0S относительно нормали к ее раскрыву. 
Кроме того, предположим, что элементы решетки являются ненаправ­
ленными и расположены на расстоянии d = Х0/2 = ли/со0, где cd0— 
частота несущей и и — скорость распространения волнового фронта.

Результирующая частотная характеристика антенной решетки для 
полезного сигнала будет опреде­
ляться выражением

Hd (®)= Hi (®) + 
+ Н2 (со) ехр( —/ -у- sin 0S), 

(H-l)
аналогично для помехи

///(со) = Я1(®) +
+ Н2(®)ехр^—-/sin0;y

(U.2)
Потребуем теперь, чтобы

Hd (со) = exp (—/со7\), (11.3) 
77/(<о) = 0. (11.4)

При выборе Hd (со) в соответст­
вии с (11.3) прохождение полез­
ного сигнала через антенную ре­
шетку обусловит его запаздыва­
ние на время однако в дру­
гих отношениях сигнал останет­
ся неискаженным. Обеспечение 

Рис. 1.11. Двухэлементная антенная 
решетка
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Hi (w) = 0 приведет к полному подавлению помехи на выходе решет­
ки. Для определения условий, при которых НА (и) и Я2 (®) удовлет­
воряют (11.3) и (11.4), решим эти уравнения относительно Н± (<») и 
Н2 (w). Положив

/Д (о) = |/Л (<о)| ехр )/«! (о>)1,
Д2 (со) = |Я2 (со)| ехр [/а2 (со)],

получим

| #1 (со) | ехр [/«! (со)] + j Н2 (со) | ехр j а2 (со) —

= ехр (—/<о7\),
I (®) I ехр [/«!(со)] +1 Н2(со) | ехрfj |а2 (со) ——

I L <о0
Из (11.5) и (11.6) следует (как показано в разд. «Задачи» в конце главы), 
что соотношения (11.3) и (11.4) будут выполняться при условиях

(И-7)

(И.8)

(П.9)

где п — любое нечетное целое число.
Из анализа (11.7) следует, что идеальные амплитудно-частотные ха­

рактеристики (АЧХ) должны быть одинаковыми и частотно-зависимы­
ми. Согласно (11.8) и (11.9) фазочастотные характеристики (ФЧХ) каж­
дого канала должны быть линейными функциями частоты, угол накло­
на которых относительно оси частот зависит от направления прихода 
(или, что эквивалентно, от времени задержки) полезного сигнала.

Целесообразно АЧХ, определяемые (11.7), изобразить графически 
для различных углов прихода полезного сигнала и помехи. На 
рис. 11.2 приведены АЧХ для двух углов прихода полезного сигнала 
0S = 0 и 80° (угол прихода помехи в обоих случаях 0г = 90°). Из 
рис. 11.2 видно, что при 0S = 0 и 0; = 90° модуль идеальной АЧХ име­
ет практически постоянное значение в пределах относительной шири­
ны полосы, равной 40%. Анализ выражения (11.7) показывает, что при 
— 1 < (sin 0f — sin 0J < 1 АЧХ будет фактически плоской в преде­
лах указанной относительной полосы частот. Однако если источники 
как полезного сигнала, так и помехи располагаются под значительным 
углом (0S = 80° и 0г = 90°) относительно нормали к раскрыву ан­
тенной решетки, то форма АЧХ отличается от плоской.

Степень отличия формы АЧХ от плоской зависит от углового поло­
жения источника сигнала относительно диаграммы направленности ре­
шетки. В общем случае, когда фазы Нг (и) и Н2 (®) установлены так,
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чтобы обеспечивалось макси­
мальное значение неискаженно­
го полезного сигнала на выхо­
де, в результирующей диаграм­
ме направленности антенной ре­
шетки будут появляться нули. 
Идеальная АЧХ будет макси­
мально приближаться к плос­
кой тогда, когда помеха попа­
дает в один из этих нулей диа­
граммы.

Из выражения (11.7), кроме 
того, видно, что при

(<о/со0) л (sin 6г- — sin 0S) = п2л, 
где п = 0, 1, 2, ...,

амплитуда идеальных АЧХ ста­
новится бесконечной. Случай 
п = 0 соответствует поступле­
нию полезного сигнала и помехи 
точно с одного и того же направ­
ления, поэтому неудивительно, 

Рис. 11.2. Идеальная АЧХ при d = Xo/2
[2]

что оказывается «трудно» обеспе­
чить прием одного сигнала при одновременном подавлении другого. 
Другие случаи, соответствующие п = 1, 2, ..., имеют место при 
поступлении полезного сигнала и помехи с различных направлений, 
когда фазовые сдвиги принимаемых сигналов между элементами решет­
ки отличаются на величину, кратную 2л на некоторой частоте ю.

Как отмечалось, ФЧХ аДсо) и а2(со), определяемые (11.8) и (11.9), 
имеют линейную зависимость от частоты. При 7\ = 0 угол наклона 
фазовой характеристики а1 (®) относительно оси частот для фильтра с 
/Д (®) пропорционален (sin 0S — sin 0г), тогда как для фильтра 
(с Я2 (со) угол наклона характеристики а2 (со) будет пропорционален 
sin 0, + sin 0S). Следовательно, при 0S = 0 aL (®) = — а2 (со). 
Кроме того, разность между сс± (со) и а2 (со) также оказывается линей­
ной функцией частоты, что и следовало ожидать, поскольку такая за­
висимость позволяет скомпенсировать межэлементный фазовый сдвиг 
(который также линейно зависит от частоты).

11.1.2. Использование многоотводных ЛЗ и разложение 
сигналов на квадратурные составляющие

Рассмотрим двухэлементную адаптивную антенную решетку, в ко­
торой для подстройки весовых коэффициентов используется алгоритм 
МСКО. Если w — вектор-столбец весовых коэффициентов, —
корреляционная матрица входных сигналов и rxd — вектор взаимной 
корреляции принятого сигнального вектора х (t) и опорного сигнала 
d (/), то, как показано в гл. 3, оптимальный весовой вектор, минимизи­
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рующий Е{е2(?)} (где е (?) = а (?) — выходной сигнал решетки), оп­
ределяется выражением

™опт = (11.10)
Если сигнал на выходе каждого элемента решетки состоит из взаимно 
независимых составляющих полезного сигнала, помехи и собствен­
ного шума приемника (все с нулевым средним), то матрица Ижж пред­
ставляет собой сумму корреляционных матриц указанных составляю­
щих.

Рассмотрим адаптивный процессор на основе многоотводной ЛЗ 
с использованием действительных (а не комплексных) весовых коэффи­
циентов, показанный на рис. 11.3. Поскольку каждый из сигналов 
Xt (?) представляет собой просто задержанный вариант сигнала Xj (?), 
то можно записать, что

х2(?) = х1(? —А),
х3(?) = х1(?-2А), (11И)

%ь (t) = xx[t — (L — 1)А].
Поскольку элементы матрицы RX3C по определению равны

E{Xiif)Xj(t)}, (11.12)

то из (11.11) следует, что
~ fxixi (11.13)

где rX1Xl (Xij) — корреляционная функция сигнала хг (?), а тг7- — время 
задержки хг (?) относительно х7 (I). Кроме того, гXtЖ1 (т;7) представля­
ет собой сумму трех корреляционных функций: полезного сигнала, по­
мехи и собственного шума приемника, т. е.

^xixi (Г;7) (^ij) Г// (Г;7) “I- Гпп (Tj7). (11.14)
Для тех элементов матрицы Rxx, которые соответствуют сигналам
x, (?) и xj (?) на выходе различных элементов решетки, гх.х. состоит 
из суммы корреляционных функций только полезного сигнала и поме­
хи (с соответствующими временами задержки), так как собственный 
шум приемника различных элементов решетки не коррелирован. По­
этому

Гх/Xj (^ij) = Гdd (^dij) 4" ПI (Г/ „), (11.15)
где xd[)—время задержки х( (?) относительно х7(?) для полезного сигнала;
xi. . — время запаздывания х, (?) относительно х7 (?) для помехи (ука­
занные времена в общем случае будут отличаться вследствие различий 
в угловых координатах этих двух источников). Только в том случае, 
когда хг- (?) и Xj (?) формируются одним и тем же элементом антенной 
решетки, имеем равенство xd.. = xt . (это время можно обозначить 
как хи).

Рассмотрим теперь процессор антенной решетки с разложением сиг­
налов ее элементов на квадратурные составляющие, показанный на
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Приемный 
элемент 
антенны/—-'1 (?)

Выход канала

Рис. 11.3. Структурная схема процес­
сора на основе многоотводной ЛЗ с 
действительными весовыми коэффи­

циентами

Выход антенной решетки

Рис. 11.4. Структурная схема уст­
ройства обработки сигналов двухэле­
ментной антенной решетки с исполь­
зованием разложения на квадратур­

ные составляющие

(11.16)

рис. 11.4. Пусть через хх (0 и х3 (0 обозначены синфазные, а через 
х2 (0 и х4 (0 — квадратурные составляющие сигналов на выходах со­
ответствующих элементов решетки. Тогда эти синфазные и квадратур­
ные составляющие будут связаны между собой следующими соотноше­
ниями:

х2 (0 = хг (0,
xt (0=4(0.

Символ v обозначает преобразование Гильберта:
оо

х(0Д — f ^-dx, (11.17)
Л J t —~т

— оо

а интеграл в правой части понимается как главное значение в смысле 
Коши. Элементы корреляционной матрицы

гх.х. = £{хг(0хД0} (11.18)

могут быть получены с помощью преобразования Гильберта [4,7]:
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£{x(0^(s)}=£{x(0?/(s)}, (11.19)

£ {х (0 у (s)} = — £ {х (0 у (s)}, (11.20)

£ {х (0 х (0} = 0, (11.21)

£{х(0 y(s)} =£{х(0 ?/(s)}, (11.22)

12 Зак. 896



где Е {х (0 у (s)} — преобразование Гильберта функции гху (т), т = 
= s— t. С учетом приведенных соотношений и (11.16) получим

rXtX1 = Е {хх (0 хх (0} = rxtXl (0), (11.23)

rx 1Хг - Е {лу (0 х2 (0} = Е {хх (0 хх (0) - 0, (11.24)

гх гХг = Е (х2 (0 х2 (0) - Е {хх (0 хх (0} = Е {х, (0 хх (0) - rX1Xt (0), (11.25) 

где rXl Xl (т) — корреляционная функция сигнала Х1 (0, определяемая 
выражением (11.14).

Когда рассматриваются сигналы двух различных элементов антен­
ной решетки (как, например, хх (0 и х3 (0), то

Е {xi (0 х3 (0} = rdd (Td„) -J- гц (т/1а), (11.26)

rAetdl3 и т/13 — времена, обусловленные пространственным разнесе­
нием элементов решетки, схема которой изображена на рис. 11.4, для 
полезного сигнала и помехи соответственно. Аналогичным образом

Е {Xi (0 х4 (0) = Е {х4 (0 х3 (0} = Ё {х4 (0 х3 (0) =

= гй(т(|ц) + г//(ч,), (11.27)
Е (х2(0 х3 (0) = Е {Х1 (0 х3 (0} = — Е {xj (0 х3 (0} =

=■ — £{х1(0х3(0}= — rdd(xdtl) — гЁЫ, (11.28)

Е {Х2 (0 Л'4 (0} = Е {х4 (t} х3 (0} = Е {хх (0 х3 (0} =
= rdd(Tdls) + r7/(T/13). (11.29)

Рассмотрим вектор взаимной корреляции rxd, определяемый как
piGW) 1

гжй Д Е
х2 (0 d (t)

(11.30)

x2JV(0 d (t)

где N — число элементов решетки. Каждый элемент вектора rxd 
обозначается через гж.й и определяет взаимную корреляцию опорного 
сигнала d (0 и сигнала xt (0. Поскольку опорный сигнал представляет 
собой копию полезного сигнала и статистически не зависит от помехи и 
собственного шума приемника, то элементы rad определяются только 
корреляционной функцией полезного сигнала, так что

rXid — E {xi(t)d(t)} = rdd(xd.'j, (11.31)

где xd — время задержки опорного сигнала относительно составляю­
щей х, (0 полезного сигнала. При обработке сигналов антенной решет­
ки на базе многоотводной ЛЗ каждый элемент вектора rxd представля­
ет собой корреляционную функцию полезного сигнала при значении 
т, учитывающем задержку, обусловленную как пространственным раз­
несением элементов решетки, так и свойствами самой линии. В процес­
соре антенной решетки с разложением на квадратурные составляющие 
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компоненты вектора rxd, Соответствующие синфазным составляющим, 
определяются корреляционной функцией полезного сигнала

(синфазные) = Е{х( (t) d (/)} = rdd (xd.), (11.32)

где — время задержки, обусловленной пространственным раз­
несением элементов решетки. Компоненты rxd, соответствующие квад­
ратурным составляющим, могут быть представлены с помощью выраже­
ний (11.21) и (11.22) в следующем виде:

rxi+1d (квадратурные) =£ {xi+1 (t) d (/)} = Е {хг (t) d (/)} =

= — E{Xi (t)d(t)} = -E{Xi (t)d(t)}=—rXid (rd.). (11.33)

Определив для заданных условий приема матрицу R„ и вектор rxd, 
по формуле (11.10) можно вычислить оптимальные по критерию МСКО 
весовые коэффициенты и найти характеристики решетки в установив­
шемся режиме.

Устройство обработки сигналов одного элемента антенны, показан­
ное на рис. 11.3, можно рассматривать как одноканальный процессор 
с частотной характеристикой

Нг(&) = ш2е~/“Д + w3e-'2t,’A +... + u>y, (11.34)

Аналогично процессор с разложением сигналов на квадратурные сос­
тавляющие (рис. 11.4) имеет частотную характеристику

Hr (со) = w1 — jw2. (11.35)

Результирующая частотная характеристика для полезного сигнала 
и помехи может быть найдена с учетом задержки распространения 
между элементами решетки. В двухэлементной решетке с частотными 
характеристиками каналов Нг (со) и Н2 (со) результирующая частот­
ная характеристика для полезного сигнала имеет вид

Hd (со) = Нг (со) + Н2 (со) (11.36)
а для помехи

Hi (со) = Нг (со) + Н2 (со) e~,eni, (11.37)

гдетй и ту — времена задержки, обусловленные распространением по­
лезного сигнала и помехи соответственно между элементами 1 и 2. Ес­
ли в двухэлементной антенной решетке межэлементное расстояние, как 
на рис. 11.1, равно d, то

xd — (div) sin 0S, (11.38)
ту = (d/v) sin Оу. (11.39)

Целесообразно сравнить эффективность обработки с использовани­
ем многоотводной ЛЗ (при действительных весовых коэффициентах) 
и эффективность обработки с разложением на квадратурные составля­
ющие, принимая за критерий выходное отношение сигнал-шум:

ОСШ A Pdl(Pi + Рп), (11.40) 
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где Pd, Ph Pn — выходные мощности полезного сигнала, помехи и 
собственного шума приемника соответственно.

Определим мощности указанных составляющих на выходе антенной 
решетки. Пусть <pdd (со) и ср// (со) — спектральные плотности полез­
ного сигнала и помехи соответственно. Тогда выходная мощность полез­
ного сигнала будет равна

оо

Pd= $ <Pdd (®) I Hd (®) |2^“> (И.41)
—- 00

где Hd (<п) — результирующая частотная характеристика для полез­
ного сигнала. Выходная мощность помехи будет определяться выраже­
нием

ОО

р1= <Р//(co) I/Л (®) |М(0, (11.42)
— 00

где Hi (со) — результирующая частотная характеристика для помехи. 
Составляющие собственного шума приемника присутствуют на выходах 
каждого элемента решетки и являются статистически независимыми. 
Пусть фпп (со) — спектральная плотность собственного шума прием­
ника, тогда мощность шума, создаваемая на выходе решетки первым 
элементом, будет

оо

Pnt = J cpnn(co)|//JoOlMco, (11.43)
-----00

а мощность шума, создаваемая на выходе решетки ее вторым элемен­
том,

оо

Л>,= 5 Фп1г(<о)|//2(со)|Мсо. (11.44)
— ОО

Тогда общая выходная мощность собственного шума, создаваемая 
двумя элементами, будет

Рп = J Фпп (®) [| Нг (со) |2 +1 Н2 (со) |2] dco. (11.45)
— оо

Полученные выражения можно теперь использовать при вычислении 
выходного ОСШ по формуле (11.40).

11.1.3. Сравнение эффективности четырех процессоров 
антенной решетки

-В этом разделе приводится сравнение эффективности четырех адап­
тивных процессоров: одного с разложением сигналов на квадратурные 
составляющие и трех, основанных на использовании многоотводных 
ЛЗ. Сравнение осуществляется для относительных полос сигнала, рав­
ных 4; 10; 20 и 40%. Целью такого сравнения при приеме широкополос­
ных сигналов является определение предпочтительности обработки на 
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базе многоотводных ЛЗ перед обработкой, основанной на разложе­
нии сигналов на квадратурные составляющие. Использование дейст­
вительных весовых коэффициентов в процесссоре с многоотводной ЛЗ 
обеспечивает наибольшую простоту аппаратуры, хотя при этом одно­
временно ограничивается число степеней свободы и ухудшается эф­
фективность обработки по сравнению со случаем использования комп­
лексных весовых коэффициентов. Несмотря на это, полученные резуль­
таты могут служить мерой сравнительной эффективности двух рассмат­
риваемых методов обработки широкополосных сигналов.

Функциональные схемы четырех адаптивных процессоров антенных 
решеток, подлежащих сравнению, показаны на рис. 11.5. Каждая 
решетка содержит два элемента, расположенных на расстоянии полови­
ны длины волны Хо, соответствующей центральной частоте /0 спектра 
полезного сигнала. На рис. 11.5, а представлена решетка с разложе­
нием сигналов на квадратурные составляющие. Схемы обработки сиг­
налов на базе ЛЗ показаны последовательно на рис. 11.5, б — г. Про­
цессор, схема которого показана на рис. 11.5, б, в каждом канале со­
держит ЛЗ с двумя отводами, состоящую из одного элемента с време­
нем задержки, соответствующим ^0/4. Процессор, схема которого при­
ведена на рис. 11.5, в, в каждом канале содержит по два элемента за­
держки (аналогичных рассмотренным в процессоре со схемой на 
рис. 11.5, б) и использует для обработки сигналы с трех отводов ЛЗ. 
Процессор рис. 11.5, г в каждом канале имеет ЛЗ с пятью отводами, со­
стоящую из четырех элементов с временем задержки, соответствующим 
Х0/8. Заметим, что суммарные длительности задержки в процессорах 
рис. 11.5, г и в одинаковые, поэтому процессор со схемой на рис. 11.5, г 
может рассматриваться как процессор со схемой на рис. 11.5, в, но с 
меньшим интервалом дискретизации.

Предположим, что в качестве полезного используется фазоманипу- 
лированный сигнал вида

sd (i) = A cos [ d)Ot + <р(0 + 01, (11.46)

где tp (/) — фазовый угол, принимающий значения 0 или л в каждом 
импульсе; 0 — произвольный фазовый угол. Как показано на 
рис. 11.6, n-й импульс такого сигнала длится в течение времени

+ (п — 1) Т С t < То + пТ, где п — целое число; Т — длитель­
ность импульса; То — постоянная, определяющая начало импульса.

Предположим, что значения ср (t) статистически независимы для 
различных импульсов и с равной вероятностью равны 0 или л, а вели­
чина То имеет равномерное распределение на протяжении длительности 
одного импульса. Тогда полезный сигнал sd (/) будет представлять со­
бой стационарный случайный процесс со спектральной плотностью, 
определяемый выражением

Ф<щ (®) — jdLL Гsin (т№ (м—ыо) 2 
2 [ (772) (Й-<о0) . (11-47)

Вид этой зависимости показан на рис. 11.7.
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Рис. 11.5. Функциональные схемы процессоров адаптивных антенных решеток 
И:

а — с разложением на квадратурные составляющие; б — с ЛЗ с двумя отводами; в — 
с ЛЗ с тремя отводами; г —с ЛЗ с пятью отводами

Рис. 11.6. Закон фазовой модуляции полезного сигнала
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Рис. 11.7. Спектра льна я плотность по- Рис. 11.8. Спектральная плотность

S; (С0>

....1-
COq —GJ] COq

Су

лозного сигнала помехи

Опорный сигнал полагается равным составляющей полезного сиг­
нала xt (t) (и согласованным во времени с составляющей полезного сиг­
нала х2 (/)). «Ширина полосы частот» полезного сигнала определяется 
по первым нулям спектра (11.47). С учетом такого определения полосы 
ширина полосы полезного сигнала

П - 2Ю1/(о0> (11.48)

где — интервал между центральной частотой соо спектра и первым 
нулем:

<ох =- 2л/Т. (11.49)

Предположим, что помеха представляет собой гауссовский случай­
ный процесс с равномерной в диапазоне частот со0 — сщ <_ © < ы0 + 
+ ©! спектральной плотностью (рис. 11.8). Будем считать, наконец, что 
собственный шум каждого элемента решетки является статистически 
независимым гауссовским случайным процессом и обладает точно та­
кими же спектральными свойствами, как и помеха.

С учетом принятых обозначений по формулам (11.42) и (11.45) мож­
но вычислить выходные мощности помехи и собственного шума при­
емника в диапазоне частот ©0 — <; <а < <в0 + Выходная
мощность полезного сигнала при вычислении ОСШ определяется также 
только для этого же диапазона частот. Поэтому интеграл в (11.41) вы­
числяется в пределах от и0 — ®х до ©0 + cov

Для сравнения эффективности рассматриваемых процессоров адап­
тивных антенных решеток (рис. 11.5) рассчитывались выходные ОСШ 
при указанных далее условиях. Предполагалось, что на выходе каждо­
го элемента решетки мощность собственного шума приемника рп на 
10 дБ ниже мощности полезного сигнала ps, т. е. pjpn = 10 дБ. Счи­
талось также, что для каждого элемента решетки выходная мощность 
помехи pt на 20 дБ превышала мощность полезного сигнала ps, т. е. 
Ps/pi = — 20 дБ. Предполагалось, что направление прихода полезно­
го сигнала совпадает с направлением нормали к раскрыву решетки. 
Значение выходного ОСШ определяется формулой (11.40) и может быть 
найдено с учетом (11.41) — (11.43) в предположении, что весовые ко­
эффициенты каждого из четырех рассматриваемых процессоров удовлет­
воряют соотношению (11.10). Результаты расчетов для всех типов про­
цессоров показаны на рис. 11.9—11.12 и представляют собой зависимо­
сти выходного ОСШ, определяемого (11.40), от угла прихода помехи при
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Рис. 11.9. Зависимость выходного 
ОСШ от угла источника помехи для 
четырех адаптивных процессоров при 
относительной ширине полосы частот 

сигнала 4% [3]
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Рис. 11.10. Зависимость выходного 
ОСШ от углового положения источ­
ника помехи для четырех адаптив­
ных процессоров при относительной 
ширине полосы частот сигнала 10% 
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относительных полосах полезного сигнала, равных 4,10, 20 и 40% со­
ответственно.

Можно заметить, что независимо от относительной ширины полосы 
во всех случаях, когда направление прихода помехи приближается к 
направлению нормали к раскрыву антенной решетки (по которому 
принимается полезный сигнал), ОСШ быстро уменьшается и эффектив-

Рис. 11.11. Зависимость выходного 
ОСШ от углового положения источ­
ника помехи для четырех адаптив­
ных процессоров при относительной 
ширине полосы частот сигнала 20%
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Рис. 11.12. Зависимость выходного 
ОСШ от углового положения источ­
ника помехи для четырех адаптив­
ных процессоров при относительной 
ширине полосы частот сигнала 40% 
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ность всех четырех процессоров становится одинаковой. Такое ухудше­
ние ОСШ не является неожиданным, поскольку при совпадении угло­
вых координат источников помехи и полезного сигнала последний по­
падает в нуль диаграммы, предназначенный для подавления помехи, и 
выходное ОСШ уменьшается. Кроме того, по мере приближения угла 
визирования помехи к нулевому значению межэлементный фазовый 
сдвиг для помехи приближается к нулевому. В связи с этим необхо­
димость введения частотно-зависимого фазового сдвига после каждого 
элемента антенной решетки отпадает и эффективность всех четырех 
процессоров становится одинаковой.

Когда источник помехи значительно удален от источника сигнала, 
выходное ОСШ четырех рассматриваемых процессоров будет различ­
ным, и это различие становится более значительным с увеличением от­
носительной ширины полосы частот сигнала. Так, например, для сиг­
налов с относительной шириной полосы 20 и 40% невозможно полу­
чить высокую эффективность обработки при использовании процес­
соров как с разложением на квадратурные составляющие, так и с ЛЗ с 
двумя отводами, если источник помехи значительно удален по углу от 
нормали к раскрыву решетки. Эффективность процессоров на базе ЛЗ 
с тремя и пятью отводами при таких рассогласованиях остается доста­
точно высокой. Поэтому для обработки сигналов с относительной шири­
ной полосы 20% и более необходимо применять процессоры на базе мно­
гоотводных ЛЗ. Из рис. 11.12 видно, что эффективность процессоров 
при использовании ЛЗ с тремя и пятью отводами практически одинако­
ва, поэтому для двухэлементной решетки и сигнала с относительной 
полосой до 40% процессора на базе ЛЗ с тремя отводами будет вполне 
достаточно.

Из графиков на рис. 11.11 и 11.12 следует, что выходное ОСШ про­
цессоров на базе ЛЗ с двумя отводами достигает наибольшего значения, 
когда угловое положение источника помехи соответствует 30°. Это объ­
ясняется тем, что межэлементное время задержки соответствует рас­
стоянию А./4 (так как элементы решетки разнесены HaZ/2). В этом слу­
чае один элемент ЛЗ с временем задержки, соответствующим Х/4, обес­
печивает точную компенсацию межэлементного времени запаздывания 
и тем самым увеличение выходного ОСШ. Максимальное значение вы­
ходного ОСШ, обеспечиваемое процессорами на базе ЛЗ с тремя и пя­
тью отводами при угловых положениях источника помехи, соответст­
вующих 70° и больше, составляет около 12,5 дБ. При обработке сигна­
лов в идеальных каналах помеха компенсируется, полезный же сиг­
нал в каждом канале суммируется когерентно, так что Pd = 4ps, 
а собственный шум приемника суммируется некогерентно, при этом 
Pn = 2 рп. Поэтому в двухэлементной антенной решетке при отсут­
ствии помехи и уровне собственного шума приемника на 10 дБ 
ниже уровня полезного сигнала теоретически наилучшее выходное 
ОСШ = 13 дБ. Таким образом, процессоры на основе ЛЗ с тремя и 
пятью отводами обеспечивают эффективную компенсацию помех при 
большом угловом разнесении источников полезного сигнала и помехи.
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11.1.4. Частотные характеристики процессоров

Целесообразно рассмотреть частотные характеристики антенной ре­
шетки для полезного сигнала и помехи каждого из четырех процессо­
ров, рассмотренных в предыдущем разделе. Для того чтобы не было ис­
кажений, частотная характеристика-решетки должна быть постоянной 
в полосе частот полезного сигнала. Для помехи желательно, чтобы час­
тотная характеристика имела достаточно малую амплитуду в полосе 
частот помехи.

Частотные характеристики четырех процессоров двухэлементной 
антенной решетки могут быть определены по формулам (1.34) — 
(11.39). При тех же условиях, что и в предыдущем разделе, были рас­
считаны частотные характеристики для полезного сигнала \Hd (со)| и 
помехи \Hi (со) ] четырех процессоров (рис. 11.5) при относительной по­
лосе 4% и различных угловых положениях источника помехи. Резуль­
таты расчетов представлены на рис. 11.13—11.16. Полученные данные 
свидетельствуют о том, что для всех процессоров при всех угловых по­
ложениях источника помехи частотная характеристика для полезного 
сигнала в его полосе частот имеет плоскую форму. Однако по мере того, 
как угловое положение источника помехи приближается к угловому 
положению источника полезного сигнала, значение коэффициента пере­
дачи (постоянное) для полезного сигнала уменьшается, так как послед­
ний попадает в область нуля диаграммы направленности.

Результаты расчетов для процессора с разложением сигналов на 
квадратурные составляющие, представленные на рис. 11.13, показыва­
ют, что частотная характеристика для помехи имеет глубокий провал 
на центральной частоте, когда источник помехи достаточно удален по 
угловой координате (0г > 20°) от источника полезного сигнала. При 
уменьшении углового разнесения источников полезного сигнала и по­
мехи (0г < 20°) провал в частотной характеристике смещается от цент­
ральной частоты, так как весовые коэффициенты процессора должны 
устанавливаться с учетом компромисса между требованиями компенса­
ции помехи и увеличения уровня полезного сигнала. Смещение провала 
в частотной характеристике улучшает условие приема полезного сиг­
нала (поскольку наибольшее значение спектральной плотности полез­
ного сигнала соответствует именно центральной частоте), тогда как 
компенсация помехи уменьшается лишь незначительно (поскольку 
спектральная плотность помехи равномерна во всем диапазоне частот).

Нетрудно заметить, что частотные характеристики процессора на 
базе ЛЗ с двумя отводами (рис. 11.14) очень похожи на соответствующие 
характеристики процессора с разложением сигналов на квадратурные 
составляющие. Единственным заметным отличием является меньший 
уровень и более плавное изменение провала частотной характеристики 
для помехи в процессоре с ЛЗ.

Частотные характеристики процессора на основе ЛЗ с тремя отво­
дами показаны на рис. 11.15. По сравнению с предыдущими случаями 
наиболее существенным отличием является значительное уменьшение 
коэффициента передачи для помехи; при этом минимальное значение 
компенсации помехи составляет примерно 45 дБ. Когда источники по-
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Частота ( со/ ю0)

Рис. 11.13. Амплитудно-частотная характеристика процессора с разложением 
сигналов на квадратурные составляющие [2]

Частота I се / со0 )

Рис. 11.14. Амплитудно-частотная характеристика процессора на основе ЛЗ с 
двумя отводами [2]

363



Рис. 11.15. Амплитудно-частотная характеристика процессора на основе ЛЗ с 
тремя отводами [2]

Рис. 11.16. Амплитудно-частотная характеристика процессора на основе ЛЗ с 
пятью отводами
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мехи и полезного сигнала расположены достаточно близко, частотная 
характеристика имеет только один достаточно плавный провал. С уве­
личением углового разнесения этих источников наблюдается увеличе­
ние глубины провала и, наконец, при значительном различии по угло­
вым координатам единственный провал в частотной характеристике 
преобразуется в два провала. Такая форма частотной характеристики 
(с двумя провалами) не имеет большого значения, так как это свойство 
проявляется при очень низком уровне коэффициента передачи (затуха­
ние превышает 75 дБ).

Частотные характеристики процессора на основе ЛЗ с пятью от­
водами (рис. 11.16) очень похожи на соответствующие характеристики 
процессора на основе ЛЗ с тремя отводами. Наиболее существенное от­
личие состоит в том, что при использовании такого процессора дости­
гается некоторое увеличение компенсации помехи.

С увеличением относительной полосы частот форма частотных ха­
рактеристик процессоров остается такой же, как на рис. 11.13—11.16. 
Однако следует учитывать, что:

1) с увеличением относительной полосы частот помехи становится 
труднее обеспечить ее компенсацию во всем заданном частотном диа­
пазоне;

2) значения частотной характеристики для полезного сигнала 
уменьшаются, поскольку контур обратной связи уменьшает все весо­
вые коэффициенты для компенсации более значительных составляю­
щих помехи на выходе решетки, тем самым приводя и к большему ос­
лаблению полезного сигнала.

В целом с увеличением относительной полосы частот сигналов вы­
ходное ОСШ уменьшается; этот факт подтверждается результатами 
расчетов, представленных на рис. 11.9—11.12.

11.2. КОМПЕНСАЦИЯ ЭФФЕКТОВ МНОГОЛУЧЕВОГО 
РАСПРОСТРАНЕНИЯ

Во многих случаях условия приема характеризуются тем, что к рас­
крыву антенной решетки наряду с волновым фронтом сигнала при его 
прямом распространении поступают с некоторым запаздыванием вол­
новые фронты сигналов, обусловленные многолучевым распростране­
нием энергии. Присутствие таких сигналов многолучевого распрост­
ранения, если не принять специальных мер к их компенсации, приводит 
к искажению помехи, тем самым значительно ограничивая возможности 
ее подавления в адаптивной решетке. В процессоре с многоотводной 
ЛЗ при формировании выходного сигнала производится совместная об­
работка задержанных и взвешенных копий входных сигналов. По­
скольку при многолучевом распространении сигналы также состоят 
из задержанных и взвешенных копий «прямого» сигнала, то такой про­
цессор обладает потенциальной возможностью компенсации эффектов 
многолучевого распространения.
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11.2.1. Модель двухканального компенсатора помехи

Рассмотрим идеальную адаптивную систему на основе двухэлемент­
ной антенной решетки. При этом желательно, чтобы характеристики 
«вспомогательного» канала были подстроены так, чтобы любая помеха, 
поступающая по направлениям, соответствующим боковым лепесткам 
«основного» канала, компенсировалась на выходе системы. Система, ре­
ализующая указанный принцип действия и предназначенная для подав­
ления помех, действующих по направлениям, соответствующим боко­
вым лепесткам диаграммы, называется когерентным компенсатором по­
мех, действующих по боковым лепесткам (КБЛ). На рис.. 11.17 показана

Рис. 11.17. Модель идеального двухканального КБ Л. Вспомогательный компен­
сационный канал имеет L весовых коэффициентов и L—1 элементов задержки

функциональная схема двухканального КБЛ, в котором вспомогатель­
ный компенсационный канал построен на базе ЛЗ с L отводами, каждый 
элемент которой осуществляет задержку на Д. В основном канале 
включена ЛЗ с задержкой на D — (L — 1) Д/2, чтобы центральный от­
вод ЛЗ вспомогательного канала имел задержку, равную/), тем самым 
обеспечивая возможность компенсации запаздывания как для поло­
жительных, так и для отрицательных углов 9. Представленная идеаль­
ная модель двухканального КБЛ обладает всеми основными свойства­
ми сложных систем с несколькими вспомогательными каналами и по­
этому может быть удобной для оценки эффективности компенсации эф­
фектов многолучевого распространения [5].

В данном случае эффективность системы будет характеризоваться 
способностью двухканального КБЛ подавлять нежелательный сигнал 
помехи с помощью соответствующего выбора основных параметров ЛЗ. 
На практике весовые коэффициенты подстраиваются с помощью соот­
ветствующего алгоритма адаптации. Для того чтобы исключить из ана­
лиза влияние выбора того или иного алгоритма подстройки, рассмот­
рим эффективность системы в установившемся режиме. Поскольку ре­
шение в установившемся режиме можно найти аналитически, то необ­
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ходимо определить лишь мощность нескомпенсированных остатков по­
мехи на выходе системы, которая и будет мерой подавления помехи в 
КБЛ.

Пусть х0 (0, хг (0 и е (0 — комплексные огибающие сигналов на 
выходах основного канала, вспомогательного канала и системы в це­
лом соответственно. Определим комплексный сигнальный вектор в ви­
де

хгД [xj (0, х2, (0.......xL (01, (11.50)
где

х2(0 A Xj(/—А),

xL (t) A xt [t—(L — 1) А].

Определим также комплексный весовой вектор
иДДЦ, Шг( ...t (11.51)

Тогда выходной сигнал фильтра на ЛЗ можно выразить как 
L

Выходной сигнал фильтра = 2 И —(i — 1) A] wj = wtx(0. (11.52) 
i= 1

Тогда выходной сигнал системы (комплексная огибающая) будет
е (0 — х0 (t — D) + w^x.(t). (11.53)

Желательно так выбрать весовой вектор w, чтобы выходной сигнал 
системы имел минимальную СКО. В случае стационарных случайных 
процессов это условие эквивалентно минимизации выражения

£ее (0) = £ {е (0 е*(0). (11.54)
Из (11.53) с учетом того, что

£{х0(/-О)х’0(^-£»)}=Гх.х0(0). (Н.55)
£ {х (0 4 (f-D)} = rXoXo (-£>), (11.56)

£{x(0x+(0}=Rxx(O), (11.57)
следует

Ree (0) = rXaXo (0)- r£ 0 (-£>) R7? (0) rxxo (—D) +

+ [rX. (-£>) + wf Rxx (0)1 R7? (0) [rxxo (—D) + Rxx (0) w], (11.58) 

Желательно минимизировать (11.58), выбирая соответствующим обра­
зом комплексный весовой вектор w. Предположим, что матрица Rxx (0) 
является невырожденной, тогда значение w, обеспечивающее миними­
зацию (11.58), будет определяться формулой

wOnT = Rr? (0)гххо ( --£>). (11.59)

Тогда минимальная мощность нескомпенсированных остатков помехи 
на выходе системы будет определяться соотношением

^(0)m111 = rXoXo(0)--rX0(-D)R7? (0) rXoXo(-D). (11.60)
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Для оценки эффективности подавления помехи с помощью КБЛ, схе­
ма которого показана на рис. 11.17, можно воспользоваться выраже­
нием (11.60) при заданных характеристиках принимаемых сигналов.

11.2.2. Характеристики принимаемых сигналов 
при многолучевом распространении

Пусть функция S] (t, 9j) характеризует прямой сигнал помехи, по­
ступающий с направления 0Ъ а функция sm (t, pm,Dm, 0m) при tn — 
^2..., M—сигналы, обусловленные многолучевым распространением 
помехи и представляемые совокупностью М — 1 коррелированных 
сигналов с плоским волновым фронтом, имеющих ту же частоту, что и 
прямой сигнал, но поступающих с других направлений, т. е. 0т =£ 0Х 
и 0/г =5^ 0г при k /. Каждый из дополнительных лучей при много­
лучевом распространении характеризуется соответствующим коэффи­
циентом отражения рт, а также временем задержки Dm относительно 
прямого луча. Ковариационная матрица сигналов при многолучевом 
распространении может быть записана как [6]

Rss = VsAVj. (11.61)

Здесь матрица сигнала Vs размером N X М может быть записана в 
блочном виде

где
Vs = [vs, = VSs : ; VSjW],

“I
ехр [/'2л (d/k0) sin 9m]
exp [/2л (d/k0) 2 sin 0щ]

(11.62)

(11.63)

exp [/2n(d/X0) (/V—1) sin 0m]

Psm = p™ — мощность, соответствующая сигналу sm; A — корре­
ляционная матрица, характеризующая многолучевое распространение. 
Если А = I, то различные составляющие сигналов не коррелированы. 
Если же все элементы матрицы А равны единице, то различные состав­
ляющие сигнала полностью коррелированы. Для числовых расчетов в 
качестве корреляционной матрицы А можно выбрать матрицу вида [61

1 а а2
а 1 а

,Л1-1

.м-
(11.64)0 < а < 1.

1
Отметим, что с помощью этой упрощенной модели нельзя учесть изме­
нения параметров 0m, Dm и рт. Поэтому для учета таких изменений, 
которые проявляются при существенных эффектах рассеяния в ближ­
ней зоне, необходимо обращаться к более общей модели матрицы А.

Корреляционная матрица входного сигнала может быть записана 
в виде

Rxx = Rnn + VSAVS+, (11.65)
где R„n — ковариационная матрица шума.
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Для простоты можно предположить, что многолучевое распростра­
нение представлено только одним дополнительным лучом. Пусть в этом 
случае s (t, Oj) — сигнал помехи, соответствующий прямому лучу, а 
sm (t, Pm> Dm, 02) — дополнительному лучу. Тогда сигнал в основном 
канале будет определяться выражением

х0 (0 = s (t, Gj) + sm (t, pm, Dm, 02). (11.66)

Обозначим s (t, 0X) через s (t), тогда sm (/, pm, Dm, 02) можно записать 
как pm s (t — Dm) exp (—ju0Dm) и

л'о(0 = s (0 + pms (t — Dm) exp (— jo)0Dm), (11.67) 

где <d0 — центральная частота помехи. Отсюда следует, что
(0 = s (t— т12) ехр (— /©0т12) + Pms (t — Dm — т22) ехр I—/'соо X 

X(Dm + т22)], (11.68)

где т12 и т22 — задержки сигналов s (t, 0J и sm (/, pm, Dm, 02) при рас­
пространении между антенными элементами основного и вспомогатель­
ного каналов соответственно.

Предположим, что сигналы s (t, 0j) и sm (t, pm, Dm, 02) имеют рав­
номерную спектральную плотность в полосе частот В, как показано на

ф Щ).V.V

—ттВ 0 ттВ
Ы ~ 2 7?/”

Рис. 11.18. Спектральная плот­
ность (а) и_ соответствующая 
ей корреляционная функция 

(б) помехи

рис. 11.18, а. При этом соответствующие корреляционную и взаимную 
корреляционную функции сигналов х0 (t) и х± (/) можно вычислить, 
учитывая, что

RXX(T) = 5-! {<!>:„(<•))}, (11.69)

где — обратное преобразование Фурье, а Фжх (®)— матрица
взаимных спектральных плотностей х (0.

Из выражений (11.66), (11.68) и (11.69) следует, что

/-Х.Х. (0) =1+1 Pm I2 + (pm + pm(11.70)
JT LJ
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Введя определения

f [ф, Sgll 1, Sgn 21 A (t - I) A -I-Sgn 2- D]
nB [ф-f-sgn 1 •(; —1) A4~sgn 2-.D]

ah|, sgnlA li2£lg-.^+sgn-G-^A]
“ кВ [ф sgn-(i — ft) A] ’

получаем

rxix„ ( -D) = / [t12, +, ] exp {—/coo [r12 -j- (t — 1)A]} 4*

+flDm 4- t22, 4-, —1 pm exp{—/о)0[т23 + (i — 1) A 4- Dm]} 4- 
4~ f T12, > 4"1 Pm OXp {— /<Oo 1^12 4“ G — 1) A — Dml} 4”

4- f [t22, 4-, —1 |pra|2 exp {— /<o0 [r22 4- (i — 1) A]}, (11.71)

rxiXk (0) = g [0, 4- и 1 4-1 Pm I2] exp [ —;w0 (i — k) A] 4-

4- g [Ti2 T22 7)m, ] pm exp { /со0[Т12—т22—Dm—(t—k) A]} 4-
4- g [^12 T22 -| - ] pm exp { J®0 [t12—t22 Dm 4- (t—k) A]}. (11.72)

Тогда вектор гЖЖо (—D) будет определяться выражением

ГхЖо(--°) =

Г^х, ( — -О)
гх2ха (

(11.73)

rxNX0 (~D)

а матрица Кжж (0) как

R.™ (0) =

гх,х, (0) гх1хг (0) ■ • • rXlxN (0)
ГХ2Х2 (0)

rxtxN (0) • • ■ rxNxN (0) _

(11.74)

Для того чтобы определить минимальную выходную мощность неском- 
пенсированных остатков помех (11.60), необходимо [согласно соотноше­
ниям (11.70) — (11.72)] задать следующие параметры:
N — число отводов ЛЗ в трансверсальном фильтре; рт — коэффици­
ент отражения при многолучевом распространении; «0 — центральную 
частоту помехи; Dm — время задержки дополнительных лучей относи­
тельно прямого луча при многолучевом распространении; т12 — за­
держку прямого луча при распространении между основным и вспомо­
гательным элементами решетки; т22 — задержку дополнительного лу­
ча при распространении между основным и вспомогательным элемен­
тами решетки; А — время задержки, соответствующее расстоянию 
между отводами в трансверсальном фильтре; В — ширину спектра 
частот (полосу) помехи; D — время задержки в приемнике основного 
канала.

Величины т12 и т22 определяются геометрией антенны:
Т]2 = (div) sin 0Ъ т22 = (div) sin 02, (11.75)
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где d. — межэлементное расстояние; v — скорость распространения 
волнового фронта; 0Ь 02—углы падения прямого и дополнительного 
лучей соответственно.

11.2.3. Пример. Результаты компенсации эффектов 
многолучевого распространения

Рассмотрим сигнал помехи, поступающий в антенную решетку с межэле­
ментным расстоянием d — 2,25Л,0; при этом угол падения прямого луча ©х = 30°, 
а угол падения дополнительного луча 02 — —30°. Чтобы определить параметры, 
указанные в предыдущем разделе, необходимо указать также следующие дан­
ные: центральную частоту помехи /0 = 237 МГц; ширину спектра сигнала В — 
’ ,3 МГц; коэффициент отражения для дополнительного луча

Рш-0,5. (11.76)
Из выражений (11.70)—(11.72) видно, что параметры со0, т12, т22, £),„ и Д вхо­

дят в формулу для выходной мощности в виде произведений ш0т12, со0т22, и
ШоД. Эти произведения характеризуют четыре фазовых сдвига сигналов на час­
тоте <о0, обусловленные соответствующими задержками. Можно заметить также, 
что параметры В, D, Dm, т12, т22 и Д входят в выражение для выходной мощности 
в виде произведений BD, BDm, Вт12, Вт22 и ВД. Эти произведения, в свою оче­
редь, могут рассматриваться в качестве фазовых сдвигов высших гармоник комп­
лексной огибающей помехи, обусловленных соответствующими задержками. 
Параметры Д и Dm, входящие в указанные произведения, существенно влияют 
на эффективность системы КБЛ. Поэтому результаты расчетов эффективности 
приводятся здесь в зависимости от произведения ВД.

Поскольку в этом примере 0Х = — 02, то при
<о0т12 = л/4 произведение со0т22 = —л/4. (11.77)

Кроме того, пусть произведения ®0Dm и <р0Д определяются соотноше­
ниями

со0 Dm = 0 ± 2Ал, k—любое целое число, 
щоЛ=О±21л, I—любое целое число.

Для межэлементного расстояния d = 2,25Х0 и 0Х = 30° получим
Вт21 = —Вт22 = 1/Р; Р = 78. (11.79)

Наконец, задавшись временем задержки для дополнительного луча, соответст­
вующим расстоянию 46 м, получим

BDm= 0,45. (11.80)
Поскольку

D = (M— 1)Д/2, (11.81)
то для вычисления выходной мощности по формуле (11.60) остается задать только 
параметры N и ВД.

Для определения выходной мощности системы в соответствии с (11.60) с 
учетом геометрических соотношений и условий многолучевого распространения, 
характеризуемых (11.76)—(11.81), требуется, чтобы вектор взаимной корреля­
ции rXXo (—О), корреляционная матрица Rxx (0) размером N X N и корреля­
ционная функция гХоХо(0) вычислялись согласно (11.70)—(11.72). Программа 
для вычисления величины (11.60) на ЭВМ была составлена с учетом выполнения 
арифметических операций над комплексными числами с удвоенной точностью.

Результаты расчетов выходной мощности системы показаны в обобщенном 
виде на рис. 11.19. Здесь представлены зависимости подавления помехи на 
выходе системы как функции произведения ВД при заданных величинах N. Из 
рис. 11.19 видно, что при N = 1 подавление системы не зависит от ВД, так как 
очевидно, что при единственном отводе нет межотводной задержки. Как следует 
из приложения А, частотная характеристика трансверсального фильтра па ос­
нове многоотводной ЛЗ имеет периодическую структуру с периодом ‘2nBj. Сле­
дует отметить, что полоса пропускания трансверсального фильтра не обязательно
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Поскольку трансверсальный фильтр

Рис. 11.19. Зависимость подавления 
помехи от ВД при многолучевом рас­

пространении

должна совпадать с полосой частот В 
сигнала. Частотная характеристика 
трансверсального фильтра с основ­
ной полосой частот (|/ — /0| < В/2) 
может быть представлена в виде

п/)= 3 hft/4x
k= 1

Хехр [ — /2л (k— 1) 6/Д], (11.82)

где — k-fr комплексный ве­
совой коэффициент; 6/ = / — /0; 
/о — центральная частота. Ширина 
полосы частот трансверсального 
фильтра

В;=1/Д. (11.83)
должен обеспечивать подстройку

комплексных 
значит, что

весовых коэффициентов во всей полосе частот В

В/> В.

сигнала, то это

(11.84)
Поэтому максимальное время задержки, обусловленное расстоянием между 
отводами ЛЗ, должно составлять

Дщах — 1/В. (11.85)
Отсюда следует, что на практике должно выполняться условие 0 < ВД < 1.

Из рис. 11.19 видно, что при N ~i> 1 с уменьшением величины ВД, начиная 
от единицы, эффективность подавления помехи быстро повышается (уменьшается 
мощность нескомпенсированных остатков помехи на выходе системы) до значе­
ния ВД — BDm (в данном примере 0,45), после чего эффективность практически 
не изменяется. В случае ВД < BDm, т. е. при ВД, близком к нулю, эффектив­
ность подавления будет ухудшаться, так как полное время задержки ЛЗ будет 
меньше требуемого. Этот случай не моделировался, поскольку при ВД, близком 
к нулю, матрица RX3C (0) становится плохо обусловленной и ее обращение ока­
зывается невозможным. Подавление помехи на 30 дБ обеспечивается, когда 
трансверсальный фильтр содержит по крайней мере пять отводов и значение Д 
выбрано так, что Д — Dm.

Предположим, например, что трансверсальный фильтр построен так, что 
ВД = 0,45. Определим, какие изменения эффективности будут иметь место, 
если действительное время задержки, обусловленное многолучевым распростра­
нением, будет таким, что произведение ВД будет отличаться от заданной величи­
ны BDm =0,45, а все остальные параметры будут такими же, как и в предыду­
щем примере. С учетом уже полученных результатов, представленных на 
рис. 11.19, можно ожидать, что при BDm > ВД эффективность подавления долж­
на ухудшаться. С другой стороны, при BDm < ВД эффективность подавления 
помехи должна улучшаться, так как в пределе при Dm —» 0 можно считать, что 
в системе отсутствуют эффекты многолучевого распространения

11.2.4. Результаты компенсации задержки, обусловленной 
распространением по раскрыву антенной решетки

Для учета эффектов, связанных с задержкой распространения по 
раскрыву, можно воспользоваться расчетными соотношениями преды­
дущего раздела. При рт = 0 и т12 = т (где т — межэлементная задерж­
ка распространения) соотношение (11.60) с учетом (11.70)—(11.72) мо­
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Рис. 11.20. Зависимость подавления по­
мехи от ВЛ при учете задержки рас­

пространения по раскрыву

жет быть использовано для анали­
за влияния задержки распростра­
нения на эффективность подавле­
ния помехи на выходе системы. 
Из анализа эффектов многолуче­
вого распространения можно ожи­
дать, что при В А = В т будет до­
стигаться максимальное подавле­
ние, тогда как при ВА > Вт оно 
должно ухудшаться. Зависимости 
результирующей эффективности 
подавления помехи от параметра 
ВА для различного числа отводов 
ЛЗ и остальных параметров систе­
мы, таких, как и в примере разд. 11.2.3, показаны на рис. 11.20. Не­
трудно видеть, что приведенные результаты согласуются с ожидаемой 
эффективностью подавления помехи в системе, о котором говорилось 
выше.

11.3. АНАЛИЗ ЭФФЕКТОВ МЕЖКАНАЛЬНОГО РАССОГЛАСОВАНИЯ

Любой процессор адаптивной антенной решетки чувствителен к не­
избежным частотно-зависимым вариациям характеристик каналов. 
Для компенсации таких эффектов «межканального рассогласования» 
можно воспользоваться наличием дополнительных степеней свободы, 
обеспечиваемых многоотводной ЛЗ. Для оценки эффективности ком­
пенсации межканального рассогласования снова рассмотрим в качестве 
примера простую двухэлементную систему КБЛ.

Упрощенная модель системы КБЛ с одним вспомогательным кана­
лом, в которой используется один весовой усилитель с частотно-зави­
симым комплексным коэффициентом передачи, показана на рис. 11.21. 
Функция То (®, 0) определяет частотную характеристику основного 
канала для сигнала, поступающего под углом 0. Аналогично частот­
ная характеристика вспомогательного канала может быть обозначена 

Основной канал

Рис. 11.21. Упрощенная модель КБЛ с одним вспомогательным каналом
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через 7\ (со, 0). Обозначим спектральную плотность широкополосной 
помехи как фл/ (со), а спектральную плотность «нескомпенсирован- 
ных» остатков помехи на выходе системы как фгг (со, 0). В соответст­
вии со схемой на рис. 11.21 сигнал вспомогательного канала «умножа­
ется» на комплексный весовой коэффициент wT = а ехр (/ф).

В системе КБЛ выходная мощность помехи в заданной полосе час­
тот минимизируется с помощью соответствующей подстройки весового

/

A Щ)

Рис. 11.22. Модель КБЛ с одним вспомогательным каналом, построенным на 
основе многоотводной ЛЗ

коэффициента. Поскольку мощность определяется как интеграл от 
спектральной плотности, то требование минимизации выходной мощно­
сти может быть сформулировано в виде

оо

min £ фгг (со, 0) d<a, (11.86)
J

— 00

где
Фгг (<о, 0) = |Т0 (й, 0) - (й, 0)|2 ф7,г (®). (11.87)

Заменим схему подстройки комплексного весового коэффициента 
оух, приведенную на рис. 11.21, схемой, содержащей ЛЗ и 2N + 1 
адаптивно подстраиваемых весовых усилителей (рис. 11.22). В основ­
ной канал включена ЛЗ с задержкой IVA (как и в предыдущем 
разделе), позволяющая осуществлять компенсацию как для положи­
тельных, так и для отрицательных углов прихода сигналов. Будет 
удобно записать частотные характеристики основного и вспомогатель­
ного каналов по отношению к выходному сигналу основного канала. 
Тогда сквозная частотная характеристика основного канала А (й) не 
будет содержать сомножителей, характеризующих задержку. Анало- 
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Гичйо для удобства анализа предположим, что все искажения системы 
сосредоточены в основном канале и что 7\ (со, 0) = 1. Обозначим час­
тотную характеристику трансверсального фильтра через F (со); тогда

N
F(a>) = у w + i+А;е-(11.88) 

k = — N

где WN+i+k — комплексные весовые коэффициенты, не зависящие от 
частоты.

Как отмечалось, желательно минимизировать выходную мощность 
в полосе частот сигнала с помощью соответствующего подбора весового 
вектора w. Полагая, что спектральная плотность помехи в рассматри­
ваемом диапазоне частот постоянная, задачу минимизации выходной 
мощности можно свести к нахождению «наилучшей» оценки А (со) час­
тотной характеристики основного канала в этом же диапазоне частот. 
Если такая оценка А (со) будет обеспечивать минимальную СКО, то 
ошибка этой оцейки е (со)=Д (со) — F (со) должна быть ортогональна 
А (со) = F (со), т. е

Е {[Л (со) — f(co) 1 К* (со)} = 0, (11.89)
где математическое ожидание Е {•} вычисляется по частоте и поэтому 
эквивалентно выражению

«в

— лВ

Обозначая Д(со) = Д0(со) exp [—j ср0 (<о)1, подставляя (11.88) в 
(11.89) и налагая требование ортогональности ошибки всем выходным 
сигналам с отводов ЛЗ, получаем следующие условия:

Е {[До (со) ехр [—/сро (со)]— F (со)] ехр (/сойД)} = 0 (11.91)
при k = — N, ..., О, ..., N.
Выражение (11.91) можно переписать в виде

Е {Ао (со) ехр [/ (со/гД —ф0 (со)]} —

Ж\ч-1 +i exp(—j<alN) (11.92)

при k =— О,..., N.
Заметим, что

Е {ехр [ — гео (/ -А) Д ]} = , (11.93)

откуда следует

Е
N

W + i + zexp(/co/)
1 — —N

ехр (jalN)

= j? wN+l + l

l=-N

sin [лВА (I — &)] 
лбД (I — k)

(11.94)
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и (11.92) можно переписать в матричной форме:

v - Cw, (11.95)
где

vh = Е {Ао (со) ехр [/ (сой А — ср0 (со))]}, (11.96)

sin [лбД (Z—А)]
лВА (/ — k) (11.97)

Таким образом, комплексный весовой вектор должен удовлетворять 
соотношению

w = C~xv. (11.98)

Используя (11.98) для определения оптимального комплексного ве­
сового вектора, можно найти выходную мощность нескомпенсирован- 
ных остатков помехи по формуле

= J I Л(со) — F (со) |2 cpjj (со) dco, (11.99)

— лв

где cpjj (со) — постоянная спектральная плотность помехи. Предпо­
ложим, что спектральная плотность помехи в требуемой полосе частот 
равна единице, тогда составляющая выходной мощности, обусловлен­
ная вариациями амплитудной характеристики основного канала, бу­
дет

лВ
f Мо(«)-£(«)|Чсо.

— лВ

(11.100)

Поскольку Л (со) — F (со) ортогональна F (со), то согласно [7]

£{|Л (со) — F (со) |2} = £{|Л (со)|2}_

-£{|£ (со)|2}, (11.101)
и поэтому

ЛВ
ReeA 2пВ f Ио (СО) |£(со) |2] с/сО. (11.102)

— лВ

Аналогично из (11.99) следует, что составляющая выходной мощнос­
ти, обусловленная вариациями фазовой характеристики основного, 
канала, будет определяться выражением

лВ
^еер~~2лВ~ j* I е~/<р“(“> ~(®)I2Фл/ (co)dco, (11.103)

— лВ
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где фо (to) — вариации фазы сигнала в основном канале. Снова счи­
тая, что спектральная плотность сигнала помехи в интересующей поло­
се частот равна единице, а также что {ехр [—/ф0 (со)] — F (со)} ортого­
нальна F (со), получаем

лВ
ReeP=^B' J* П—lf =

—л/?
N W

= 1- V у , (11.104)
i^Nk^-N nBb(k-j)

где составляющие комплексного весового вектора должны удовлетво­
рять соотношениям (11.95)—(11.98).

Если необходимо оценить эффекты межканального рассогласова­
ния по амплитуде и по фазе одновременно, то можно воспользовать­
ся соотношением (11.99), которое (с учетом ортогональности) может 
быть переписано в виде

лВ
^e(0) = ~y J (I А (со)|2—|F(c<^(co)dco, (11.105)

— лВ

где комплексные весовые коэффициенты должны снова удовлетворять 
соотношениям (11.95)—(11.98), в которых в данном случае учитывает­
ся как амплитуда, так и фаза и предполагается, что qjj (со) постоянна.

11.3.1. Пример. Эффекты межканального амплитудного 
рассогласования

Для оценки (11.102) необходимо выбрать модель АЧХ канала, соответствую­
щую А (со). Одна из возможных моделей показана на рис. 11.23, для которой

, ( 1-]-/? cos соТо при|со|<лВ,
А (со) = <

( 0 в остальных случаях,
где Тп = (2л 4- 1)/ (2В) при п = 0, 1, 2, ... Целое число п соответствует (2п +
+ 1)/2 периодам пульсаций А (со) в полосе частот В. Полагая фазовую по­
грешность <Ро (со) = 0, из (11.96) получаем

лв
J [1+^coscoTo] eiMde

(11.106)

1
Vk = 2пВ (11.107)

— пВ

A (iv>)

1
' x/X/Wl Г1

Рис. 11.23. Модель АЧХ с 3,5 перио­
дами пульсаций в полосе пропуска­

ния В

о тгВ
Су

Полоса пропускания 
антенной решетки -I
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или

sin (tiBkA) R
V h == ““' —1— *

nBkts. 2
при k = —N,..., 0,..., N.
Используя (11.108), можно получить комплексный весовой вектор, а с его по­
мощью по формуле (11.102) определить выходную мощность.

Пусть
I F (w) I2 = Г (со) F* (со) = w1" РР+w, (11.109)

где
е /«МЛ. 

eiu(N— 1) А

е — ju>Nл

Выполняя умножение в (11.109), получаем
2JV+ 1 2ЛЦ-1

|А(<о)1*=
i=l k=\

(11.110)

(11.111)

Тогда выходная мощность, определяемая (11.102), будет
лВ лВ 2N+1 2W4-1

ReeA~ f [1 + Я cos соТо]2 dco- J' V ^i^e/M</e‘“Z)Adco. (11.112)
— лВ — пВ i = l /<=1

При вычислении (11.112) следует использовать выражения:
лВ

1
2лВ

[1 cos соТ0]2 dco =
sin л [(2«+ 1) /2]

л [(2п+ 1)/2] +

(11.113)

1
2лВ

7?2 sin л (2n+ 1)
2 л(2я-|-1)

2W+ 1 2W+ 1

= 22
1=1 /г = 1

sin Л (k—I) В\
л (k—i) В\

(11.114)

11.3.2. Результаты подавления помехи для выбранной 
модели межканального амплитудного рассогласования

Для вычисления выходной мощности (11.112) необходимо задать: 
амплитуду пульсации R, число периодов пульсации АЧХ в полосе про­
пускания В и произведение БД (где Д — задержка, обусловленная 
расстоянием между отводами ЛЗ). Результаты расчетов выходной мощ­
ности на ЭВМ показаны в виде графиков на рис. 11.24 — 11.27 при R= 
= 0,09 и ВД = 0,25; 0,5; 0,75 и 1. Каждый из рисунков иллюстрирует 
зависимости уровня подавления помехи на выходе системы от числа 
отводов ЛЗ трансверсального фильтра при определенном числе перио-
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Рис. 11.24. 3 ависимость подавления 
помехи от числа отводов ЛЗ при 
ВД = 0,25 для модели амплитудного 

рассогласования

Рис. 11.25. Зависимость подавления 
помехи от числа отводов ЛЗ при 
ВД = 0,5 для модели амплитудного 

рассогласования

Рис. 11.26. Зависимость подавления 
помехи от числа отводов ЛЗ при 
ВД = 0,75 для модели амплитудного 

рассогласования

Рис. 11.27. Зависимость подавления 
помехи от числа отводов ЛЗ при 
ВД=1,0 для модели амплитудного 

рассогласования
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Рис. 11.28. Зависимость подавле­
ния помехи от ВЛ для модели 
амплитудного рассогласования с 

одним полупериодом пульсаций

ДОВ пульсации АЧХ в полосе пропускания. Подавление в системе 
улучшается до тех пор, пока в трансверсальном фильтре не использует­
ся определенное число отводов, обеспечивающее необходимую для вы­
бранной модели разрешающую способность фильтра. Это число отводов 

ЛЗ можно определить эмпирической 
формулой

4 (5Д)]+ 1, (11.115) 

где N,. — число полупериодов пуль­
саций АЧХ в рассматриваемой модели 
амплитудного рассогласования. При 
N > 1 улучшение эффективности по­
давления помехи за счет использова­
ния дополнительных отводов ЛЗ бу­
дет зависеть от того, насколько хоро­
шо в результирующей частотной ха­
рактеристике трансверсального фильт­
ра учитываются изменения амплиту­
ды и фазы принятой модели межка­
нального рассогласования. Посколь­
ку разрешающая способность транс­
версального фильтра зависит от пара­
метра ВД, то при обоснованном выбо­
ре последнего можно быть уверенным 
в том, что увеличение числа отводов 
ЛЗ будет обеспечивать более точное 
согласование (и, следовательно, зна­
чительное улучшение эффективности 

подавления помехи). В то же время неудачный выбор параметра ВД 
приведет к очень плохому согласованию даже при использовании до­
полнительного числа отводов ЛЗ.

Вычисляя обратное преобразование Фурье З7-1 {А (©)} для АЧХ 
(11.106), получаем функцию вида

f(i) = s (/) + Ks (t + То) + Ks (t - To). (11.116)

Из выражения (11.116) и результатов разд. 11.2.3 видно, что желатель­
но выбирать Д — То, при котором ВД-равно числу периодов пульса­
ций АЧХ. Это обстоятельство иллюстрируется на рис. 11.28, где пока­
зана зависимость подавления помехи от параметра ВД для модели ам­
плитудного рассогласования с одним полупериодом пульсаций. Резко 
выраженный минимум наблюдается при ЛД = 0,5, N = 3 и7?т = 0,9.

Если число периодов пульсаций превышает единицу, то указанное 
правило может привести к ложному заключению о том, что ВД долж­
но превосходить единицу. Предположим, например, что в модели рас­
согласования имеются два периода пульсаций. Положив ВД == 2 (соот­
ветственно Bf = 0,5 В), в полосе пропускания получим два периода 
частотной характеристики трансверсального фильтра. В этом случае 
отсутствует возможность независимой подстройки частотной характе­
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ристики фильтра во всей полосе частот Ё, что ограничивает возможно­
сти широкополосной обработки сигналов. Поэтому, если число перио­
дов пульсаций превышает единицу, то лучше всего положить ВД = 
= 1 и примириться с получаемой при этом эффективностью подавле­
ния помехи, либо увеличить число отводов ЛЗ.

11.3.3. Пример. Эффекты межканального фазового 
рассогласования

Будем определять фазовую погрешность функцией вида

4cos<a7’o при | <в | < лВ, 
О в остальных случаях,

(11.117)

где А — амплитуда фазовых пульсаций в градусах. Эта модель аналогичн а 
модели амплитудных пульсаций (11.106).

Поскольку

лв

У
— лВ

ехр (/ {Д cos С0Г0 + w&A}) dco при k — —N0,..., N, (11.118)

введя обозначения

f (К s A sin л lK+sgn-(t—(#+!)) ВД] 
И ,sgn)_ n[A; + sgn.(Z_(v + i))BA]

£(Ю = Ж. +) + Ж. -)

и выполнив интегрирование, можно показать, что

nz = Jo(4)f(0, +) + /Л(Л)я[^~-]+ 2 1)4^H)g[fe(2n+ 1)1 +
J fe=i l

+ /^2A+1 И) g (26+1) ( (11.119)

где Jn (•) — функция Бесселя n-го порядка при i — 1, 2, ..., 2М + 1.

11.3.4. Результаты подавления помехи для выбранной 
модели межканального фазового рассогласования

Здесь приводятся результаты расчетов на ЭВМ эффективности по­
давления помехи для модели межканального фазового рассогласования, 
рассмотренной в предыдущем разделе. Эти результаты представлены 
в виде графиков на рис. 11.29—11.31 при А = 5° и ВД = 0,2; 0,45 
и 1. Каждый рисунок иллюстрирует зависимость уровня подавления 
помехи от числа отводов ЛЗ трансверсального фильтра при определен­
ном числе периодов пульсаций ФЧХ в полосе пропускания. Можно за­
метить, что общий характер кривых на рис. 11.29—11.31 совпадает с 
характером кривых на рис. 11.24—11.27, полученных ранее для меж­
канального амплитудного рассогласования. Как и в случае амплитуд-
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—20

Рис. 11.30

Рис. 11.29. Зависимость подавления 
помехи от числа отводов ЛЗ при 
ВА = 0,2 для модели фазового рас­

согласования

Рис. 11.30. Зависимость подавления 
помехи от числа отводов ЛЗ при 
ВД = 0,45 для модели фазового рас­

согласования

Рис. 11.31. Зависимость подавления 
помехи от числа отводов ЛЗ при 
ВД=1,0 для модели фазового рас­

согласования

ного рассогласования, наилучшие результаты можно получить, когда 
число периодов пульсаций характеристики, определяющей рассогла­
сование, наименьшее.

11.4. выводы

Трансверсальный фильтр на базе многоотводной ЛЗ можно рассмат­
ривать в качестве практического средства получения изменяемых час­
тотных характеристик, необходимых при обработке широкополосных 
сигналов в адаптивных антенных решетках. В данной главе найдены 
идеальные характеристики каналов двухэлементной антенной решет­
ки. Показано, что для обработки широкополосных сигналов без ис­
кажений необходима линейность ФЧХ каналов и практически плос­
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кая форма АЧХ в относительной полосе частот 41)%. Установлено, что 
обработка с использованием разложения на квадратурные составляю­
щие может обеспечить достаточную эффективность для сигналов с от­
носительной шириной полосы частот до 20%. При необходимости обра­
ботки сигналов с относительной шириной полосы, превышающей 20%, 
следует использовать трансверсальный фильтр на базе многоотводной 
ЛЗ. Этот фильтр обеспечивает возможность компенсации таких неже­
лательных эффектов, как:

1) многолучевое распространение;
2) межканальное рассогласование;
3) задержка при распространении по раскрыву решетки.
При многолучевом распространении помехи желательно, чтобы вре­

мя межотводной задержки в ЛЗ было примерно равно времени запазды­
вания дополнительного луча. Если время межотводной задержки в 
ЛЗ превышает время задержки для дополнительного луча более чем 
на 30% и если к тому же время задержки для такого луча значительно, 
то будет существенно ухудшаться эффективность подавления помехи. 
Если время межотводной задержки слишком мало, то для эффективно­
го подавления помехи потребуются дополнительные отводы ЛЗ. По­
скольку при малых временах задержки дополнительного луча не про­
исходит существенного ухудшения эффективности системы, то для 
конкретного применения целесообразно определить наиболее вероят­
ные значения такой задержки и использовать эти значения для компен­
сации помехи (в предположении, что BA 1). При коэффициенте 
отражения дополнительного луча рт = 0,5, BDm — 0,45 и использо­
вании пяти отводов ЛЗ можно обеспечить подавление помехи 30 дБ.

Результаты расчетов, представленные на рис. 11.19 и 11.20, сви­
детельствуют о том, что эффекты, связанные с задержкой распростра­
нения по раскрыву, могут быть скомпенсированы более просто, чем 
эффекты многолучевого распространения. Это объясняется тем, что при 
многолучевом распространении в каждом канале присутствуют два 
(или более) сигнала (практически не коррелированных, если BDm » 1), 
в связи с чем для удовлетворительной компенсации требуется допол­
нительное число степеней свободы.

Решение задачи межканального рассогласования сводится к полу­
чению характеристик трансверсального фильтра, учитывающих амп­
литудные и фазовые рассогласования каналов системы. Можно ожи­
дать, что чем значительнее межканальное рассогласование, тем труднее 
добиться требуемой эффективности компенсации. В частности, крайне 
нежелательно, чтобы в полосе пропускания было больше 2,5 периодов 
пульсаций, поскольку при этом приемлемый уровень компенсации мо­
жет быть обеспечен при использовании семи отводов ЛЗ. Может ока­
заться, что время межотводной задержки А в ЛЗ, выбранное наилуч­
шим образом для компенсации эффектов межканального рассогласова­
ния, будет существенно отличаться от значения А для компенсации эф­
фектов многолучевого распространения. Если это случится, то для по­
лучения требуемого уровня компенсации эффектов как многолучевого 
распространения, так и межканального рассогласования значение А 
следует выбирать из компромиссных соображений.
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ЗАДАЧИ

Идеальные неискажающие АЧХ
1. Из выражений (11.5) и (11.6) следует, что \Нг (со)| = |Я2 (со)|, откуда 

можно получить уравнения

fi l> «j, а2, 0S] = ехр (—-/со7\),

Ь {I I, &i ■ а2, 0;} =0.

А. Покажите, что аг (со) и а2 (со) должны удовлетворять условиям

а2 (со) — ах (со) = ------ sin 0; ± пл,
со0

где п — нечетное целое число.
Б. Покажите, что при А {•} = ехр (—jwT^ справедливо (11.7).
В. Покажите, что при угловом положении источника, соответствующем 

/1 {■ } = ехр (—/со7’1), справедливо (11.8).
Г. Покажите, что из (11.8) и результатов п. А вытекает (11.9).
2. Для трехэлементной линейной антенной решетки частотная характери­

стика для полезного сигнала имеет вид

(со)=//х (со)Д-Н2 (со) ехр
(dd

с

Аналогично частотная характеристика для помехи имеет вид

Hj (со)=/А (со)+Я2 (со) ехр

со2с/
------  sin 0S 

с

Определите, какими должны быть требования к частотным характеристикам 
трехэлементной решетки, чтобы выполнялись условия (11.3) и (11.4).

3. Соотношения для преобразования Гильберта. Докажите справедливость 
соотношений (11.19)—(11.22).

4. Используя выражения (11.53), (11.54) и результаты (11.55)—(11.57), 
покажите, что Ree определяется формулой (11.58).

5. Получите выражения для корреляционных функций (11.70)—(11.72), 
когда условия приема сигнала определяются (11.67) и (11.68).

6. Покажите, что если значение произведения ВЛ приближается к нулю, то 
корреляционная матрица Rxx (0) [элементы которой определяются (11.72)] стре­
мится к вырожденной, так что оказывается невозможным получить обратную 
матрицу.

7. Для фазовой погрешности <р (со), определяемой (11.117), покажите, что 
выражение (11.119) для ид следует из (11.118).

Компенсация фазовых погрешностей каналов
8. Пусть фазовая погрешность определяется соотношением

<р (со) =

2со
~В при | со | < л В,

О в остальных случаях.

Покажите, что сд из (11.118) определяется выражением
лВ

Vk =
— «В

— COS со ехр (/ cofeA) с/со.
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Используя тригонометрические соотношения

и тот факт, что

sin
2 ’

А — A cos <в — = sin A cos A cos со —- Г 2 '— cos A sin A cos со —В L в J L в

ОО

cos (A COS соТ0) = 70 (А)+ 2 У, (— 1)* J2k И) cos [(2&) со7\,], 
ft = i 

sin (A cos соТ0) = 2 У, (— l)ft J2k +1 (A) cos [(2/г -f-1) coT0] >
k = o

где Jn(-)—функция Бесселя re-го порядка,
sin л [n-|~sgn-(c —(W +1)) BA] 

f (n, sgn) A----------------------------------------------- ,
л p + sgn-(Z—(jV-|- 1)) BA]

g (n) A f (n> +)+f (n, —), 
покажите, что

vt=»J0 (A) f (0, +) [cos А+/ sinAJ + Jj (A).g (2) [sin A—/ cos АЦ-

+ 2 (— (A)-g (4k) [cos А + /sin А]+/2й+1 (A).gf[(2^+1)2] X
k= 1

X [sin A —/ cos А]} при i = 1,2, ... , 2N + 1.
9. Пусть фазовая погрешность определяется соотношением 

bafl (пВ — | а> |) при |со[^лВ, 
0 в остальных случаях.

Как и ранее,
лВ

v{ = -^~1— J ехр {/[бсо2 (лВ—J со |) + со t A]} dco.

— лВ
Обозначая и = со/ (лВ), применяя формулу Эйлера и пренебрегая всеми нечет­
ными компонентами результирующего выражения, покажите, что

cos л [и (i — (А/+ 1)) BA] du,
о

где А = 46 (лВ/3)3 при i = 1,2, .... 2N + 1. Значение Vf можно определить чис­
ленным интегрированием.

1

Глава 12. НОВЕЙШИЕ ИССЛЕДОВАНИЯ В ОБЛАСТИ 
АДАПТИВНЫХ АНТЕННЫХ РЕШЕТОК

Ввиду того что отразить результаты всех значительных работ в об­
ласти адаптивных антенных решеток невозможно, в этой главе ограни­
чимся обзором лишь нескольких новых многообещающих направле­
ний исследований. Два раздела этой главы посвящены не рассмотрен-
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ным ранее алгоритмам адаптации, имеющим ряд полезных свойств в 
некоторых практических случаях. Одним из таких алгоритмов являет­
ся алгоритм получения спектральных оценок методом максимума энт­
ропии (ММЭ), второй связан с рекурсивным байесовским подходом к об­
наружению и оценке. Третий раздел главы посвящен частично адап­
тивным антенным решеткам. Частично адаптивные решетки представ­
ляют интерес потому, что в них управляется только часть элементов, 
в силу чего для получения приемлемой эффективности требуется мень­
шее число процессоров.

12.1. ОЦЕНИВАНИЕ СПЕКТРА МЕТОДОМ МАКСИМУМА ЭНТРОПИИ

В гл. 3 было показано, что широкополосная оптимальная обработ­
ка сигналов антенной решетки может быть определена через взаим­
ную спектральную плотность. Поэтому операцию оценивания спектра 
можно считать существенной частью процедуры управления антенной 
решеткой. Для оценивания спектра можно применить алгоритм ММЭ 
[1—4], хорошо известный геофизикам и получивший распространение 
в последние годы при обработке радиолокационных, гидролокацион­
ных и речевых сигналов [5—8]. Кроме того, алгоритм ММЭ применяет­
ся также при оценке угловых координат с помощью антенных реше­
ток [9—10].

Процедура оценивания спектра мощности, основанная на алгорит­
ме ММЭ, дает более высокую разрешающую способность, чем та, ко­
торая может быть получена обычными методами при ограниченной ап­
риорной информации о сигнале. Эта информация может быть представ­
лена в виде нескольких известных значений либо корреляционной 
функции, либо рассматриваемого процесса. Высокая разрешающая 
способность достигается продолжением корреляционной функции за 
пределы интервала, на котором она известна, так чтобы максимизиро­
валась энтропия соответствующего спектра на каждом шаге экстра­
поляции [1, 11]. Если корреляционная функция неизвестна, то спектр 
можно оценить непосредственно по принятым данным, используя ме­
тод, предложенный в [12]. Как сообщается в [13], этот подход дает 
хорошую оценку спектра при сравнительно небольшом объеме исход­
ных данных и обеспечивает быструю сходимость.

В наиболее простой формулировке принцип максимума энтропии 
при оценке спектра скалярного стационарного случайного процесса 
сводится к задаче нахождения спектральной плотности <ржл (/), макси­
мизирующей энтропию:

W
Э= J 1пФмМ, (12.1)

— V7

при условии, что флх (/) удовлетворяет системе N линейных уравне­
ний вида

w
f <РЖЖ(f)Gn(f)df = gn, n = l,...,M. (12.2)

-nr
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Предполагается, что выборочные значения случайного процесса посту­
пают с периодом А/, соответствующим частоте Найквиста W = l/(2Ai), 
настолько высокой, что спектр процесса сосредоточен в интервале 
[—W, W]. Функции Gn(f) считаются известными, &gn получаются в ре­
зультате измерений.

Далее будут рассмотрены два случая оценивания спектра: при час­
тично известной и при неизвестной корреляционных функциях.

12.1.1. Частично известная корреляционная функция

Пусть х (t) — стационарная случайная последовательность с кор­
реляционной функцией, N значений {г (0), г (1)....... г (N — 1)} ко­
торой известны. Необходимо оценить значение г (N). Из основных 
свойств корреляционной функции следует, что г (N) должно быть та­
ким, чтобы матрица размером (N 4- 1) X (N + 1)

rr(0) r(-l) . • r(—N) "I
r(l) r(0) . r(l— N)

(12.3)

r(N) r(N — l) . .r(0)

была положительно полуопределенной (т. е. все главные миноры R*; 
неотрицательны). Так как det (R/v) является квадратичной функцией 
от г (N), то имеется лишь два значения г (N), при которых определи­
тель матрицы Rv равен нулю. Эти два значения и являются границами 
интервала, в котором должна находиться оценка г (N). При использо­
вании процедуры ММЭ выбирается такое значение г (М), которое мак­
симизирует det (Rn)- При гауссовских случайных процессах эта про­
цедура эквивалентна максимизации (12.1) при ограничениях вида [12]

w
г(п)= § (f) ехр (/2n/nAt) df, —N^n^N. (12.4)

—w

Задача максимизации det (Rw) эквивалентна задаче нахождения 
параметров прогнозирующего фильтра, а эти параметры играют важ­
ную роль в спектральной оценке ММЭ. Рассмотрим их влияние на 
спектральную оценку ММЭ при частично известной корреляционной 
функции. Пусть х0, xlt xn-\ представляют собой N выборочных 
значений процесса х (t), полученных через промежуток времени АЛ 
Линейная оценка (прогноз по предыдущим выборочным значениям) 
xn может быть записана в виде

~ N
XN^ — У, а(М, i)XN-i. (12.5)

t = i

Ошибка этой оценки равна
N

en = xn~xn=xn+ ^alN^XN-i. (12.6)
i = i
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(12.7)

Выражение (12.6) можно переписать в матричном виде как
&N = а^хг,

где хг = [xw, Xn-ъ х01; &n = [1, a (N, 1), a (N, ЛГ)1.
Коэффициент a (N, N) — Cn называется коэффициентом отражения 
порядка N. Таким образом, ошибка прогноза hn может рассматриваться 
как выходной сигнал нерекурсивного фильтра N-ro порядка, коэффи­
циенты которого даются вектором aw. Мощность выходного сигнала 
фильтра определяется соотношением

Pw = £{^}. (12.8)

Рассмотрим задачу минимизации (12.8) посредством выбора подхо­
дящего значения вектора aw. Для получения оценки xn с минимальной 
СКО необходимо сделать так, чтобы ошибка была ортогональна прош­
лым значениям

£ {хг8М} = 0 при i = 0,1, ..., N — 1, (12.9)

а значит, и прошлым значениям ошибки

Е {ewew-h} = 0 при k = 1,2, ..., N — 1. (12.10)

Из выражений (12.8) и (12.10) следует, что ошибка прогноза является 
дискретным белым шумом с мощностью Pn [или спектральной плот­
ностью Pw/(2 F), где W = 1/(2Д/)]. Таким образом, фильтр, на вы­
ходе которого получается ew, можно рассматривать как выбеливающий

Входная екучайнас 
последовательность

[Спектр (/') jх.х

Ii Выбелиоающии
фильтр

Выходная случайная 
последовательность

(Равномерный спектр)
Рис. 12.1. Выбеливающий 

фильтр

фильтр, превращающий дискретные входные значения {х0, хх,..., Xw-i} 
в белый шум со спектральной плотностью мощности PnI (2 W7) 
(рис. 12.1). Отсюда следует, что оценка <ряж (/) входного спектра 
фхх (/) дается соотношением

Тхлс (/)
Pn/(2W)

N 2
1+ 2 а(^> п) ехР (—jZnfnAt) 

п— 1

(12.11)

где знаменатель — квадрат частотной характеристики указанного 
выбеливающего фильтра. Выражение (12.11) определяет оценку ММЭ 
Фхх (/) ПРИ известных коэффициентах a (N, n), п = 1, ..., N и извест­
ной мощности Pn.

Соотношение между коэффициентами a (N, п), п — 1, ..., N, мощ­
ностью Pn и значениями корреляционной функции г (—N), г (— N 4- 
+ 1),..., г (0), ..., г (N — 1), г (N) определяется известным матричным
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уравнением, которое можно получить, максимизируя энтропию (12.1) 
при ограничениях (12.4) [12]:

Гг(0) г(—1) ... r(-N) ~1 1
г(1) г(0) ...г(_у+1) a (N, 1)

___
0

г (N) г (N— 1) ... г (0) _a(N, N) _ _ 0 _

(12.12)

Зная значения корреляционной функции г(—N), г(—• N ф- 1),..., 
г (0)....... г (У — 1), г (N) из (12.12) можно определить коэффициенты
a (N, п) и мощность Pn. Уравнение (12.12) можно переписать в виде

1 
_ is

• • 
• о или aw = R^‘

...
 о

__
__

__
__

_
1

_ 0 _ 0 _

(12.13)

Пусть

Тогда

Zn Zi2 • 21W

221 222 • Z2N

Дл'1 ZN2 • ■ ZNN_

221 Z31 zNl

г11 211 Z11

(12.14)

(12.15)

В работе [2] приводится также удобная рекуррентная процедура 
определения составляющих вектора aw.

Рассмотрим теперь вопрос о продолжении корреляционной 
функции. Сначала предположим, что известны значения г (0) иг (1) 
и требуется экстраполировать корреляционную функцию и получить 
неизвестное значение г (2). Матричное уравнение (12.12) при известных 
г (0) и г (1) можно записать в виде

г(0) г (—1)1 Г 1 1 ГР/ 
г(1) r(0) J |а(1, 1)] [0 (12.16)

где г (—1) = г* (1). Для того чтобы определить г (2), добавим к 
(12.16) еще одно уравнение, содержащее г (2), получая в результате [2].

7(0) r( —1) ?(_2)' 1
r(l) r (0) r(—1) «(1,1)

,r (2) r(l) r(0) . Q
(12.17)о

о

Решая (12.17) относительно г (2), получаем г (2) + а (1,1) г (1) = 0, от­
куда

г (2) = - а (1,1) г (1) = С1Г(1). (12.18)
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Распространение этой процедуры экстраполяции на последующие неиз­
вестные значения корреляционной функции сводится просто к увели­
чению размеров корреляционной матрицы Rxx и добавлению нуле­
вых составляющих к векторам, входящим в уравнение (12.12). Так как 
к вектору aw добавляются только нулевые составляющие, из (12.11) сле­
дует, что при такой экстраполяции спектральная оценка не меняется.

12.1.2. Неизвестная корреляционная функция

В предыдущем разделе предполагалось, что первые N значений кор­
реляционной функции известны точно. Однако очень часто известны 
лишь отсчеты исходного процесса и поэтому значения корреляцион­
ной функции приходится оценивать по принятым данным. Эти оценки 
очень часто получают по формуле

N — т
''(т) = — 2 XiX,'+T- (12.19)

« = 1

В формуле (12.19), которая определяет оценку корреляционной функ­
ции по конечному множеству выборочных значений на интервале 
[1, 7V], неявно предполагается, что значения, взятые вне этого интер­
вала, равны нулю. При применении методов преобразования Фурье к 
таким данным предполагается, что вне указанного интервала выбороч­
ные значения периодически повторяются. Эти необоснованные предпо­
ложения относительно неизвестных данных приводят к так называе­
мым «краевым эффектам», которые можно избежать при использовании 
метода максимума энтропии, не основанного на каких-либо предполо­
жениях относительно неизмеренных данных.

В том случае, когда корреляционная функция неизвестна, подход к 
оцениванию спектра, основанный на ММЭ, состоит в оценивании коэф­
фициентов фильтра, прогнозирующего неизвестные значения процесса. 
Затем полученные коэффициенты используют для оценивания спектра. 
Этот подход основан на теореме, согласно которой существует взаимно 
однозначное соответствие между корреляционной функцией и последо­
вательностью чисел {г (0), Съ С2,..., Cn} [12].

Для того чтобы получить {г (0), Сь С2......Cn}, сначала рассмотрим
задачу оценки г (0). В качестве оценки г (0) берется просто средний 
квадрат выборочных значений

'?(°Идг2 (12-20)
i = i

Найдем теперь оценку параметра а (1,1) фильтра, осуществляющего 
прогноз последующего значения по одному отсчету. Задача сводится к 
определению нерекурсивного фильтра второго порядка (с первым ко­
эффициентом, равным 1), дающего минимальную среднюю мощность 
выходного сигнала при поступлении на его вход исходных выбороч­
ных значений. Для «прямого» фильтра второго порядка, схематически
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<7(1,1) 1 Прямой прогнозирующий фильтр

•-
Л1

-е-
х2

•*-----------в-------------{}■
Л3 л'4

Обратный прогнозирующий фильтр.

V*------Г*--------- ?
N- 2 N-\ -Уу

------  1 <7 (1, 1)

Рис. 12.2. Схематическое представление операций, осуществляемых прямым п 
обратным прогнозирующими фильтрами второго порядка

изображенного на рис. 12.2, средняя выходная мощность определяется 
формулой

N—\

1 = 1

Изменяя порядок поступления исходных данных на обратный, получа­
ем «обратный» прогнозирующий фильтр, средняя мощность ошибки для 
которого

= 2'|*<+а*(1> 1)*<+112- (12-22)

1 = 1

Поскольку нет никаких оснований предпочитать прямой фильтр обрат­
ному и так как (12.21) и (12.22) являются различными оценками одной 
и той же величины, то, усредняя эти оценки, можно получить новую 
оценку (которой к тому же гарантируется, что коэффициент а (1,1) 
по модулю не превышает единицу):

Подбирая соответствующим образом коэффициент а (1,1), можно полу­
чить минимальное значение Рг. Приравнивая нулю производную Ру 
по а (1, 1), можно показать, что минимизирующее значение а (1,1) оп­
ределяется как [14]

N — 1
2 2 xi xi+i

a(l,l>-s- ------------- • (12.24)
"У : (I xi P+l xi+l I2)

1 = 1

Зная г (0) и а (1, 1), получаем г (1) из уравнения (12.12), которое в дан­
ном случае примет вид

'г(О) /■(-—1)" 1 ' К
7(1) г(0) . /7(1, 1). 0.

(12.25)
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откуда
г (1) = —а (1, 1)/(0),

а мощность Р1 составляет
(12.26)

/>1 = Р(0)[1—|а(1, 1)|2]. (12.27)
Из (12.27) следует неравенство \а (1,1) | < 1, которое является необхо­
димым условием для прогнозирующего фильтра.

Используя полученные выражения для фильтра второго порядка, 
рассмотрим теперь способ нахождения коэффициентов фильтра третьего 
порядка. Матричное уравнение (12.12) в этом случае примет вид

’7(0) 7(-1) Л-2)’ 1 >2_

7(1) 7(0) Л-1) ч(2, 1) = 0
.7(2) 7(1) 7(0) . а (2, 2) 0

Из (12.28) следует, что
г(1) + а(2, 1)7(0) + а(2, 2)г*(1) = 0.

Подставляя (12.26) в (12.29), получаем
а (2,1) = а (1,1) + а (2,2) а* (1,1).

(12.28)

(12.29)

(12.30)

Соответствующее значение выходной мощности есть
Р2 = Л(1 - \а (2,2) I2). (12.31)

Следовательно, вектор коэффициентов фильтра третьего порядка при­
мет вид

а£ = [1, а (1,1) + а (2,2) «*(1,1), а (2,2)1. (12.32)

Выражение для мощности на выходе фильтра третьего порядка можно 
записать в виде (12.23), т. е. Р2 — у (Р£ + Р§, где теперь

pf.=
. W-2

= ^~J 2 lxi+2 + fl(2> 1)Х;+1 + Л2, 2)Х;|2, 
i = 1

(12.33)

Р1== —!— У |хг+а*(2, 1)хг+1 + а*(2, 2)хг+212. 
N — 2 1 = 1

(12.34)

Так как а (2, 1) определяется соотношением (12.30) и а (1,1) 
ределено, то минимизация Р2 может быть достигнута только

уже оп- 
измене-

нием а (2,2) = С2. Как и в случае фильтра второго порядка, величина 
а (2,2) по модулю не превышает единицы, что необходимо для того, что­
бы выражение (12.5) определяло прогнозирующий фильтр. Соответст­
вующая корреляционная матрица в этом случае будет неотрицатель­
но определенной.

Аналогично может быть получен фильтр четвертого порядка с по­
мощью изменения только а (3,3) с целью минимизации Р3. Эта проце­
дура продолжается до тех пор, пока не будут определены все коэффи­
циенты a (N, п), п = 1, ..., N и получена оценка ММЭ спектра по 
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(12.11). Общая формула для коэффициентов CN = а (Л\ N) приведе­
на в работе [14]. Выражения (12.30), (12.31) в общем случае можно за­
писать в виде

a (N, k) = a (N — 1, k) + a (N, N) a* (N — 1, N — k), (12.35) 
PN = PN^ [1 — | a (N, A)|2]. (12.36)

Поскольку |a (N, A')| sy 1, to 0 A Pn < Pn-i, поэтому ошибка 
уменьшается с увеличением порядка фильтра N. Выбор N опреде­
ляется требуемой разрешающей способностью по частоте.

В работе [4] показано, как с помощью коэффициентов а (т, k) и со­
ответствующих значений Ph, k = 1,2,..., L, где L У N — 1 — по­
рядок фильтра, найти матрицу, обратную корреляционной матрице 
Rx.v. Такая оценка ММЭ матрицы Rr/ отличается от обратной выбо­
рочной корреляционной матрицы, рассмотренной в гл. 6, и есть осно­
вания считать, что оценка ММЭ R7x сходится к RT/ быстрее, чем оцен­
ка НОМ. Эта быстрая сходимость делает этот алгоритм особенно прив­
лекательным при малом числе независимых выборочных значений.

12.1.3. Распространение полученных результатов 
на многоканальное оценивание спектра

Так как на выходе антенной решетки появляются многоканальные 
комплексные сигналы, важной задачей является обобщение однока­
нального метода, рассмотренного в разд. 12.1.2, для многоканальной 
обработки с целью использования этого метода в адаптивных антенных 
решетках. Имеется несколько вариантов применения метода максиму­
ма энтропии для многоканальных сигналов [16—22]. Здесь будет рас­
смотрен вариант, приведенный в работах [23,24].

Предположим, что имеется N отсчетов {х0, хъ ..., xw_x} p-каналь­
ного векторного процесса х (0. Линейный прогноз значения xw, осно­
ванный на предыдущих отсчетах, можно представить в виде

- 2 At0 (12.37)
I = 1

где А (Л0 0 — матричные коэффициенты прямого прогнозирующего 
фильтра М-го порядка. Ошибка прогноза определяется формулой

N
sw = Xn—xw = xw-j- У At (У, 0x,v__l--^At Х/, (12.38)

i= 1
где

А+— [I, At(M, 1), At (У, 2),..., At (У, Д0], 

хГ=[х;;,х£-1..... xjj.
Для обратного прогнозирующего фильтра матричные коэффициенты 

будут другими, и поэтому ошибка будет записываться в виде

bw = x0 — х0— Хо+ 2 Bt(y,i)Xi = BtXb. (12.39)
i=l
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Неравенство А (ЛА, i) в+(ЛА, j) показывает Отличие многоканальной 
обработки от одноканальной, при которой коэффициенты обратного 
фильтра были комплексно сопряжены с соответствующими коэффици­
ентами прямого фильтра.

Матричное обобщение уравнения (12.12) примет вид

(12.40)RfAw =

-R(0)
R(l)

R ( —1).. .R (—ЛА) -
R (0) ... R(—AA-f-l)

1
А(У, 1)

_

~Pfv'
0

_R (ЛА) R (ЛА —I)...R (0) A (ЛА, N) _ _ 0 _

где подматрицы R (k) размером р х р определяются соотношениями

R(fe) = E{x(f)x+(f — kXt)}, k = 0,1, N, (12.41)
так что

R (— k) = R+(6). (12.42)
Матрица Pjv для прямого прогнозирующего фильтра, удовлетворяю­
щая (12.40), записывается как

Pk = Е {8n4 } = A^RfA/v. (12.43)

(12.44)

а матрица Pn, удовлетворяющая соотношению (12.44), определяется 
формулой

PbN = E {Ь^} = В^ВЛ. (12.45)

Матричные коэффициенты A (N, N) и В (N, N), называемые матричны­
ми прямыми и обратными коэффициентами отражения, будут обозна­
чаться как

(Ж = А (У, ЛА), Cw = В (ЛА, ЛА). (12.46)

Оценка по методу максимума энтропии матрицы спектральных плот­
ностей мощности может быть вычислена как через коэффициенты прямо­
го фильтра:

Фхх(/) = ДА[A-^y-Jf Р" (12‘47)

где
A (z) = I + А (ЛА, 1) г + ... + А (ЛА, ЛА) zN

и z Д так и через коэффициенты обратного фильтра:

Фжж0 = Д/[В-1 (г)1+РМВ-1 (z)J, (12.49)
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где
В (z) = I + В (W, 1) z + ... + В (N, N) zN. (12.50)

Прямой и обратный коэффициенты отражения связаны между со­
бой соотношением

сЧ(РЧ1Г‘((й)+РЧ1 или СЧН-ЧЖЖ-ь (12-51)

Если имеется Nd выборочных значений {хъ х2, ..., x,vd} наблюдае­
мого процесса, то для нерекурсивного фильтра порядка N существует 
М = Nd — N последовательных наборов исходных данных, опреде­
ляющих его выходные сигналы. Эти наборы данных удобно представ­
лять в виде векторов

*m + N 

хт + N __ 1

Х7п + 1

Х.П

У = 0, 1,..., JVd —1, m = l,2,...,M=Nd—N. (12.52)

Выходные сигналы ити vm прямого и обратного фильтров можно тогда 
записать в виде

Um = I Al. ! ■ о] х" + (сЧ [0; ВХ_,] х£ = е" + (с^+ bNm, (12.53) 

vm = (С&)+ [АГ,! 0] х" + [0! ВГ, ] х" = (С&)+ + Ь" (12.54)

Используя (12.51), можно переписать (12.54) в виде
Vm = Pw_i СдгР^З] 8m + bm- (12.55)

Выражения (12.53) и (12.55) показывают, что выходные сигналы 
прямого и обратного фильтров N-ro порядка зависят только от прямого 
коэффициента отражения C$v. Поэтому именно этот коэффициент сле­
дует выбирать так, чтобы обеспечивался минимум выражения

м
SS(C^)^-! (12.56)

т = 1

где 7<т = \/М. Уравнение для нахождения оптимального значения 
имеет вид

BC4Pn-iCUPn-1)_1E= -2G, (12.57)
где

ва^мЖ (12.58)
т — 1

Е== 2 (12.59)
т-~ 1

G^-V КтЬМУ. (12.60)
т —1
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После нахождения Сдг из уравнения (12.57) (которое имеет вид АХ + 
+ ХВ = С) можно вычислить коэффициент по формуле (12.51), 
а требуемая оценка спектральной матрицы может быть получена из со­
отношения (12.47) или (12.49).

12.2. ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНАЯ РЕАЛИЗАЦИЯ БАЙЕСОВСКОЙ ОПТИМАЛЬНОЙ 
ОБРАБОТКИ СИГНАЛОВ АНТЕННОЙ РЕШЕТКИ

В гл. 3 отмечалось, что в том случае, когда требуется полная опти­
мизация приема сигналов, наилучшими в смысле минимума среднего 
риска являются процессоры, основанные на вычислении отношения 
правдоподобия. Если обнаруживаемый сигнал имеет один или несколь­
ко неизвестных параметров (связанных, например, с неопределенным 
местоположением источника сигнала), достаточной статистикой явля­
ется отношение условных плотностей распределения вероятностей, 
получаемое следующим образом.

Пусть вектор х представляет процессы на выходе элементов антен­
ной решетки их выборочными отсчетами или коэффициентами Фурье. 
Неизвестные параметры 0 (если они имеются) будут считаться случай­
ными величинами и все предварительные сведения о них будут зада­
ваться априорной плотностью распределения вероятностей р (0). Тогда 
отношение правдоподобия можно записать в виде отношения следую­
щих условных плотностей распределения вероятностей:

[р(х/0, при наличии сигнала) р (0) 40 

р(х/при отсутствии сигнала)
(12.61)

где 0(0. Вычисления по формуле (12.61) можно осуществить с помо­
щью подоптимального процессора, описанного в [25], структурная схе­
ма которого изображена на рис. 12.3.

12.2.1. Обработка сигналов с одновременным оцениванием 
неизвестных параметров

При обнаружении сигналов с неизвестными параметрами разумным 
является подход, основанный на оценивании неизвестных параметров 
и подстановке полученных оценок в условное отношение правдоподо­
бия. Структурная схема процессора антенной решетки, работающего 
по такому принципу, представлена на рис. 12.4. Очевидно, достоинства 
такого процессора зависят от точности получаемых оценок, и поэтому 
определенное внимание было уделено чувствительности этих процес­
соров к погрешностям оценок параметров [26,27].

Наиболее распространены два метода оценки параметров: макси­
мального правдоподобия (МП) и байесовский. Оценки максимального 
правдоподобия неизвестных параметров получаются в результате ре­
шения уравнения

др(х/0, при наличии сигнала)} = 0. (12.62)
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Тестовая 
статистика

Рис. 12.3. Структурная схема процессора 
антенной решетки

Рис. 12.4. Структурная схема про­
цессора, осуществляющего обра­
ботку с одновременным оценива­

нием неизвестных параметров

В байесовском методе оценки используются априорные данные о пара­
метрах сигнала в виде плотности распределения вероятностей р (0/ 
сигнал присутствует). Для того чтобы получить оценку параметра, за­
метим, что

f р (х/0, при наличии сигнала) р (0/при наличии сигнала dO) 
Л (х) eJ 

Л (х/0) р(х/0, при наличии сигнала)

Как видно из (12.63), априорные данные о неизвестных параметрах 
явным образом входят в выражение для Л (х) через усреднение по 0 
в числителе правой части формулы. Оценка 0, используемая в рас­
сматриваемом процессоре (рис. 12.4), находится из уравнения

Л(х)

Л(х/0)
(12.64)

и называется «псевдооценкой» [28]. В работе [29] рассматривался байе­
совский оптимальный процессор, а в [30] была проанализирована рабо­
та подоптимального процессора (рис. 12.4) при использовании оценок 
МП и байесовских псевдооценок для неизвестных угловых координат 
источника сигнала. Сравнение результатов показало, что обнаружи­
тель с оценкой МП эквивалентен обнаружителю с байесовской псевдо­
оценкой при равномерном распределении параметров. При неравно­
мерном распределении эффективность обнаружителя с байесовской 
псевдооценкой повышается в отличие от эффективности обнаружителя 
с оценкой МП и эти различия становятся более явными с увеличением 
размера антенной решетки.
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12.2.2. Последовательный оптимальный процессор антенной 
решетки

Оптимальный байесовский процессор антенной решетки, схема ко­
торого приведена на рис. 12.4, обрабатывает параллельно все приня­
тые данные. При реализации той же обработки последовательно у про­
цессора, как и следовало ожидать, появляется способность к обучению 
(адаптивные свойства).

Обозначим через х‘ вектор сигналов на выходе элементов решетки, 
появляющийся в i-й момент времени. Совместную плотность вероятно­
сти последовательности {х1, х2,..., xL} из L отсчетов можно записать 
в виде 1

1 Вформуле сомножитель, соответствующий i= 1, равенр (х'). (Прим, ред.)

р (х1, х2,..., xL) = П p(x‘/xz~X1). (12.65)
( = 1

При наличии неизвестных параметров 0 усреднение (12.65) с весом
р (0) дает

L
Р (х1, х2,..., xL)= J П Р (х‘7х1-1,..., х1,0)p(O)d0. (12.66)

0 1=1

Предположим, что xz при фиксированном 0 независимы, т. е.

p (xW-1,..., X1, 0) = p (xz/0).

Тогда (12.66) можно переписать в виде

Р(х1, х2,..., xL)= [П p(xz/0)p(0)d0.
0 i = i

Применив формулу Байеса, с учетом (12.67) получим: 

р(0/ххН HxWpB ,
Р (х1)

р(0/х\х2) = р(х2/е)р-.(-?./х1).,
1 Pi*2!*1)

р (xz~1/0)p(0/xt~2,. ■ ■, X1)
> p(0/xz_x1) —

p(xz“1/x‘ 2,...,хг)
и, следовательно,

i •р(х1,...,х/-) = П Jp(xl'/0)p(0/x1-1....... х1) de,

i=l 0

(12.67)

(12.68)

(12.69)

(12.70)

(12.71)

(12.72)

где р (0/xz_1, ..., х1) можно считать обновленной априорной информа 
цией о параметре р (0).
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Последовательный процессор, реализующий вычисление отноше­
ния правдоподобия

Л(х1,..., xL) = р(х1,..., х^/при наличии сигнала) 

р (х1,... , xL/при отсутствии сигнала)
(12.73)

с учетом (12.71), (12.72), представлен структурной схемой на рис. 12.5. 
Последовательное обновление априорной информации в соответствии 
с формулой (12.72) придает процессору адаптивные свойства.

Результаты, относящиеся к эффективности оптимального последо­
вательного процессора антенной решетки при обнаружении полностью 
известного сигнала в аддитивной смеси с гауссовским шумом и помехой 

Рис. 12.5. Структурная схема оптимального байесовского процессора, осуществ­
ляющего последовательную обработку

с неизвестного направления, приведены в [25]. Адаптивный процессор 
в этой задаче должен обнаруживать полезный сигнал, одновременно 
определяя в процессе обучения направление на источник помех. Полу­
ченные результаты показывают, что даже при небольшом отношении 
помеха-тепловой шум приемника оптимальный последовательный про­
цессор определяет угловые координаты источника помех.

12.3. ЧАСТИЧНО АДАПТИВНЫЕ АНТЕННЫЕ РЕШЕТКИ

Рассмотрим структурную схему адаптивной системы подавления 
помех на базе антенной решетки, изображенную на рис. 12.6. В этой 
системе основной выходной сигнал решетки получается простым сум­
мированием выходных сигналов ее N элементов. Адаптивный процес­
сор объединяет только М элементов (М < N) для того, чтобы сформи­
ровался сигнал, который затем вычитается из основного выходного 
сигнала решетки. При М = 1 получается простейшая система компен­
сации помехи от одного источника, поступающей по боковому лепест­
ку. В другом крайнем случае, когда М = N, получится полностью 
адаптивная антенная решетка. В промежуточном случае, когда 
1<М < #, результирующая система называется частично адаптивной.

Очевидно, что более предпочтительной является полностью адап­
тивная антенная решетка, так как в ней в полной мере реализуются 
возможности управления диаграммой направленности. Однако в боль­
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ших решетках, содержащих тысячи элементов, регулирование каждого 
элемента является непозволительной роскошью. Кроме того, при боль­
шом числе регулируемых каналов возрастают сложность и стоимость 
сигнального процессора. Поэтому важной задачей становится умень­
шение числа каналов сигнального процессора при одновременном 
поддержании возможности управления диаграммой направленности ан­
тенной решетки. Этого можно достичь следующими способами:

1) преобразуя исходную N-элементную решетку в М-элементную 
решетку подрешеток с помощью диаграммообразующего преобразова-

Рис. 12.6. Структурная схема адаптивной системы подавления помех на основе 
антенной решетки

ния Q и подвергая в дальнейшем адаптивной обработке сигналы под­
решеток [33, 371;

2) используя для целей адаптации только часть элементов антен­
ной решетки [31, 321.

Рассмотрим основные характеристики частично адаптивных реше­
ток, построенных в соответствии с этими принципами.

12.3.1. Адаптация с предварительным формированием лучей

Основой метода с предварительным формированием лучей [33] яв­
ляется линейное преобразование вектора х сигналов с выходов элемен­
тов антенной решетки

у = СГх, (12.74)
такое, что размерность М выходного вектора у меньше размерности У 
входного вектора. Схематически преобразование (12.74) представлено 
на рис. 12.7. Полученные после этого преобразования сигналы подвер­
гаются адаптивной обработке.
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Ковариационная матрица вектора у определяется соотношением

Ryy = Q+RxxQ. (12.75)

Если адаптивный процессор основан на алгоритме максимизации ОСШ 
Хауэлса-Аппельбаума, то оптимальный весовой вектор будет опреде­
ляться соотношением

w;/опт = « R^v;, (12.76)

где вектор настройки vy подрешеток связан с вектором настройки 
решетки vx соотношением

= игУж. (12.77)

Результирующая диаграмма направленности будет определяться ве­
совым вектором

Wx=QwyonT. (12.78)

Отметим, что вектор wx, определяемый соотношением (12.78), не сов­
падает с wXonT — aRPxV* для полностью адаптивной антенной решет­
ки, и поэтому решение w.T можно рассматривать как подоптимальное.

Рассмотрим теперь влияние 
амплитудно-фазовых рассогласова­
ний элементов на полностью и час­
тично адаптивные решетки. Ампли­
тудно-фазовое рассогласование лю­
бых двух каналов можно охаракте­
ризовать зависимостью сигнала 
рассогласования от частоты, кото­
рую можно представить как сумму 
некоторого среднего значения и от­
клонения от этого среднего значе­
ния. Подстройка единственного 
комплексного коэффициента пере­
дачи в одном канале может свести 
среднее значение к нулю. Поэтому 
полностью адаптивная антенная ре­
шетка чувствительна лишь к откло­
нениям сигнала рассогласования.

При формировании подрешеток число степеней свободы уменьшает­
ся и в результате становится невозможной компенсация всех средних 
значений сигнала рассогласования. В связи с этим частично адаптив­
ные решетки рассматриваемого вида более чувствительны к рассогла­
сованию элементов, чем полностью адаптивные.

Эффекты, связанные с фазовым рассогласованием элементов в рас­
сматриваемой структуре частично адаптивной решетки, могут быть 
учтены с помощью соответствующей модификации матрицы Q. Опреде­
лим матрицу Qe для системы с рассогласованием следующим образом:

QE = EPQ, (12.79) 

Матрица преобразования Q

У. У2, УМ

Рис. 12.7. Схематическое изобра­
жение диаграммообразующего 
устройства, изменяющего размер­

ность сигнального вектора
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где Е₽ — диагональная матрица размером N X N с диагональными 
элементами

ерц = ехр [/2л (1 — ре) гг]. (12.80)

Параметр ре (0 ре 1) характеризует степень рассогласования 
(значению ре = 1 соответствует отсутствие рассогласования). Величи­
ны z, являются равномерно распределенными на интервале [—0,5, 0,5] 
случайными величинами. Эта модель с матрицей Qs вместо Q характе­
ризуется появлением случайных боковых лепестков (СБЛ), средний 
уровень которых приближенно определяется формулой [34]

|£сбл(0)|2~--(1~ре)2 |£е(0)Р, (12.81)

где ge (0) — диаграмма направленности элементов антенной решетки.
Самым простым методом формирования антенных подрешеток явля­

ется объединение в группы физически близ к их друг к другу элементов. 
При таком подходе, как правило, фазовые центры подрешеток разне­
сены, что приводит к появлению дополнительных боковых лепестков, 
которые нельзя изменить последующей адаптивной обработкой. Более 
заманчивым является подход, при котором для формирования луча 
каждой подрешетки используется весь раскрыв антенны. В работе [35] 
показано, что в этом случае эффективность обработки сигналов выше, 
чем при простом методе формирования подрешеток. Вопросы, связан­
ные с введением ограничений в алгоритмы адаптации таких частично 
адаптивных решеток, обсуждаются в работе [37].

Подрешетки плоских антенных решеток могут формироваться из 
строчных (или столбцовых) элементов исходной решетки. При таком вы­
боре подрешеток адаптивность диаграммы направленности проявляет­
ся только в одной из плоскостей, что, конечно, недостаточно. Более 
удачным способом, описанным в [361, является формирование подреше­
ток из элементов столбцов и строк, так что сигнал с каждого элемента 
попадает как в строчную подрешетку, так и в столбцовую. Сигналы с 
выхода элементов каждой строки и столбца суммируются и затем обра­
батываются адаптивным процессором. Число степеней свободы такого 
адаптивного процессора равно сумме числа столбцов и числа строк ис­
ходной решетки.

Как показывают результаты моделирования при идеальных усло­
виях работы с полностью согласованными каналами, характеристики 
частично адаптивных антенных решеток с предварительным формиро­
ванием лучей близки к характеристикам полностью адаптивной решет­
ки [33]. Однако при наличии независимых случайных рассогласований 
каналов диаграмма направленности таких решеток резко ухудшается 
из-за наличия случайных боковых лепестков. Это ухудшение харак­
теристик объясняется снижением точности формирования диаграмм 
подрешеток из-за случайного рассогласования элементарных каналов.
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12.3.2. Адаптация с регулированием части элементов 
антенной решетки

Адаптация с предварительным формированием лучей является удач­
ным способом построения частично адаптивных решеток, в особен­
ности тогда, когда формирование лучей необходимо по самой сути ре­
шаемой задачи. Однако диаграммообразующее преобразование удо­
рожает конструкцию решетки, и если оно не является необходимым 
по другим причинам, то можно обеспечить частичную адаптивность, уп­
равляя лишь частью элементов решетки. При таком способе адаптации 
важно определить, какими элементами исходной решетки следует уп­
равлять, чтобы получить наилучшую (при принятых ограничениях на 
число управляемых элементов) эффективность. При рассмотрении по­
добных систем будем следовать работе [32] и получим явное решение 
задачи обработки узкополосных сигналов при наличии двух источни­
ков помех для схемы на рис. 12.6.

При использовании в качестве меры эффективности СКО оптималь­
ный весовой вектор определяется соотношением

w = (R:,)-1 гут, (12.82)
где RyV л Е (уу’О — ковариационная (М X М) матрица сигналов с 
выхода регулируемых элементов; гут Л Е {ту*} — вектор взаимных 
корреляционных моментов между сигналом с выхода основного канала 
и сигналами регулируемых элементов. Следует отметить, что формула 
(12.82) отличается от более привычного выражения w = Ray_1 rym 
из-за того, что в ней использовано' другое определение матрицы Rуу 
вместо более привычного Е {у* уТ}. При этом минимальная мощность 
помех на выходе

Ро = Рт — утИууГут, (12.83)
где Рт —мощность помех на выходе основного канала. В связи с тем, 
что формула (12.83) не позволяет сразу оценить влияние различных 
факторов на эффективность адаптивной решетки, далее будет рассмот­
рен простой иллюстративный пример.

Рассмотрим случай, когда помехи создаются двумя источниками 
узкополосного излучения на частотах сох и со2. При этом вектор при­
нятых сигналов можно записать в виде

у (0 = п (0 + Л ехр (/®х0 Vx 4- J2 ехр (ja2t) v2, (12.84)
где Л и А — комплексные амплитуды сигналов помехи (в фазовом 
центре антенной решетки); п — вектор шума с независимыми компо­
нентами, имеющими одинаковые мощности Р„. Векторы vt и v2, харак­
теризующие пространственное положение источников помех, опреде­
ляются формулой

vft,j = expp^-(rrufe)J, igA, k = 1,2, (12.85)

где А — множество номеров управляемых элементов (общее число ко­
торых равно М); гг — вектор, характеризующий положение i-ro эле­
мента; uh — вектор единичной длины, указывающий направление на
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k-й источник помехи. Для линейной антенной решетки, все элементы 
которой расположены вдоль оси х выбранной системы координат, вы­
ражение (12.85) преобразуется к виду

где 0(( — угловая координата /г-го источника помехи, измеряемая от­
носительно нормали к решетке.
Сигнал на выходе основного канала может быть записан в виде

т(0= + (12.87)
i—l

где

2 ^==1>2. (12.88) 
i~ 1

— коэффициенты передачи основного канала для помех. Отсюда следу­
ет что выходной сигнал антенной решетки можно переписать как

е0 (0 = т (О — vjt у (0, (12.89)
где w — адаптивный весовой вектор.

Ковариационную матрицу Ryy и вектор гут, необходимые для рас­
чета минимальной выходной мощности по формуле (12.84), с учетом 
(12.85) можно записать в виде

R^ = W} = ЛЛ + Л vxvt + P2v2 vt (12.90)
rum = Е {у*т} = Рп 1 + Pfi^ 4- P2h2v+ (12.91)

где Plr Р2 — мощности соответствующих сигналов помехи; 1 — М- 
мерный вектор, все компоненты которого равны 1.

Для получения Ryi) применим дважды соотношение (Г. 10) из при­
ложения Г к формуле (12.90). После вычисления и подстановки R^1 и 
гутп в выражение (12.82) получим 
w0DT= 1 + У [Ft-P* F2 + -Д F,] vj + У [f2—PFX + F2] vL (12.92) 

где
(12.93)

(12.94)

(12.95)

ПЛ

Для полностью адаптивной антенной решетки, когда N = М, 
w0DT = 1- Если мощности помех значительно превышают мощность 
шума, т. е. Рп, Р2 > Рп, то

wOflT == 1 + - 1 ~Р*-^ V* + - -2-~_р5-_ v*2. (12.96)
опт 1 2 .44(1—101-) М(1-1РI3)

Л —pFi
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Полученное выражение показывает, что адаптивные весовые коэффи­
циенты будут определяться с большой погрешностью при |р| « 1. Это 
условие соответствует ситуации, при которой невозможно разрешить 
с помощью данной антенной решетки источники помех, поскольку они 
расположены на слишком малом угловом расстоянии. Однако такая 
ситуация возможна и при разнесенных по углу источниках помех, если 
межэлементное расстояние в решетке превышает Х/2.

Так как выходная мощность помехи составляет

Ро — Р т — ГутМопт, (12.97)

то, подставив выражения для rym и wonT в (12.97), получим

= N —М -ь у F, р +1F212—2 Re (pFx F2) +

M P2 Л
(12.98)

Отметим еще раз, что при N = М (в полностью адаптивной антенной 
решетке) Ро — 0. Из выражения (12.98) можно получить верхнюю гра­
ницу для мощности нескомпенсированных остатков помех

Ро^Ро max

Pi Pt (I F, | + | F21)2+-^ (Pt I F, l2 + P! I F p) 

P^+^
(12.99)

И Ro = ^omax при pmax = —exp [arg (F* F2)J.
В случае сильных помех при |р| < 1 (12.98) стремится к

Рп М (1- |р)2)
|р|<1. (12.100)

Это выражение показывает, что мощность нескомпенсированных остат­
ков принимает большое значение при |р| 1. Отметим также, что вы­
ражение в правой части (12.100) зависит только от геометрии решетки 
и угловых координат источников помех. Однако максимальная мощ­
ность нескомпенсированных остатков зависит также и от мощности 
источников помех:

Ро max (I Л I2 + I F2 |2)2 . (12.101)

Полученные выражения показывают, какую важную роль играет 
параметр р, который можно в определенном смысле назвать нормиро­
ванной пространственной корреляционной функцией помех. Эта функ­
ция зависит от геометрии антенной решетки, угловых координат источ­
ников помех, а также от того, какие элементы выбраны в качестве уп­
равляемых в рассматриваемой частично адаптивной решетке. В боль­
шинстве случаев связь р с геометрией решетки настолько сложна, что 
ее можно выяснить только после расчетов на ЭВМ. Для случая двух 
источников помех оказывается, что в линейной решетке наиболее вы­
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годным является расположение управляемых элементов на ее краях 
[32].

При получении приведенных результатов не учитывались погреш­
ности установки адаптивных весовых коэффициентов, хотя, как было 
показано в [31], эти погрешности существенно влияют на работу частич­
но адаптивной решетки. Эффективность обработки, достигаемая с по­
мощью частично адаптивных решеток при учете погрешностей установ­
ки весовых коэффициентов, сильно зависит от расположения управ­
ляемых антенных элементов. Поэтому при практическом проектирова­
нии следует выбирать расположение управляемых элементов, учитывая 
в первую очередь погрешности установки весовых коэффициентов и 
лишь потом теоретически достижимую эффективность обработки. Было 
найдено, что в частично адаптивных антенных решетках рассматри­
ваемого вида управляемые элементы следует располагать в центре 
решетки, так как при таком расположении степень подавления помех 
практически не зависит от погрешности установки адаптивных весо­
вых коэффициентов [31].

12.4. выводы

Рассмотрен метод максимума энтропии (ММЭ) для оценки спектра 
стационарных случайных последовательностей, позволяющий получить 
хорошую разрешающую способность при ограниченном объеме выбор­
ки. Применение этого метода для обработки сигналов в адаптивных ан­
тенных решетках требуют его модификации на случай векторных слу­
чайных последовательностей. Поэтому в данной главе рассмотрена так­
же обобщенная на случай многоканальной обработки версия ММЭ.

При одновременных обнаружении и оценке параметров сигналов 
можно воспользоваться последовательной реализацией оптимального 
байесовского правила решения. Такая реализация обладает чертами, 
присущими адаптивным системам. Хотя сообщения о применении таких 
алгоритмов довольно редки, они являются, в силу своих полезных 
свойств, вероятными кандидатами для будущих исследований.

Понятие частично адаптивной антенной решетки является очень 
важным для практических приложений. Частично адаптивные решетки 
позволяют реализовать эффективность, близкую к оптимальной, при 
значительно меньшей сложности (и стоимости) процессора, чем в слу­
чае полностью адаптивных решеток. Исследование подобных антенных 
решеток только начинается, однако можно ожидать, что в недалеком 
будущем удасться реализовать их существенные достоинства.

ЗАДАЧИ

1. Предположим, что известны два значения х0 и хг скалярного случайного 
процесса и требуется получить оценку следующего значения хг с помощью про­
гнозирующего фильтра второго порядка:

х2 = а (2,2) + « (2,1) *1.
Ошибка прогноза составляет

е = х2 — %8=л2—а (2,1) —а (2,2) х0.
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А. Учитывая, что при оптимальном линейном прогнозе ошибка ортогональ­
на принятым данным (т. е. Е (хое) = 0 и Е (Xjg) = 0), покажите, что

г (1) г (0) г(2)'
г (2) г (1) г(0)

где
г (л)=£ {х; X;}, I/—/| = п.

Б. Обозначим через Р2 дисперсию ошибки
Р2 д £ {&}. _

Учитывая ортогональность ошибки прогноза е и оценки х2 (т. е, Е [ех2) = 0) 
и полученные выражения для х2, покажите, что

Р2 = г (0) - а (2, 1)г(1) - а (2, 2)г(2).
Результаты, полученные в п. А и Б, дают матричное уравнение для прогнози­
рующего фильтра [см. (12.12)].

2. Связь между оценками спектра, полученного методами максимума энтро­
пии и максимума правдоподобия [15]1.

Предположим, что корреляционная функция случайного процесса х (t) из­
вестна в дискретные равностоящие моменты времени. Предположим также, что 
выборочные значения этого процесса получаются на выходе N-элементной экви­
дистантной линейной антенной решетки. «МП-спектром» назовем 

МПС (£) =
ААх______

vt (fe) R-'vtft) ’

где k — волновое число (величина, обратная длине волны); Ах — расстояние 
между соседними элементами решетки; v (k) — вектор-столбец с компонентами 
v (k) = e—i2nnk^x, п = 0, 1, ..., N — 1; Rxx — корреляционная матрица вы­
ходных сигналов решетки размером N X N.

А. Пусть L — нижняя треугольная матрица вида
1

с (2, А)
0
1

. . 0“

. . 0

L £ с (3, А) с (2, А —1) . . 0

_ с (N, N) с (А—-1, А—1) ... 1
где 1, с (2, М), .... с(М, М)—коэффициенты прогнозирующего фильтра М-го
порядка.

Отметим, что
(А)
0 Р {N ~ 1)
0 0

0 ■ Р(1)

1 В этой задаче авторы вводят искусственные понятия «МП-спектра» и «МЭ- 
спектра». Необходимость введения этих понятий, возможно, оправдана тем, что 
их выборочные аналоги появляются в задачах оценивания спектра гауссовских 
процессов с помощью методов максимального правдоподобия и максимума эн­
тропии. {Прим, ред.)

L =
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где Р (Л4) — дисперсия ошибки прогноза. «МЭ-спектром» назовем

МЭС (/г, Л1) = ___________ Р (At) Дх_____________
~ 2

У, С (Z, Л4) ехр (J2nk (г —1) Дх) 
! = 1

где с(1, М) = 1. Пусть

Р = 1-Т R „. L.

Покажите, что Р — диагональная матрица, диагональные элементы которой 
равны Р (N), Р (N — 1), ..., Р (1).

Б. Учитывая соотношение R"1 = LP~]LJ, покажите, что
N

v’f ^хх* v = (l’’,v)+ Р~1 (l+v)=J?

n— 1

Ax
МЭС (k, n)

откуда следует
1

МПС (k)
1

МЭС (k, ri)

3. Эквивалентность оценивания спектра с помощью метода максимума энт­
ропии задаче подгонки с помощью метода наименьших квадратов модели авторе­
грессии к заданной случайной последовательности [111. Предположим, что 
известны первые (А + 1) значений [г (0), г (1), ..., г (N)} корреляционной 
функции гауссовского стационарного процесса и требуется оценить г (N + 1). 
Рассмотрим теплицеву корреляционную матрицу

r(0) Hi) • • • r W r(M+l)
HI) HO) • .. r (N — 1) r (M)

r (M-f-1) r(A) . Hi) HO)

Матрица RyV_|_1 должна быть неотрицательно определенной, и поэтому опреде­
литель det[Rw_|_]l должен быть неотрицательным.

При оценивании спектра с помощью метода максимума энтропии г (N -|- 1) 
выбирается таким, чтобы det[Rw_|_[] был максимален. Энтропия (N + 2)-мер- 
ной плотности нормального распределения с ковариационной матрицей R^_j.] 
определяется формулой

Э = 1п {(2ле)(Л' + 2)/2 det [Rn+i]i/2[

и, следовательно, выбранное значение г (N + 1) максимизирует энтропию. Для 
получения г (N + 2) найденное значение г (N + 1) подставляется в матрицу 
Rjv_l_, и максимизируется значение det[RA-_|_2] с помощью подбора г (N + 2). 
Подставляя г (N + 1) и г (N + 2) в det [ Rw+3] и максимизируя det [ Rw^_3]> 
получйют г (N + 3). Аналогично получают г (N + 4), г (N + 5), ...

А. Покажите, что нахождение значения г (N + 1), максимизирующего 
det [R^_|_j], эквивалентно решению уравнения

det

HD 
г (2)

г(0)

г (1)

г (М —1) - 
г (М—2)

_r(M+D 'W ... r(l)

= 0.
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Б. Рассмотрим модель авторегрессии1

1 В оригинале «all-pole model». Мы используем эквивалентный, но более 
распространенный термин «модель авторегрессии». (Прим, ред.)

У («)+«' У (п —1)+ • • -+амУ (п—N) -е (га)
или

уга'=е (п),
где

(а')г = [1, а{, а2...... ow]; ут = [у (п), у (га — 1), у (га — М)]; N — поря­
док процесса авторегрессии; га — номер выборочного отсчета; е (га) — случайные
величины с нулевым средним и Е {е (t)e (у)} = 0 при i =f= j. Полагая, что
Е [е (п)у (га — /г)} = 0 при к > 0, умножая обе части приведенного уравнения 
па у (га — к) и вычисляя математическое ожидание, покажите, что

г' (6) +«1 г' (к— 1) -\-а2 г' (k—2) + ... +ад? г' (k—N) =0 при k> 0, 

где г' (к) л Е {у (п)у (п — к)).
В. Учитывая результаты, полученные в п. Б, а также соотношение г (т) = 

= г (—т), можно получить систему уравнений

г’ (l) + aj г' (0)+ ...-\-a'Nr' (У-1)=0, 

г' (2)+«; г' (1)+-.. (М-2) =0,

г' (У+ D+aJ г' (^)+...+„;/■' (1) = 0,

или Ryv-pi а' = 0 в матричной записи. Используя этот результат, покажите, что

■ г' (1)
г' (2)

Г' (0) .
г'(0 •

. . г' (N

. . г' (М—2)
= 0

У (^+0 г' (N) . ■ ■ г' (1) _

Если известны первые Л'+ 1 значений {г (0), г (1), ..., г (N)} корреляционной 
функции процесса, то, подставляя их в уравнение R^1 а = 0, можно получить 
единственное решение для коэффициентов {oj, а2, aN}, а затем из уравнения

- г (1) г (0) . . . г (N — 1) _

det
г (2) г (1) . . . г (У—2)

= 0

г (М +1) г(М) . • • НО ,

найти единственное значение г (N 4- 1). Полученный результат совпадает со зна­
чением г (N + 1) в п. А, а это означает, что то же самое решение может быть 
получено методом максимума энтропии.

4. Оценка угла источника излучения. Метод максимума энтропии позволяет 
лучше (чем известные методы) разрешить близко расположенные пики спект­
ральной плотности. Это свойство может быть использовано при оценке распре­
деления мощности источников излучения по углу.

409



А. Используя пространственно-временной дуализм1, считайте, что <ржж (|1) — 
оценка пространственного спектра, где р, = cos 0 и 0 — угол, отсчитываемый от 
оси (А 4- 1)-элементной линейной антенной решетки. Предположите, что сиг­
налы узкополосны и межэлементное расстояние d = Х/2.

1 Имеется в виду следующее: если считать, что выборочные значения слу­
чайной последовательности являются сигналами с выхода линейной эквиди­
стантной антенной решетки с d = Х/2, то спектральная плотность этой последо­
вательности является угловой плотностью распределения источников излуче­
ния, создающих сигнал на выходе решетки. (Прим, ред.)

Б. Считайте, что уравнение (12.12) соответствует задаче оценки простран­
ственного спектра в п. А. Найдите связь между коэффициентами прогнозирую­
щего фильтра и весовыми коэффициентами когерентного компенсатора помех, 
поступающих по боковым лепесткам, с N вспомогательными антеннами.

5. Учитывая соотношение

(А+ЬЬ+)-’== А
A"1 bbf А 1

1 + bt А1 Ь ’

вычислите (PnI + fiVivt)-1. Примените полученный результат к (12.90) и полу­
чите с учетом (12.82) выражение (12.92)

6. Частично адаптивная линейная антенная решетка с двумя регулируемыми 
элементами в ситуации с двумя источниками помех [32].

А. Предположим, что линейная эквидистантная антенная решетка состоит 
из N элементов, расположенных на полуволновом расстоянии друг от друга. 
Покажите, что составляющие векторов определяются соотношением

vki = exp (j i л sin Qk).

Покажите, что величины fj и F2 можно вычислить по формулам:

Р1==ехр ' / (A-J-1) « '
2

S |— 2 ехр Г / (р + ?) а
I. 2

А2 = ехр [ / (#+Р Р i (р+?) Р .
2

где р, q — номер регулируемых элементов; т = р — q и а, Р = л sin 01>2 — 
межэлементные фазовые сдвиги для двух источников помех;

sin (Аа/2) sin (АР/2)
1 sin (а/2) ’ 2 sin (Р/2)

— модули коэффициентов передачи антенной решетки для источников помех. 
Б. Используя результаты, полученные в п. А, покажите, что

-
р = ехр cos

т (Р—а)
2

! (Р + <?) (Р—а)
2

=__________________ Pi __________________
V Рп (P1+P2 + Pn/2) + 2P1P2sin2m(p -а)/2 ’

В. Используя результаты, полученные в пп. А и Б, покажите, что
P-^N +------------------------
Pi Т Рп (Pj-f~P2) + 2Pi Р2

( п (Р — а) т (|
X S; + S| — 2Sj S2 cos ——- cos-----

[«P m а па цф
S2 cos sin e------------ ---------  

2

410



где п ~ N + 1 — р — q\ O(Pn/Pli2) — члены порядка Pn!Pi и Рп/Рг- Отметим, 
что выражение в фигурных скобках обращается в нуль при а = Р (т. е. при 
cos = cos 92), что и следовало бы ожидать, так как в этом случае оба источ­
ника помехи фактически действуют как один.

Г. Покажите, что максимальное значение мощности нескомпенсированных 
остатков помех будет достигаться при

|Р — а| = к2л/т, k = 1, 2, ...
или, что то же самое, при

| cos 62 — cos ®il = 2k!m, fe = 1, 2, ...
Д. Покажите, что максимальное значение мощности нескомпенсированных 

остатков определяется соотношением

Р0 тах = ^п + • [s*+ Si-гад cos kn (1 + -^)] + о .

Очевидно, что желательно минимизировать выражение в квадратных скобках. 
Покажите, что минимум достигается при условии

п ( 1 (mod 2), S\ S2 > 2,
tn (0 (mod 2), S± S2 < 0

для всех угловых координат источников помех.



Приложение А. ЧАСТОТНЫЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ 
ФИЛЬТРОВ, ПОСТРОЕННЫХ НА ОСНОВЕ 
МНОГООТВОДНЫХ ЛИНИЙ ЗАДЕРЖКИ

Для того чтобы определить частотную характеристику трансверсального 
фильтра, построенного на основе многоотводной линии задержки, схема которо­
го приведена на рис. А.1, сначала запишем его импульсную характеристику, 
являющуюся реакцией фильтра на входной сигнал х (/) = 6 (/):

2п+ 1
h (/) = 2 wi 6 [*—(‘—1) д],

Z=1
(АЛ)

где Wi(i= 1, ...,2n+ 1) — комплексные весовые коэффициенты, с которыми 
суммируются сигналы, поступающие с отводов линии задержки.

Выражение (А.1) соответствует случаю, когда задержка, обусловленная 
электрическим расстоянием между двумя соседними отводами, постоянна и рав­
на А. Выбор значения А зависит от ширины полосы частот, занимаемой сигна-

Рис. А.1. Трансверсальный фильтр на основе 2м-отводной линии задержки 

лом. Пусть х (t) — сигнал с ограниченным спектром и /тах — наивысшая час­
тота спектра сигнала. Согласно известной теореме отсчетов [А.1] дискретные от­
счеты сигнала х (ta + (i — 1)А), i = 0, ±1, ... (рис. А.2) определяют х (/) при 
условии

Ux<l/(2A) (А.2)

в том смысле, что сигнал х (/) может быть однозначно восстановлен по этим отсче­
там. Так как полоса частот BW, занимаемая сигналом х (/), связана с fwax соот­
ношением BW = 2/гаах, то условие (А.2) можно переписать в виде АIV' 1/А и, 
следовательно, величину 1/А можно рассматривать как «сигнальную ширину 
полосы частот», соответствующую многоотводной линии задержки.

Применив к (А.1) преобразование Лапласа, получим передаточную функ­
цию фильтра

2«+1
£ {Л(0}=Я(а)== 2 (А.З)

i=l
или, полагая

(А.4)
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H (s) можно представить в виде
2n+ 1

И (s) = 2 Wj г~ I). (А.5)
« = 1

Частотная характеристика Н (/<в) получается при подстановке в выражение 
(А.5) значения s = /<о. Так как г|5=/.ш = является периодической функ­
цией частоты <о с периодом 2л/Д, то

И (/со) = Н (а> ± k • (А. 6)

Соотношение (А.6) показывает, что передаточная функция и частотная характе­
ристика трансверсального фильтра с многоотводной линией задержки периодич­
ны с периодом, равным (по модулю) сигнальной полосе частот этой линии. Пе­
риодическая структура передаточной функции Н (s) иллюстрируется рис. А.З 
[А.2], на котором комплексная s-плоскость разбита на горизонтальные полосы, 
равные по ширине периоду Н (s). Полоса между значениями со = —л/Д и со = 
= л/Д называется «основной», а остальные «дополнительными». Поведение 
функции Н (s) на всей комплексной плоскости полностью определяется ее зна­
чениями в основной полосе. Из (А.5) видно, что передаточная функция фильтра 
должна иметь 2п нулей, соответствующих корням многочлена от z_1 степени 2ге 
в правой части этого выражения. Таким образом, число нулей передаточной 
функции в основной полосе равно числу элементов линии задержки.

■•> 1

Дополнительная полоса

Дополнительная полоса

Основная полоса

Дополнительная полоса

j. Дополнительная полоса

Рис. А.З. Периодическая структура функции H(s)

Комплексная 
s-плоскость
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Рассмотрим частотную Характеристику трансверсального фильтра с А отво­
дами и единичными весовыми коэффициентами:

А-1
И (/о>) = 2

» = 0

1 _e~/w'VA
1_е-/®А ’ (А.7)

Вынеся за скобки в числителе е /w<A/2)Aj а в знаменателе е /<°(д/2)г получаем

Н (/со) = ехр
sin [со (А/2) Л] 

sin [со (Л/2)]

(А. 8)

Из (А.8) видно, что Н (/со) имеет многолепестковый характер с главным лепест­
ком шириной 2/ (АЛ) по нулям, что соответствует ширине лепестка по уровню 
3 дБ, приблизительно равной 1/ (АЛ). Можно показать, что при неравновесном 
суммировании сигналов поступающих с отводов линии задержки, ширина глав -

О

огибающей

Спектр 
комплексной

/

Рис. А.4. Спектр сигнала с центральной частотой f0 

ного лепестка увеличится. Поэтому можно считать, что величина 1/ (АЛ), обрат­
ная величине полной задержки линии, характеризует наилучшую разрешающую 
способность фильтра по частоте при использовании его для анализа спектра сиг­
налов.

До сих пор предполагалось, что интересующий нас диапазон частот кон­
центрируется около частоты f = 0. В большинстве реальных систем сигналы 
передаются колебаниями некоторой несущей частоты f0 =/=■ 0, как показано на 
рис. А.4. Применив преобразование частоты, можно без потери информации пе­
реместить спектр сигнала в область нижних частот с центром на частоте f = 0. 
Полученный таким образом сигнал, называемый «комплексной огибающей», 
рассматривается в приложении Б.

Приложение Б. КОМПЛЕКСНАЯ ОГИБАЮЩАЯ

Комплексная огибающая является удобным средством описания информа­
ционной составляющей модулированных сигналов. В данном приложении при­
ведены некоторые соотношения для комплексных сигналов, которые подробнее 
изложены в работах [Б.1, Б.2].

Здесь будем интересоваться сигналами в виде однородных плоских волн,
распространяющихся в недиспергирующей среде, все влияние которой сводится
к внесению задержки распространения. Такие сигналы на выходе элементов ан­
тенной решетки могут быть представлены как опережающие или отстающие по
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времени копии сигнала, принятого в фазовом центре решетки, в смеси с аддитив­
ной составляющей теплового шума. Далее будут рассматриваться сигналы с ог­
раниченным спектром, сосредоточенным в промежутке от 0 до 2fc, где /с— цент­
ральная частота полосы пропускания решетки. Сигнал i-го источника излуче­
ния, принятый в фазовом центре решетки, можно представить как модулирован­
ное по амплитуде и фазе гармоническое колебание частоты /с:

vt = (t) cos (шс / + <р; (0 + 0/). (Б.1)

Каждому действительному сигналу можно поставить в соответствие аналитиче­
ский сигнал

Zi (!) (0 + ЛТ (01. (Б.2)

где г’; (/) — преобразование Гильберта JB.3] сигнала г, (/), т. е.

— 1 Р Vi (т) , 1
МО А— 1 - ------Л = 1»г(0*—, (Б.З)л J t—т nt

— 00

где * означает операцию свертки. Сигнал ■(/) можно рассматривать как выходной 
сигнал квадратурного фильтра при подаче на его вход сигнала V} (t).

Из соотношений (Б.1), (Б.З) следует, что

(0 = «; (0 sin (юс < + (0+ 0;)- (Б-4)

Комплексная огибающая сигнала г, (/), обозначаемая символом (/), опреде­
ляется с помощью аналитического сигнала следующим образом:

~i (О = 2> (/) ехр (—/сос 0=«i (0 ехр {/ [срг (I) + 0г]}. (Б.5)

Из этого определения вытекают соотношения для реального сигнала vt (/) и квад­
ратурной составляющей (/):

Vi (/) = Re {vi (t) exp (jac /)}, (Б.6)

M0 = lm{7; (/) exp (/coc /)}, (Б.7)

связывающие их с комплексной огибающей.
Обозначим через хд (/) выход й-го элемента антенной решетки при наличии 

сигналов, излучаемых несколькими источниками. Тогда

Xk (0 = 2 vi ((—'Tik) + nk (О, (Б-8)
i

где Vi (t — Tib) — запаздывающий на время т;ь сигнал i-го источника; пд (/) — 
тепловой шум k-ro элемента. Комплексная огибающая сигнала хд (0 может быть 
записана в виде

(0 = 2^ (Z~т«) ехР ( — /“с ^ik} + nk (О- (Б’9>
i

Графики спектральной плотности процессов v (/), z (t) и v (t) приведены на 
рис. Б.1. Соотношения, иллюстрируемые этими графиками, легко получаются при 
рассмотрении связи между спектрами на входе и выходе линейных фильтров [Б.31.
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Рис. Б.1. Соотношения между спектрами действительного сигнала и представ­
ляющих его аналитического сигнала и комплексной огибающей:

а — спектр сигнала п(0; б —спектр аналитического сигнала z(t), соответствующего сиг­
налу п(/); в — спектр комплексной огибающей v(t) сигнала v(t)

Для целей нахождения ковариационных матриц полезно рассмотреть выра­
жения всевозможных произведений двух сигналов их (/) и v2 (i) и их квадратур­
ных составляющих. Для сигналов вида (Б.1) имеем:

a, (t) а2 (О , 
«1 (О (0 = ' 2 (cos [<Pi (0—Фг (0 + 61-021 +

+ cos [2<ос /+фх (О + фг (0 + 61 + 021), (Б.10)
CCi (t) ССо (t)

»i (0 v2 (/) = ------- ------ — {sin [q>! (0—Ф2 (0 + 01—021 +

+ sin [2шс <+фх (О + фг (0 + 01 + 021), (Б.11)

t>l (0 «2 (0 = K1 {COS [фх (0 —<P2 (0+01 — 021 —

—cos [2шс Z-|- фх (О+фг (0+ 01+021}, (Б. 12)
~1 (0^2 (0 (0 Vz (0+X (0^2 (0+7 К (0 ъ (0—^1 (0^2 (01 =

= ах (0 a2 (0 (cos [cpx (/) — ф2 (0 + 61—02]—7 sin [q>x (0~фг (0 + 01—021).
(Б.13)

Если произведения действительных сигналов пропустить через фильтр нижних 
частот, полностью подавляющий компоненты с удвоенной частотой несущей, то 
на выходе фильтра получим

2^1 (0^2(0 = Re {Si (0+i (0}= Re {zt (/) z*2 (/)},

2’Д (0 (/)=—Im {oi (0^2 (0}=—Im {гх (/) z2 (0).

(Б.14)

(Б.15)
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Приложение В. ФОРМУЛЫ ДЛЯ ВЫЧИСЛЕНИЯ 
ГРАДИЕНТА

Скалярная функция матриц tr [АВ7] обладает всеми свойствами скаляр­
ного произведения, и поэтому формулы дифференцирования следа произведе­
ния матриц, приведенные в [В. 1], представляют интерес для вычисления гради­
ентов некоторых скалярных произведений, появляющихся в задачах оптимиза­
ции адаптивных антенных решеток. Для многих задач требуется распространять 
операции векторного и матричного дифференцирования на функции векторов 
и матриц; это обобщение описано в работе [В.2]:

дх (В.1)

д т»— tr [АХ] = АГ, 
д X (В.2)

д 'лtr[AXr]=A. (В.З)

—tr [АХВ] = Аг Вг , 
0 л

(В. 4)

д г— tr [АХГВ] = ВА, (В. 5)

tr [АХ]=А, 
дХт

(В.6)

~^-tr [АХ7]-А7
дХт

(В.7)

lAXBJ^BA,
дХт

(В. 8)

—— tr [АХТ В] = АГ Вг, 
дХт

(В.9)

-^-tr [Хга ]=n (Х”~ !)г , (В. 10)

—— tr [AXBXj = А7 Хт Вг+ Вг Хт Аг, 
д X (В.И)

tr 1АХВХ7’] =АГ ХВГ + АХВ, 
дХ 1 (В. 12)

—tr [Хг АХ] = АХ + АТ Х=2АХ, 
О л.

(В.13)

если А симметрична.

Приложение Г. НЕКОТОРЫЕ МАТРИЧНЫЕ 
СООТНОШЕНИЯ И НЕРАВЕНСТВО ШВАРЦА

В этом приложении дана сводка некоторых матричных соотношений, помо­
гающих решать задачи оптимизации адаптивных антенных решеток. Вывод этих 
соотношений, а также основные свойства матриц можно найти в работах [Г.1 — 
Г.З].
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Сумма диагональных элементов квадратной матрицы А называется ее сле­
дом н обозначается

tr(A)A2Qii- (Г.1)
i

Из определения (Г. 1) следует, что
tr (АВ) = tr (ВА), (Г.2)

tr (А -I- В) = tr (А) + tr (В). (Г.З)

Длиной или нормой вектора х (символически ||х]|) называется

|| х || = х =]/Г tr (xxf) s=‘|/'2 |xj2 . (Г.4)

Норма матрицы, в свою очередь, определяется соотношением

Квадратная матрица А называется эрмитовой, если

А = А^.

(Г. 5)

(Г.6)

Эрмитова матрица А называется положительно определенной, если эрмитова 
форма х^Ах удовлетворяет условию

х’*' Ах =2 ацХ{ Xj > 0 при всех х 4= 0. (Г.7)
Л/

Если х+Ах 0 при всех х =/= 0, то эрмитова форма называется положительно 
полуопределенной.

Для любой матрицы D произведение DrD является эрмитовой положительно 
полуопределенной матрицей. Если, кроме того, D является квадратной невы­
рожденной матрицей (т. е. такой, что существует D-1 2), то матрица D'd поло­
жительно определена. Обратно, любая положительно определенная эрмитова 
матрица А может быть представлена в виде

1 Здесь А — невырожденная эрмитова матрица. (Прим, ред.)
2 Точнее, неравенство Буняковского—Шварца. (Прим, ред.)
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А = DDt (Г.8)

В некоторых оптимизационных задачах полезно применять матричную фор­
мулу, которую можно назвать формулой дополнения до квадрата1:

х'Г Ах —х^ у—у+ х = —у+ А-1 у+ [х—A~i у]^ А [х—А-1 у]. (Г.9)

Следующие полезные соотношения касаются операции обращения матрицы: 
[P-i+Mt Q-i M]-i = Р —PMf [МРмТ-фО]-! МР, (Г. 10)

[Р-1-4-MQ-i М]-1 м+ Q-i = PM1' [МРЛП’+О]-1, (Г. 11)

Q-i — [MPM++Q]-i = Q-iM [P-i+M^Q-i Q-1. (Г. 12)

Формула (Г. 10) проверяется умножением обеих частей равенства на Р^1+ 
+ МСГ 'М, формулы (Г.1), (Г.2) вытекают из (Г. 10).

Неравенство Шварца2 для двух скалярных функций / (I) и g (/) имеет вид 
| ff*(0g(0dd2< flHO l2d/f |g(/)|2d/. (Г.13) 



Для двух векторных функций f (/) и g (/) неравенство Шварца может быть записа­
но в виде

| П+ (0 g (0 dt |2 < fll f (/) IP dt J-В g (0 IP dt. (Г. 14)

Равенства в (Г. 13) и (Г. 14) достигается тогда и только тогда, когда входящие 
в них функции отличаются только скалярным множителем. Заметим, что (Г. 14) 
аналогично неравенству

|xty|'2 < Цх|Р||у1Р, (Г. 15)
где х и у — векторы.

Неравенство (Г. 14) можно обобщить на матричные функции. Пусть F (/) 
и G (Z) — матрицы размером т X п, так что F' (Z)G (/) является квадратной 
матрицей размером п х п. Тогда неравенство Шварца можно записать в виде

| f tr [F+ (/) G (0J dt |2 < f || F (0 |P dt J || G (0 |P dt. (Г. 16)

Равенство в (Г. 16) достигается тогда и только тогда, когда F (/) = kG (Z), где k — 
скалярный множитель. Заметим, что (Г. 16), аналогично неравенству

| tr (A’f В) |2 < || А||2 Ц В |Р. (Г. 17)

Еще одной модификацией неравенства Шварца для матриц является
tr (в+ At АВ) < || А |Р || В |Г-. (Г. 18)

Приложение Д. МНОГОМЕРНЫЕ ГАУССОВСКИЕ 
РАСПРЕДЕЛЕНИЯ

В этом приложении кратко рассмотрены свойства действительных гауссов­
ских векторов и их обобщений для комплексных гауссовских векторов. Подроб­
ное обсуждение этих свойств можно найти в [Д.1—Д.4].

Д.1. ДЕЙСТВИТЕЛЬНЫЕ ГАУССОВСКИЕ СЛУЧАЙНЫЕ ВЕКТОРЫ

Пусть х — действительный «-мерный случайный вектор, все составляющие 
которого являются скалярными случайными величинами. Пусть математическое 
ожидание (среднее) этого вектора есть

Е {х} = и, (Д.1)
а ковариационная матрица —

cov (х) Д Е {(х — и) (х — и)7"} = V. (Д-2)

Ковариационная матрица V симметрична и положительно определена (или, по 
крайней мере, положительно полуопределепа). Случайный вектор х называется 
гауссовским, если его характеристическая функция определяется как

Сх (/0) = Е {ехр (/©' х)} = ехр |/0r u — QT V©j. (Д-З)

Из (Д-З) следует, что плотность распределения вероятностей х имеет вид1 

р (х) =[2л]-"/2 (det V)- ехр |(х—u)r V-1 (х—u)j- (Д-4) 

Рассмотрим линейное преобразование случайного вектора х

1 Только в том случае, когда V положительно определена. {Прим, ред.)

у = Ах + Ь, (Д-5) 
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где А и b — неслучайные. Тогда вектор у также гауссовский и
£{y} = Au+b, (Д.6)
COV {у} = AVA7”. (Д.7)

Вектор w называется нормированным гауссовски м случайным вектором, если 
он имеет нулевой вектор среднего и все его составляющие взаимно независимы 
и имеют единичную дисперсию. Другими словами:

Е {w} = О, (Д.8)
Е {wwr} = I. (Д.9)

Так как положительно полуопределенная матрица V может быть представлена 
в виде

V = ZZr, (Д.10) 
то гауссовский вектор х со средним и и ковариационной матрицей V может быть 
представлен как линейное преобразование нормированного гауссовского слу­
чайного вектора:

x=Zw+u. (Д.19)
Пусть

Х1

Lx2j
— случайный вектор, состоящий из двух действительных совместно гауссовс­

ких случайных векторов со средним

(Д-12)

И

(Д.13)

Тогда условное распределение х4 при заданном х2 также является гауссовским с
Д (xj/xa) =u14-V13 V72‘(ха—и2) (Д.14)

И
cov{x1/x2)=V11-V12Vr2,V21. (Д.15)

Если xlt х2, *з> имеют гауссовскую плотность распределения вероятности 
и нулевое среднее, то
Е {XjX2x3x4} = Е {хлх2}Е {х3х4} + Е {х1х3}£ {x2xt} + Е {х4х4}£ {х2х3}. (Д-16)
Соотношение (Д. 16) можно обобщить на совместно гауссовские случайные век­
торы (все имеющие нулевое среднее). Обозначим взаимную ковариационную 
матрицу Е {wx7} символом

£{wx7'} = Vu)x.

Тогда указанное обобщение можно записать в виде
(ДД7)

Е {w7' хуг z} = (tr Vwx) (tr Vyz) + tr (Vwy V„) + tr (Vwz Vyx). (Д. 18)
В задачах обнаружения важную роль играют квадратичные формы. Пусть 

х — действительный гауссовский случайный вектор с нулевым средним и кова­
риационной матрицей V. Квадратичная форма

t/=x7'KK7'x (Д.19)
имеет характеристическую функцию

Cv Цв) ~ Е {е1ву}=Е {ехр Цвхт ККГ х]}. (Д .20) 
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Математическое ожидание в (Д.20) может быть записано в виде интеграла

СУ (№) = J (2л)п/2 (det V)1 /2 ехр -у хг V~i [I -2/0VKK7'] xjdx. (Д.21) 

Учитывая, что

(detV)1/2 = (2л) п/2 ехр -у xr V~i х} dx, (Д.22)

из (Д.21) получаем
Cv (j&) = [det (I-2/0VKK7’)]" 1/2. (Д.23)

Соответствующее распределение у называется обобщенным ^-распределением. 
Первые два момента случайной величины у определяются формулами:

Е {(/} =£{x7’KK7’x}=tr{£[K7’xx7'Kl} = tr(K7’VK)=tr(KK7’v), (Д.24) 

£[</2}=£{х7'КК7'хх7’КК7’х}. (Д.25)

Применив (Д.18), получим (Д.25) в виде

Е {у-} — [tr (ККГ V)]2+2tr [(ККГ V)2]- (Д.26)

Из (Д.24) —(Д.26) следует, что

var (у) Д Е {у*}—Е2[у} = 2tr [(ККГ V)2] • (Д .27)

Д.2. КОМПЛЕКСНЫЕ ГАУССОВСКИЕ СЛУЧАЙНЫЕ ВЕКТОРЫ

Комплексное гауссовское многомерное' распределение можно определить 
таким образом, что многие важные свойства действительных гауссовских слу­
чайных векторов будут справедливы и в комплексном случае. Для того чтобы вы­
вести ряд свойств комплексных гауссовских случайных векторов, сначала рас­
смотрим два действительных n-мерных вектора х и у с нулевым средним, удов­
летворяющих условиям:

cov (х) = cov (у) = V/2, (Д.28)

COV (Xj у-) = —COV (yt Xj) (Д.29)

В силу условий (Д.28), (Д.29) совместная ковариационная матрица этих векто­
ров имеет специальный вид 

1
2

V — W1 
w v] (Д.30)

где W7" = — W. Существует взаимно-однозначное соответствие между действи­
тельными матрицами вида

V — W
W V

(Д.31)
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и комплексными матрицами вида

С = V + j'W, (Д.32)

при котором сумме и произведению матриц вида (Д.31) соответствует сумма и 
произведение матриц вида (Д.32) (это соответствие называется изоморфизмом). 
Например, если определить комплексный вектор

то легко показать, что
z х /у.

V -W
W V

х
У.

— zi' Сг,

(Д.ЗЗ)

(Д.34)

(Д.35)

Комплексный случайный вектор z, определенный равенством (Д.ЗЗ), будет 
называться комплексным гауссовским случайным вектором, если его действи­
тельная часть х и мнимая часть у являются совместно гауссовскими векторами 
и их совместная ковариационная матрица имеет специальный вид (Д.30).

Если вектор z имеет нулевое среднее, то его ковариационная матрица опре­
деляется соотношением

Е [zzt] = £ [(х+/у) (хг— /у7)! = V-J-/W=C. (Д.36)

Если скалярные случайные величины zlt z2, z3, z4 имеют комплексное гауссовское 
совместное распределение с нулевым средним, то

Е (z4 z* z* z4} = Е (z4 z2) Е (z* z4) + Л (z4 z*} E (z* z4). (Д .37)

Плотность распределения вероятностей комплексного гауссовского случайного 
вектора z со средним и и ковариационной матрицей С может быть записана в виде

р (z) — л ~п (det С)-1 ехр { — (z—u)^ С-1 (z — u)}. (Д-38)

Произвольное линейное преобразование комплексного гауссовского случай­
ного вектора дает комплексный гауссовский случайный вектор. Например, если

s = Ах + Ь, (Д.39)

то s также комплексный гауссовский случайный вектор со средним

Е {s} = АЕ {х} + b (Д.40)
и ковариационной матрицей

cov(s)-ACAt. (Д.41)

Если /| и z2 — два совместно гауссовских комплексных случайных вектора со 
средним и4 и и2 и совместной ковариационной матрицей

С14 С12
С21 С22

(Д.42)

то условное распределение z4 при заданном z2 также является комплексным гаус­
совским с

Е {гПгг) =u1 + C12Cj21 (z2 — u2) (Д-43)

cov {z4/z2) = Сц — C42tj221C24. (Д.44)
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Эрмитовы формы являются комплексными аналогами квадратичных форм 
для действительных векторов и играют важную роль во многих задачах опти­
мизации. Предположим, что z — комплексный гауссовский случайный вектор 
с нулевым средним и ковариационной матрицей С. Тогда эрмитова форма

y=^KKjz. (Д.45)

имеет следующую характеристическую функцию:

Су (/©) Д Е {е'е//} = [det (I -/0СКК’*’)]~1 . (Д .46)

Среднее значение у и второй момент имеют вид

Е iy] =Е [z+KK+zJ^tr^ [K+zz4'K)] = tr(K+CK) = tr(KK+C), (Д.47)

Е (iy’-} = Е (z+ KKf zzf КК+ z) = tr [(KK+ C)2] + [tr (KKf С)]2. (Д .46)

Из (Д.47) и (Д.48) следует, что
var (у) - tr 1(КК+С)2]. (Д.49)

Для того чтобы записать выражения, справедливые как для действительных, 
так и для комплексных гауссовских случайных векторов, введем параметр а, 
определяемый как а. — 1 для действительных и а == 2 для комплексных слу­
чайных векторов. Тогда плотность вероятностей вектора х, характеристическую 
функцию квадратичной формы у и дисперсию этой квадратичной формы можно 
записать в виде

/ 2л \-ла/2 ( 1 . )
р(х) = (——) (det V) “'2 ехр j — — а (х —u)' V-i (х —uU, (Д.50)

Г [ 0VKK+2 \]-а/2Су (J&) = ^det^I—j------- ----- jj , (Д.51)

var (i/) =-^-|-j tr {(KK+V)2j. (Д.52)

Приведем также один полезный результат, касающийся некоторых преобра­
зований комплексных случайных величин. Пусть z = х + /у— комплексный 
случайный вектор (не обязательно гауссовский), ковариационная матрица кото­
рого удовлетворяет условиям (Д.28), (Д.29). Рассмотрим действительную слу­
чайную величину

r = Re(ktz}, (Д.53)

где Re {■} означает действительную часть выражения в скобках и

к+ = аг—/Ь7 . (Д.54)

Тогда г можно записать в виде

и поэтому

r = arx-Lbry, (Д.55)

Е [г\ =аг£(х)+Ь7'£ (у) = Re[k+/? (z)]. (Д.56)
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Дисперсию г можно найти по формуле

var(r)^E {[г—Е {г}]2} = [аг Va+br Vb — a7'Wb + br Wa] =

=— к+ск.
2 (Д.57)

Приложение Е. ГЕОМЕТРИЧЕСКАЯ ТРАКТОВКА 
СООТНОШЕНИЙ МЕЖДУ КОМПЛЕКСНЫМИ ВЕКТОРАМИ

Для того чтобы интерпретировать сложные выражения, которые появля­
ются при выводе формул для коэффициента передачи антенной решетки, следует 
рассмотреть геометрическую трактовку некоторых соотношений междукомплекс- 
ными векторами. Эта трактовка помогает дать простое объяснение полученным 
результатам. Материал этого приложения основан на работе [Е.1].

Рассмотрим понятие угла между векторами. Пусть С — положительно оп­
ределенная эрмитова матрица и пусть а и b — два М-мерных комплексных век­
тора. Обобщенное скалярное произведение векторов а и b можно определить

(a, b)Aa+Cb. (Е.1)

Множество всех комплексных векторов с введенным таким образом скалярным 
произведением обозначим символом И (С). В этом комплексном векторном 
пространстве угол между векторами можно определить соотношением

cos2 (a, b; С)
I at Cb |2___

}(а+Са) (bf Cb)} (Е.2)

Применив неравенство Шварца к (Е.2), получим
О < cos2 (a, b; С)< 1. (Е.З)

В пространстве //(С) длина вектора b равна (Ь^СЬ)1/2; векторы а и b ортогональ­
ны, если cos (а, Ь; С) = 0; векторы а и b коллинеарны (т. е. отличаются только 
скалярным множителем) тогда и только тогда, когда cos2 (a, b; С) = 1. Опре­
делим синус угла между векторами с помощью естественного тригонометриче­
ского тождества:

sin2 (■) = 1 — cos2 (•). (Е.4)

Для адаптивных антенных решеток представляют особый интерес случаи, 
когда С = I и С = Q1 (где Q — нормированная спектральная матрица шума). 
При С = I вместо cos2 (a, b; I) будет применяться упрощенное обозначение 
cos2 (а, Ь).

Для того чтобы лучше понять влияние матрицы Q-1 на угол между вектора­
ми а и Ь, сравним между собой cos2 (а, Ь) и cos2 (a, b, Q-1). Пусть ^1. —
собственные значения матрицы Q, а ех, ..., eN — соответствующие им нормиро­
ванные собственные векторы. Так как матрица Q нормирована, то tr Q == ~

i
= N. Представим векторы а и b через их проекции на направления собственных 
векторов матрицы;

N
а= 2 hiei<

i = l
где /гг = еТ а

N
ь= 2 gi'i,

i = l
где g-;=et ь
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Подставив (Е.5) и (Е.6) в (Е.2) и использовав свойство ортонормированпости 
собственных векторов1, получим

1 Здесь подразумевается, что речь идет об ортонормированности относи­
тельно скалярного произведения (a, b) -- a’l'b. (Прим, ред.)

cos

(Е.7)

(Е.8)

Из (Е.7) и (Е.8) следует, что влияние матрицы Q-1 состоит во взвешивании 
составляющих hi и gt с весом (1/Х;)1/2. Это взвешивание подчеркивает те состав­
ляющие векторов а и Ь, которые соответствуют малым собственным значениям Q, 
и это понятно, так как эти составляющие содержат меньше шума, чем остальные.
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